116 J. v. Neumann.

Abbildung von I’ auf I durch, und wenden dann auf I und &
Satz 7 mit 6 =4 an. Ebenso wie vorhin folgt hieraus, dass I’ zlgkl.

als @ ist. Da aber I zlgkl. als I’ ist, schliesst man daraus leicht,
dass auch I zlgkl. als @y ist.

Wir haben also aus Satz 7 erschlossen:
Zusatz: Mit den Bezeichuungen von Satz 7 gilt: I ist zlgkl.
als jedes @y (0 < 0<C1); I ist zlgkl. als K.
Damit haben wir die fiir die Ausfuhrungen der §§ 6, 7 der
Einleitung notwendigen Unterlagen restlos hergestellt.
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Sur les plus petits types de dimensions
incomparables.

Par

W. Sierpifiski (Varsovie).

Le but de cette Note est de prouver qu'il ewiste deux ensembles
lindaires, E et F, dont les types de dimensions?) ne sont pas compa-
rables, et tels que si M et N sont deux ensembles (linéaires %)), dont
les types de dimensions ne sont pas comparables, on a nécessairement
soit

(1) dE<{dM et dF<CdN,
sott
@) dF<{dM et dE<CAN

(soit & la fois (1) et (2)). .
Démonstration. Désignons par E Pensemble formé du nom-
bre 0 et de tous les nombres de la forme

1 1
PRy

ot m et n sont des nombres naturels.

1
Or, désignons par F l'ensemble formé des nombres 0, o et

1
1—1—-7—1 (ﬂ=1, 2, 3,...).

1) Pour la définition du type (nombre) de dimensions, voir: M. Fréechet
oLies espaces abstraits ete.” Paris, 19928, p. 29 ss.; aussit Fund. Maih, b ViII,
p. 193,

%) ou, plus généralement, deux ensembles d'un espace métrique quelconque.
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118 W. Sierpinski:

Je dis que les ensembles E et F' satisfont aux conditions de
notre théoréme.

Nous dirons qu'un ensemble de points @ jouit & son point g de
la propriété P, s'il existe pour tout voisinage ¥ de g un voisinage
U de g, tel que l'ensemble ¥ — U contient une infinité de points
de @. On démontre sans peine que la propriété P d’un point de
¢ se couserve par des transformations homéomorphes de l'en-
semble ¢,

Nous allons déterminer tous les types topologiques, dépourvus
de points jouissant de la propriété P.

Un voit sans peine que pour qu'un ensemble ) ne contienne
aucun point jouissant de la propriété P, il faut et il suffit qu'on
ait " ¢ =10. Or, on voit sans difficulté que parmi les types topo-
logiques des ensembles Q. tels que Q" Q =0,i y en a un qui est

le plus grand, notamment le type de l'ensemble G de tous les nom-
bres de la forme

1
m-—}—;i, ow m=123. ; n=1,23...,

de sorte que tout ensemble Q, tel que Q" Q =0, est homéomorphe
& un sous-ensemble (une portionj de &.

Drautre part on prouve aisément que pour qu'un ensemble @
ne contienne aucun p.int jouissant de la propriété P, il faut et il
suffit quil ne contienne aucun sous-ensemble homéomorphe 3 E.
Il en résulte sans peine que, si pour un ensemble @ n'a pas lien
la formule dE<Cd(Q, on a néeessairement dQ<dG.

Supposons maintenant que pour un ensemble Q la formule
dF<Ld( nest pas vraie: on voit aussitds quil faut et il suffit que
Pensemble Q' Q contienne au plus un point. On en déduit facilement
qu'on a dans ce cas dQ < dE.

(En effet, soit @ un ensemble tel que lensemble Q'@ contient
au plus un point. Si @'Q =0, l'ensemble  est isolé et, comme
on voit sans peine, homéomorphe & un sous-ensemble de E p. e

au sous-ensemble formé de tous les nombres de la forme 1§+21

o1Fn
(rn=1,2,3,...). Or, soit Q"¢ =0, done Q' Q=(
Vensemble formé dun seul point, p.
de tous les points ¢ de @,

p). ol (p) désigne
Désignons par Q, Pensemble
tels que o(g, p) > 1, et, pour n=1,2,3,.,
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1
par @, l'ensemble de tous les points ¢ de @, tels que mg

<olg p) < —L Les ensembles @, (k=0,1,2,8,...) sont évidem-
%

ment formés des points isolés de ensemble ¢ (ou bien aqnt .v1des).
Or, on peut évidemment établir une correspondance biunivoque
en’;re les points de @ et ceux d'un sous-ensemble de E, de sorte

quau point p corresponde le nombre O et quh tout point dele

1
(k=0,1,2,..) corresponde un nombre de la forme —2;;3—{———2&1 =
(n=1,2,8,...), et on voit sans peine qu'une telle correspondance
=1,2,3,... 1o
est un:a homéomorphie (entre ¢ et un sous-ensemble de E), d'ol
résulte que dQ < dk). |
Les (iypes de dimensions des ensembles E et F. ne sc’mt pas
comparables: en effet, il ne peut étre dE < dF, puisque Pensem-
ble F ne jouit pas évidemment en aucun de ses pom,ts de la pro'i
priété P, et I'ensemble E en jouit au point 0, et dautrc? par‘i, i
ne peut,étre dF << dE, puisque F contient deux de ses points d’ac-
. ) . ) )
umulation tandis que E n’en contient quun seul. )
’ Soient maintenant A/ et N deux ensembles (linéaires) dont les
i i bles.
types de dimensions ne sont pas compara ' L .
T Si aucune des formules dE<CdM et dE<CdN navait pas hetg
on surait, d’aprés ce que nous avons démontré plus haut, .dM gd
et IN<CdG. Or, on voit sans peine que les types de dxmensxonr%
de deux sous-ensembles de G sont toujours comparables, ee qul
implique une contradiction, dM et dN n'étant pas comparables, par
hypothése.
ypUne au moins des formules dE<CdM et dE << dN efat done
vraie, p. e. dE << dM Je dis quon a alors nécessairement
, p- e

F<{dN. _

’ Ex effet, comme nous avons prouvé plus hant, Ts1 la forgmle
dF <dN wavait pas lieu, on aurait la f@rmu.le dN <c’iE, ﬂj;le,e
d’apr\és dE << dM, la formule dN<C dM, contrairement & 'hypothés
que dM et dN ne sont pas comparables.

Notre propositon est done démontrée complétement.

Quant aux formules (1) et (2), il est 4 remarquer qu'elles peuven.t‘ettz vrta;::
toutes les deux (pour deux ensembles M et N convensblement choisis, don
types de dimensions ne sont pas comparables).
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Quant aux ensembles A
et F'y on pourrait 4 r i
tous les ensembles @ ot R les inéga.,lités ¢ ddmonirer sans peine e posr

a ar
entrainent les inégalités €< <dR

(gnoiquion & ¢E < dF) 1), dQdFdR

1) Cf, é
) le problema pOSé par LI. Fréchet dans gon livre cité P 31 note (1)
v P 1 .

On two-dimensional analysis situs with special
reference to the Jordan curve-theorem.

By
D. W. Woodard (Philadelphia).

Introduction. R. L. Moore, in his paper, ,0n the Foundations
of Plane Analysis Situ.é“, Transactions of the American Mathemati-
cal Society, Volume 17, 1916, proposed three systems of azioms,
3, 3, 5, for the development of two-dimensional analysis situs.
This paper will hereafter be referred to as ,Moore“. To facilitate
reference, Moore’s notation will be followed as closely as practicable.

In Axiom 8, which belongs to all three systems, Moore as-
sumes that every simple closed curve is the boundary of a region,
that is, that every simple closed curve defines a bounded connected
get of connected exterior having further properties implied by eer-
tain other axioms of the three systems.

The chief purpose of this investigation is to replace Moore’s
Axiom 8 by another axiom of such nature that no property of the
simple closed curve is assumed. The Jordan curve-theorem in its
most general form appears as the fundamental theorem of the set
of theorems. Two systems of axioms, I and 11, are presented. It is
proved that (1) all of Moore's theorems follow a&s consequences
of each of the systems of axioms, (2) every simple closed curve
is the boundary of a set of points having all the properties of a re-
gion, (8) every space satisfying the set designated as Axioms I is
homeomorphic with the Euclidean plane and (4) there exist spaces
satisfying Axioms II that are oneither metrical, descriptive, nor
separable® *).

1) Axioms II are satisfied by the space thus described by Moore, page 164.
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