Uber Funktionen, deren Felder Abelsche Gruppen
in bezug auf diese Funktionen sind.

Von

Stanistaw Leéniewski (Warszawa)

Ich sage hier, dass die Gegenstinde, die einer gege-
benen Funktion f geniigen, eine Abelsche Gruppe
in bezug auf eine gegebene Funktion ¢ bilden, dann
und nur dann, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

@) [4,B]:f(4).f(B).D.[@C].F(C).9(4, B, C)

b) [4,B]:f(4).7(B).D.[aC].f(C).9(4,C B

o) [4,Bl:f(4).f(B).D.[@Cl-f(C).9(C 4, B)

d) [4,B, C,D,E,F, G]f(A)f(B)f(C)f(l))f(E)f(F)f(G)
.94, B C)-?’(C:D:E)-(P(Bv D7F)'(P(A7Fy @).D.E=0aG

¢) [4,B,C):f(4).f(B).f(C). ¢ (4,B,0).D. 9B 4,C)?

Ich befasse mich in dieser Mitteilung mit einer solchen speziellen
Situation, in der eine Abelsche Gruppe in bezug auf eine gegebene
Funktion @ von den (Gegenstinden gebildet wird, die der mittels
der Formel

[A] ~f(4).=:[q B, U]: p(4, B, C). V.o (B4, C).V.p(B, C4)

bestimmten Funktion / gentigen ® (in gauz freien Worten konnte

) Im Zusammenhang mit diesen Bedingungen vgl: 1) H. Weber. Die all-
gemeinen Grundlagen der Galois'schen Gleichungstheorie. Mathematische Annalen.
43. Band. 1893. S8, 522 und 523, 2) Edward V., Huntington, Note on the
definitions of abstract groups and fields by sets of independent postulates. Trans-
actions of the American Mathematical Society. Volume 6, 1905, S, 192. 3) Sta-
nistaw Lefniewski. Uber Funktionen, deren Felder Gruppen mit Rilcksicht
auf diese Funktionen sind. Fundamenta Mathsmaticae, Band X111, 1929, S8.319
und 320.

2 Vgl.: Leéniewski. Op. cit.,, S. 320.
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ich die genannte Situation mittels der Erklarung charakterisieren,
dass hier die Funktion ¢ eine solche Funktion ist, deren ganzes
Feld eine Abelsche Gruppe in bezug auf diese Funktion ist). In
der Anwendung auf die erwiihnte Situation nehmen die oben ange-
gebenen Bedingungen a— e entsprechend (nach der Beseitigung der
in ihnen ganz deutlichen neuentstandenen Pleonasmen) die Gestalt
der finf folgenden Bedingungen an:?»

1. [4,B,D, B F, &] .. (4, D, E).\/ . 9(D, 4, E). \/ .p(D, E, 4)
:9(B, F,G).\/ .9 (F,B,6).\/. ¢(F, G, B):D.[g C].9(4,B0C)
2. [4,B,D, B, F, & .9(4,D, E).\/.¢(D, A E).\/ . (D, E, d):
9B F, G).\V .9, B, &) .. ¢(F, G B):D.[g C].p(4,C, B)

3. [4,B,D,E, F, Q] .. ¢(4,D, E).V.p(D, 4,E).\/.p(D, E, A):
9B, F, 6).V .9(F,B,G).\/.¢(F, 6, B):D .[g C].9(C, 4, B)

4.[4,B,0,D,E, F,G]: 9(4,B,0).9(CD,E). 9(B, D, F). p(4,
FFG).D.E=G

5 [4,B,0]:9(4,B,C).D.p(B,4,0)

Nun mochte ich hier nachweisen, dass das System der ftinf Be-
dingungen 1—5 einer einzigen Bedingung aquivalent ist, die die
Gestalt folgender Aquivalenz besitat:

L [4, B, U]iE(P(B, 4,0). = @D B F G.e4, D, E). p(F,
G, C)::[H I]::p(H B I). = [g KL, M, N].p(&, K, L).p
(M, I, N) [0, P}: 9(0, G, I). o(P, 4, H). D.O=P?

In meiner Mitteilung ,,'ﬁber Funktionen, deren Felder Gruppen
mit Ricksicht auf diese Funktionen sind® habe ich aus den oben
angegebenen Thesen 1—4 die These abgeleitet, die besagt, dass

6. [4,B,Cl:ip(4,B,C).=::[gD, EF,G].9(4,D, E). ¢(C, F,
G)::[H,I]::@(H, B, I).=..[qy K, L, M, Nj.¢(K,H,L). p
(M, N, I) ~.[0, P]:¢(0;071)-¢(P;A,H)~D-0=P”

) Im Zusammenhang mit den vier ersten dieser Bedingungen vgl, op. cit.,
88, 820 und 321.

% Dieses Ergebnis stammt aus dem J, 1926, Vgl. op. cit.,, S, 832

) Vg, op. cit., 88, 820—323., Im Zusammenhang mit dem Verhiltnis der
These I gur These 6 vgl.: Wallie Abraham Hurwits, Postulate-sets for Abe-
lian Groups and Fields. Annals of Mathematics. December, 1913. Second Series,
Vol. 15, No. 2. 88,93 und 94.
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Diese These benutze ich jetzt beim -Ableiten der These I aus
den Thesen I1-5:

7.[4,C):[g D,E, F,G].9(4, D, E). ¢(C, F, G).=.[g D, E, F, ]
.@(4, D,E).p(F, @ C) (folgt aus 2)

8. [4,B,Cl:9(4,B,0). = .¢(B, 4,C) (folgt aus 5)

9. [B,1): [ K L, M, N]. (K, #, L. o4, N I). = . [q°K, I, M,
N).p(H K, L). p(M,I, N) (folgt aus 5 und 3)

Aus 6, 8 7 und 9 folgt L
Ich trete an die Ableilung der Thesen I—5 aus der These I
heran:

II [A, B, Cl: (B,A,C).D.[a D, E]. p(4, D, E) (folgt auns I)

Il [4, B, GHI):¢(B 4,C). ¢(H, B, I). D.[g M, N]. p(M, N)
(folgt aus I)

IV. [A B, C, H, I, 0,Pl:9(58 4, C). p(H, B, I). fl’(OyO,I) P(P,

A H). D). 0=PF (folgt aus I)

V. (4,8 CHILKLMN]: 9B 4,0). pH, K, L). p(M, I, N)
[0, P]:9(0,CI).9(P, 4, H).D.0=P ...0).p(H, B, I)
(folgt aus I)’

VI [4,B, G D, E, F, G]:: ¢(4, D, E). o(F, &, C)::[H, I]:: @(H,
BI).=..[aK L M,N]. oHK,L.oMILN):.[0,P] ¢
(0,G1).9(F,AH).D).0="P:.:0).p(B, 4, C) (folgt aus I)

VIL [B,B,I): o(H, B,1).D.[ig M, N]. (M, L, N)
Beweis:
[B, H I]..
(@) ¢(H B I).D:
(@ D, Z] .
)] (B, D, E): (aus II und «)
(@ M, N]. (M, I, N) (11, B, )
VIIL [B,H, I]: 9(H,B,I).D.[q D,E].p(I, D, E) (folgt aus VII
und I7)
IX. [1, M, N]: (M, L, N). . [g O, P|. p(0, P, I)
Beweis:

(L, M, N]..
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() (P(-M,I,N)-DI

® [@0]-9O,N,I).\/ .oM M I): (V,a)
[@ 0, P].9(0,P, I) ()

X. [BrH,I]:¢(EB1I)'D'[H 0, P].¢(0, P, H)

Beweis:

[B,H, I]::

(@) @(H,BI).D.
(@ M, N]:

® oM, I, N): (VII, «)

) (@ P).¢(P, B, H). /. p(H, H,I):. (V,%f)
(@ 0, P]. (0, P, H) (v,IX)

XI. (B, H,1):9(H,B,I). D.[g M, N]. p(, H,N) (folgt aus X
und VII) '

XIL (B, B,1)..¢(H, B,I).\/ . 9(B, B,1).\V .9(B, L, H): D.[a D,
E, M, N, 0, P). o(H, D, E). p(M, H, N) . (0, P, H) (folgt aus
XI, X, IL, IX, VIII und VII)

XIII. (4, B,0):9(0, 0,B).9(B, 0, B). p(4 0, B).D. ¢(4,4,B)
Beweis :
[4, B, 0] ..
(«) (0, 0,B).
®) o5 0,B).
&) 94,0,B).D:
(@ M, N]. ‘
® o0, BN (VILH
(@ C]-
e 9GBB. (V59
® C=0. (IV,%f¢)
() C=4: (IV,a38,57)
@ 0=4. G
94, 4,B) (1,9 N
3. (4, B, D, E, F,G):. ¢4, D, E).V. oD, 4,E). V. o(D, E, 4)
(B, F, .V .¢(F B, .V .9, G,B):D.[EIO].QJ(O,A,B)‘
Beweis:
[4, B, D, E, F, G]:+: T
(@) @(4,D,E). V. ¢, 4, E). V. ¢ (D, E, A):
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® ?’(ByF;G)-\/-?J(I":B,G)-V-QJ(I”)GyB)?DU
g H 1,0, P] .
M o4, HI).9(0, P, 4) . (XII,0)
[g K, L, M, N|:
®) @(B,K,L). p(M, B, N): (XIL§)
(e) [@Cl-9C 4,B).V.9(0,0,B): (V,1,79)
®© [@ C]. oG 4,B).V . (B, 0,B): (V,71,8)
) [@Cl.9(C,4,B). V.94 0,B). (V1,3
®) [@C].9(C 4,B).V.9(0,0 B).¢(B,0,B). 9(4,0,B):
(CY%) .

@ C). 9(C, 4, B) (% XIII)
XIV. [B,C, 0,P]:9(0, B, C).9(P,B,C).D.0=P

Beweis:
[B,C, 0, P]:-:
(@) (0, B0C).
®) e{®B().D::
[m 4]
) 94 B B). (3
g D}:

@ oD, 4,C): (3,

(g £]. -
(e) 9(& B, D). (3, 8)
® 0=E. -(IV,y,8 a¢)
("D P=E:: (IV,'{,E,.@,E)

XV. [4,B,CHI|..oHBB):pACIL).V.¢4L0):D.¢p

(G H, C)
Beweis:
[4,B,C H I|::
(«) @(H, B, B):
® ¢4 CD.V.eA4LC):D.
(1) [0,P]:9(0,B,C).p(R,B,C).D.0=P..
(@ D, £, M, N]. :
(8 9 DE). o(M,C, N): (XII §)
(G, H,C) (V, a3, Y)

XVI. (B, C, H,0):9(H, B,B).9(0,H,C).D.C=0

(XIV)
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Beweis :
1B, C, H, 0]:
() @(H,B,B).
® ¢(0,H0C).D.
o ¢(C, H, 0). (XV) o, ﬁ)
C=0 (XIV,1,f)

XVII [A, B, C, H, 0, P]: 9(H, B, B).¢(C, B, 4). 9(0, H, C). (P,
B 4).D.0=P ,
Beweis:
1A7 ‘B7 G’ H’ 0’ P]:
(«) @(H, B, B).
® (G B A).
(T) ‘P(O, .H, C) .
©®) @ B4).D.
(e C=0. XVIav¥)
© C=P. (XIV,B,?)
O0=P (E) C)

XVIII (B, C, E, F, G, H 1):9(E, C, 0).pH, EI).9(F, B, 1). 9
(& B H).D.F=G
Beweis:
[B,C, E, F, G, H1I]:
() @&, C, 0).
®) @(H EI).
@) @(F, B I).
®) (&, B,H).D.
() I=H. (XVL%f)
(C) o(F, B H). (1,8
F=@ (XIV,§59)
XIX. (4,B,C,H,I): 9(H, B, B). oI, B, H). p(C, B, 4) . D.9(4,1,0)
Beweis:
[4, B, C, H, I]::
(«) @(H, B, B).
®) ¢, B H).
m @(C, B, 4). D
®) 10,P):9(0,H,C).¢(F, B 4).D. 0=P: (XVILa7)
(g D, E]:
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(e) ¢(4,D, E): (VI111,7)
[@ M, N].
© p(M, G N).. (X1, Y)

P4, L0) (V85 8)

L [Ay B, D, Ea-Fv G] ~ P4, D, E). V. ¢(D7 4, E).\/ . (p(D, E, 4y

:p(B, F,¢).V.9(F, B,&).\V.¢F G B):D. [4 Cl.e(4, B,C)
Beweis: ‘
[4,B, D, E, F, G} ‘ '
@ @4 DB\ . 9D 4E).\ . .¢D,E A):
® ¢BFG).V.pF BG).V . .oFGB):D:
[ H] .
™) ®(H, B, B).:. (3, )
(@ I): -
(6 o, B, H). (3,B7)
(e) 9’(H, LI). (XIX, 1, 3)
© (B 1, H): (XIX,x,?)
@ C].
o) (G L A):: (39 )
[@ C). 94, B,C) (XIX, e G, )

XX. |8, 6, B, 1]: 9(6, B,1).9(, B, H).D . I=H
Beweis: . :
[B, & H,1I]::
(@) @ (Ga B, I) .
®) ¢(GBH)D..
[a C]:
(N 9’(01 B, B) (3y @)
@4l
® 94, B,0). (3,7
® o, 4 G). (XIX, Y, 8 @)
(C) ‘P(B; 4, G) (XJX, i} 8) ﬁ)
I=H (XIV,¢0)

XXI1. -[F"?,C‘%%DtEE,:F,GG] ‘9(4,B,0). 9(C,D,E). (D, B, F). P(4,
Beweis:

[4,B,C, D, E, F, 6].
(@) 9(4,B,0).
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® ¢ D, E).

) oD, B, F).

@ ¢4 FG).D: Y
(@ 0] . ,

(®) p(0, [ E). 31 .

© O0=A4. (IV,1,B¢0a)

m 90, FG): (37
E=@G (XX, &)

XXII B, ¢, E, H,I, K, L, M, N, O, P]:: (0, P, B). (E, C, C) . p(H,
K L.oW I N):.[F,G: ¢(F,B1I).9(G, B, H). D). F=6G
~D.9(H EI) :

Beweis:
[B,C,E H I,K,L, M, N, O, P]::
(@) (0, P, B).
® 9&CO0).
9] 9(H, K, L).
@) oMM, L N)..
() [F, G):9(F, B,I). ¢(G, B, H.D.F=6.).
® ol EI.. XV,579)

(g F]:
m  @FBI: (3%7?)
' 7 &].
®) oG, B, H). 31
® F=@G. (g%
() (P(G, B, .. (Y

0 I=H. (XX,%9)
p(H, B, I) &N

5. [4,B,C]:9(4,B,0).D.9(B,4C)

Beweis:
[4, B, C]:it
() @4, B, 0).Dud
(g D]
(3) (P(B, A7 D) S'E 1, a)
g O, P)i:
() ¢(0, P, B)ii (IX, )

(| &) .
®) 9(E GC).. (3a)
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(e) [H;I]‘p(HiE)I).__)['H M,N]Q)(M,I,N) (VID)

® (K, G,II,I]:(}J(II,E,I).(p(F,B,]).(p(G,B, H).D.F
= @:: (XVIIL3)

) (H, I, K, L, M, N):: o(H, K, L) . o(M, I, N) . [F, G]: p
(F,B,I).(p(G,B,H).:).F=G.’.D.tp(I{,E,I) te:
(XXTI, +, 8)

®) 9(E B, B (VLB v,e5m)

® D=27C: (XX ¥, B, «,8)
(B, 4,0) B

2.[4,B D EF, G..9@4D E.V.o 4 E).V.¢0DE,
A):@p(B F, @).V.9F B.&.V.9F 6 B).0.[@cCl.¢
(4,C, B) (folgt aus 3 und 5)

4. [4,B,GD, E, F, G]: (4, B, C).9(C, D, E). p(B, D, F'). p(4,
FG).).E=G

Beweis:

{4,B,C, D, E, F, G|:

(@) ¢(4,B,0).

® ¢ D E).

() _¢(B,D,F).

@ A FG).0.

€ 9D, BF). 1)
E=G (XXI,&08¢?3)

Die hier durchgefithrten Deduktionen weisen nach, dass das
System der Thesen 1-5, wie ich das oben angesagt habe, der
These I 4quivalent ist. (Das erhaltene Resultat knnen wir auch in
die Aussage fassen, nach welcher der Umstand, dass irgendeine
Funktion @ der These I geniigt, die notwendige und hinreichende
Bedingung ist, damit das Feld der Funktion ¢ eine Abelsche Gruppe
in bezug auf diese Funktion sei.)

Ich erwihne hier noch, dass, nachdem ich oben aus der These
I die Thesen IT— VI abgeleitet hatte, appellierte ich schon beim
Ableiten der Thesen 1—5 an die These I gar nicht. Es ergibt sich
daraus, dass das System der Thesen II—VI ein Postulatensystem
bildet, welches dem System der Postulate I—5 #quivalent ist. Es

ist leieht sich zu tiberzeugen, dass.jede von den funf Thesen, die -

zu dem genannten System der Thesen II— VI gehtren, von dem
Produkt der vier tibrigen Thesen dieses Systems unabhingig ist:

icm

Uber Abelsche Gruppen. 251

allen Thesen I/—VI mit Ausnahme einer von ihnen (die fur fiinf
verschiedene Fille verschieden ist) geniigen die Funktionen ¢, die
der Reihe nach mittels funf folgender Formelr bestimmt werden:

(4,B,C]. 94, B, 0).=:4=1.B=1.C=1.\/.4=1.
B=1.0=2.\/.A=1.B=1.0=3.\/.A=1.B=2.0=3.V
+A=1.B=3.0=3
{4,B,C)..¢p4,B,0).=:A=1.B=1.0=1.\/.A=1.B=1
C=2

[4,B,C]. ¢4, B,C).=:A=B.B=C.1).A=C

[4,B,C]. .9(4,B,C).=:A=1.B=2.0=2.\/.A=2.B=
1.0=2

[4,B,C]..p(4, B, 0).=:4=1.B=1.C=1.V.A=1.B=
2.0=1.\V.A=2.B=1.0=2.\V.A=2.B=2.0=2


Yakuza




