270 L. Kantorovitch,
Or, on a, dautre part,

koy=n48+... .+, et <SSt A+ et
+ 420y o= %0,

d’onr il résulte définitivement

I
.
B ov.,,<t)|>§~,.,1;

cela, vu (7), implique la relation (1) & démontrer.
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Un théoréme sur 'accessibilité des continus
indécomposables.

- Par

Stefan Mazurkiewicz (Varsovie).

1. Le but de cette Note est de compléter les résultats d'une com-
munication antérieure !), par la démonstration du théoréme suivant.

C étant un cgntinu indécomposable, plan est borné, Uensemble de
ses ensembles P qui contiennent plus d'un point accessible est fini ou
dénombrable.

2. Lemme. Soit @ une famille non dénombrable de domaines du
R,. Supposons qu'a tout domaine G de la famille @ correspond un
continu K(G), remplissant les conditions suivantes: 1) K(G)C F(@);
9) K(G) west pas un continu de condensation de F(@), c ad
K(@)—F(®—K(@)=F0; 3) Get G* dlant deux domaines diffé-
rents de @, on a: K(@) X F(G*)=0. La famille @ contient alors
deux domaines G, et Gy, tels que K(G,)C G,.

Démonstration. Rangeons en une suite infinie:
(2,1) [

les sphéres du B, dont les coordonnées du centre et le rayon sont
rationnels. G étant un domaine de @, il existe dans la suite (2,1)
des sphéres S, remplissant les conditions:

(2,21) le centre de S;C &
(2,22) " SX K@)
(2:28) S X (F(6)— K(6)

1) Fund, Math., ce volume p [07—115; comp. p. la erminologie et les no-
tations.
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En effet I'ensemble K(G)— F(@)— K (G) n'étant pas vide soit & un point
de cet ensemble. Déterminons un point a’ (C @ & coordonnées rationnelles et un
nombre rationnel ¢’ de maniére 4 avoir:

el ) < 1o, F(G)— K(Q) <¢' <iela, F(G)— K(G))
ce qui est videment possible, La sphére S(a’, o) satisfait aux conditions: (2,21)—
(2,28) ot fait partie de la suite (2,1),

Soit i(@) le premier nombre naturel pour lequel on a (2,21)—
(2,28). La famille @ étant non dénombrable il existe un entier po-
sitif 4, tel que 4, ==i(@) pour une infinité non dénombrable &, de
domaines G de @. Soient b et 4 respectivement le centre et le rayon
de S,. On aura pour tout domaine G tiré de @,:

(2.24) bC G
(2,25) 8, X K(&)=8(6,2) X K@) #0
(2,26) 56, %) X [F(G) — K(G)] =0

Posons u(@) = o(b, K(G)); on aura daprés (2,20), (2,26):
(23) o<u(@ =12
@24) S(b, #(6) X F(&) =0,

Op peut trouver dans @, deux domaines G, et G, tels que:
(2,5) w(Gh) = p(Gy):

Lensemble S(b, u(@,)) X K(G,) étant non vide, soit 5 un point

de cet ensemble; désignons par bb' le segment recuhgne aux extré-
mités b et b'.

On a:
@6)  BFCS0buG)+ b C S, w6+ K(Gy)
d'autre part d'aprés (24) et (2,6):

&0 S, u(61)) X F(Gy) C 8(b, (@) X F(Gr) =0

done:

28) b6 X F(Gy) C [S(b, u(Gr)) X F(Gy)| + [K(Gy) X F(Gy)] = 0.
Comme b (C G, il gensuit: b C G,, done:

(29) K(6) X @0,
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K(G,) étant continu et K(@G,) X F(G,)=0, on aura par suite:
(2,91) K@) C G, e.qfd

8. Soit maintenant C un continu plan, indécomposable et borné.
Désignons par H,, H,... les régions-composantes de R, — C.

. Un point z de C est accessible de Hy, «'il existe un arc simple J & extrémité
z, tel que J —2z(C H;.

Soit I' l'ensemble de tous les ensembles P de C, qui contien-
nent plus d’un point accessible, I', ensemble de tous les ensembles
% de C, qui contiennent au moins deux points accessibles de H,
enfin I', V'ensemble de tous les ensembles {3 de C qui contiennent
un point accessible de H, et un point (non necessairement différent
du précédent) accessible de H,.

On a évidemment:

(3,1) r=2‘n+2‘1’,. i k=1,2... ik

Pour démontrer ndtre théoréme, il suffit par suite de montrer,
que les ensembles I',, I', sont an plus dénombrables.

4. T, est fini ou dénombrable.

Supposons au contraire que I', est non dénombrable, pour un
certain indice i. ‘

Soit P* un ensemble P tiré de I',; P* contient deux points

¢, (P*) et c,(B*) accessibles de H,. Il en résulte facilement l'exi-

stence d’un arc simple L{P*) aux extremités c, (P*) et ¢, (P*), tel que:

41) LR — [ (B)] + e (BN C H.-

Drautre part il existe un continu M(P*) C P*C C, irréductible
entre- ¢, ((*) et ¢, (P¥). D'aprés (4,1) on aura:

(4,2) L(P*) X M) = e (P¥) + & (PY).
Done, d’aprés un théoréme de M. Kuratowski?) le continu
(4,3) N(B*) = L) 4 ¥ (B

3 Kuratowski. Fund. Math, XII, p, 236—239. Théoréme VIL: Li condi-
tion necessaire et suffisante pour qu'un continu décomposable borné C soit une

-coupure irréductible entre deux points est qu'on ait: C=I-+K; IX K=M-+N;

MX N=0; M+=0+N, ot M et N sont deux ensembles formés ot I ot K denx
continus irréductibles entre M et N,
Fundamenta Mathematicas t. XIV. 18
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est une coupure irréductible entre deux points du plan. D'autre part,
P#* étant un ensemble P de I, différent de ¥ on aura d'aprés (4,1):

(431)  N(R®) X M(P*) = [L (%) X M(P*)] + [MP) X
X M) C[H X €]+ [B* X ¥¥]=0.

On a enfin:
(44)  M(PH)— (N — U = M (¥*)— [0 (¥) + 6 (B = 0.

Soit maintenant ¥, un ensemble P do I}, arbitrairement fixé.
Supposons que *3¥ est un ensemble B de I, différent de *B;. D'aprés
(4,31) on a: N($*) X M(,)=0 donc M{p;) étant continu est con-
tenu dans une seule région-composante de R, — N(¥). D’autre part
N{B¥) étant coupure irréductible entre denx points du plan, il existe
parmi ces régions composantes deux au moins, dont la frontiére
coincide avec N(¥)3) Done il existe une région composante de

R,— N(B¥), désignons I par G(P¥), qui satisfait aux conditions: -

(4,51) G(¥) X M) =0
(462) F(G(P) = NF*).

Posons encore K(G(P¥) = M (P¥). i* parcourant tous les élé-
ments dn I, differents de *B;, les G(¥) forment une famille non
dénombrable @. Les relations (4,3), (4,31), (4,4), (4,52) montrent que
les domaines G(4*) de cette famille et les continus K(G(1¥)) qui
leur sont attachés satisfont aux conditions du Lemme 2. Donc il
existe dans I, deux ensembles PB: BF et P¥ tels que:

(461) GERE) X M(By) =
(4,62) M C G (B
(4,63) N = F(G(BF)

c. & d. N(R¥) est une coupure du plan entre les continus M (B,)
et M(TY).

Comme d’autre part R, D C ) M(PJ) et B, est semicontinu, il
en résulte la relation contradictoire:

@7 0= B XNAHCH X [H+ BFICEH X (&, —O)) +
+ (B X ) =0.

3 Kuratowski. Fund. Math. V1, p. 133—134. Théoréme I11: Pour qu'un
ensemble fermé K soit une coupure irréductible entre a, et @, il faut et il suffit
que @, et a, appartiennent & deux régions différentes T, et T, de R,— E ot que
Ton ait: E = F(T,)= F(T,).
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Done I', est dénombrable ou fini e. q. f. d.

b. T, contient un élément au plus.

Supposons en effet que pour un certain couple d'indices i, k,
(5 k), I's contient deux emsembles %: R, et P,. P, contient un
point p, accessible de H, et un point ¢, accessible de H, et de méme
By — un point py accessible de H, et un point ¢, accessible de H,.
On peut trouver sans peine quatre arcs simples: (up,), (up,), (vqs),

(vgs) et deux continus irréductibles: (p,q,), (pygs) satisfaisant aux
conditions:

(5,1) (ups) + (ups) — (pa+p) C H,

(5,2) (vgs) + (vg5) — (g2 + ) C H,

(5:3) ' (Prge) CBes (p595) C By

54) [(ups) + (p29s) + (v42)] X [(ups) + (139s) + (vgs)] = u+-v.
Posons:

(561) (ups) + (Pota) + (vs) — (u4-0) = 4

(5,62) (ups) 4 (Psqs) + (vg5) — (u +v) = B.

D’aprés (5,4), (5,61), (5,62) les ensembles A et B sont connexes
et séparés et lensemble 4 X B=u v est punctiforme. Il existe
par suite entre ces ensembles un séparateur normé S, qui est une
courbe simple fermée ¢} On aura:

(5,6) SX(A+B)=AXB=u-+tv.

L’ensemble S— (u o) est formé par deux. a cs-composants: S,
et S, et ces deux arcs (ouverts) sont situés respectivement dans
deux regions intermediaires entre A et B ); il en résulte que 4B
est une coupure eutre S, et S, D'autre par S, est un arc simple
réunissant les point u et ». Ces points appartiennent respectivement
4 H, et H, donc & deux régions-composantes différentes de R, — C.
Done:

B71) 8 XC=(8 X C)F[u41) X 0]=5 X €0

‘) Kuratowski: Fund, Math, XII, p. 214—239. en particulier — definition
d’un séparateur p, 217, existence des séparatenrs, p. 217, Théoréme I et p. 221
Corollaire 3.

5) Kuratowski: L e¢. p. 227. Corollaire 1.

18%
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et de méme
(5,72) S, X C=0.

Soit 2, un point de S, X C; 2, — un point de S, X C, B, un
ensemble } différent de B, et %, A - B est une coupure entre z,

ot z,, d’autre part R, D2 +2 et P, est semicontinu. Il en résulte
la relation contradictoire:

68 0P, X @+ BC R X (HA+ H+ B + P)=0.

Done I, ne peut contenir plus d’un élément c. q. £ d.
Le théoréme 1 est ainsi démontré en vertu de (3,1), 4, B.

Sur un théoréme de MM. Banach et Kuratowski.
Par
W. Sierpinski (Varsovie).

MM. Banach et Kuratowski ont démontré?), en utilisant
I'hypothése que 2% =y, ce

Théordme A. E désignant lintervalle (0, 1), il existe une double
suite d'ensembles A} telle que: 1°:

E= g4 4. 4t ...,
E=M4 84 .44+ ..,

E=A A+ At ...,
2: les ensembles d'une méme ligne sont disjoints, 3% quelle que
soit la suite d’entiers positifs ky, kyy..., k..., le produit

M @+ 444 4)

est au plus dénombrable.

Le but de cette Note est de démontrer, sans admettre U'hypo-
thése: 2= N, que le théoréme A est équivalent au théoréme B sui-
vant ?): '

1) Fund. Math, t. XIV, p. 128,

%) Btaot données deux suites d’entiers positifs S = {k:} et T = {m}, MM. Ba-~
nach et Kuratowski conviennent d'éerire T< S, lorsque ny <ky, quel que
soit 4, et démontrent (1. c., p. 130) que le théoréme 4 est équivalent i la propo-
sition suivante: Ii existe une famille F, de la puissance du continu, ayant comme
Eléments des suites d'entiers positifs et telle que, pour chagque suite S (qu'elle
appartienne & F ou non), Vensemble des suites T de F telles que TS est
au plus dénombrable. Cette proposition est donc aussi éguivalente & motre théo-
réme B.
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