Polska Biblioteka Wirtualna ICM

200 H. Steinhaus.

Le théoréme I fait partie de la Note de M. Banach pour
le cas ot Ai=lp==...=1 et ou la biorthogonalité se réduit
a l'orthogonalité, o o

Quand on considére les développements orthogonaux et on
suppose en outre que les suites {¢.} et {¢} sont identiques, on
tombe sur des problémes considérés par M. Orlicz dans un
travail récent®); on y trouve des relations entre les classes de
suites {4} correspondants aux champs différents.

On peut poser la question, quelles sont les conditions né-
céssaires et suffisantes pour qu’une suite {4,} ‘transforme un dé-
veloppement d’une fonction appartenant 4 un champ (p. e. 4 celui
des fonctions sommables) en un développement d’une fonction
appartenant & un autre champ (p. e. 2 celui des fonctions conti-
nues): on. obtient des théorémes tout i fait analogues i ceux
qui ont été démontrés tout a I'heure. Les champs mentionnés ici
a titre d’exemple ne prétent i aucune difficulté, car c'est seule-
ment le premier (qui sert de domaine i la fonctionelle) qui-est
constitué par des fonctions sommables; il serait différent — selon
une remarque faite plus haut — si ¢'était le second.

8). Ces Stud.ia, I_(1929), pp. 1—39, spécialemeni‘ le § 3 (pp. 18—26).

(Regu par la Rédaction le 13. II. 1929).

Sur I'application de la méthode des approximations successives
dans la théorie des équations différentielles

par

W. NIKLIBORC (Lwéw).

Nous allons faire dans cette note!) quelques remarques sur
Papplication de la méthode des approximations successives a la
démonstration du théoréme fondamental de la théorie des équa-
tions différentielles ordinaires. Nous nous bornerons au cas d’une
seule équation

U fx)
1) dx » Y
en remarquant toutefois, que tous les résultats sout aussi valables
pour un systéme. '

Supposons, que f(x,y) est continue danf, u?.don‘lfun'e
fermé (D) et soit (x,y,) un point de (D). Pour simplifier I'écri-
ture posons, sans restreindre la généralité x,= g0.=0. Dans le
probléme de Cauchy, il s'agit de trouver une fonction y= y(x)y
satisfaisant a Péquation (1) dans un intervalle [—di, &), 0 di,
0 0y, 01 +0d3>0 et en outre & la condition init.iale y(0)=0.

On sait, que si le point (0,0) est & Pintérieur de (D), alors

1° au moins une solution du probléme existe?), et

! Stait objet de ma conférence au I-er Congrés mathém.
polon. )(SS;‘::fnbl::t?wﬂ). D"essl circonstances indépendantes de l’éuteur en ont
empech;)t l(?'epsgblll\(/iahlgr:: ::152:1 Z\ﬁrisilne'tx:nontré pour la premiére fois le théorém:
fondamental de la théorie des équations différentielles en sugggsacn.i oi:utenrzg?e
la continuité de f(x;y): Math. Annalen T. 37 (1890), pMIBZWI- .Su)l' ns encore
parmis les autres travaux consacres a ce su}et:’f’. (I)\Jnte R Jes o )
infinies de fonclions, Annales scientifiques de I'Ecole Normale Sup ,

T. 24 (1907), p. 233-334 (264 et sui:il.); W. Osgood: Beweis der Existenz
einer Lésung der Differentialgleichung d—‘z =f(x, y) ohne Hinzunahme der Cau;::;r-
Lipschitz'schen Bedingung, Monathshefte f. Math. u. Phys, T. 9 (1898), p. 331—345;
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2° la solution n’est pas nécéssairement unique ?).

On ne peut démontrer le théoréme de Cauchy dans toute
sa généralité par la méthode des approximations successives?),
que si 'on suppose, que la fonction f(x,y) satisfait & quelques
autres hypothéses additionelles. M. Picard®), qui a le premier
appliqué cette méthode dans beaucoup des questions d’analyse,
suppose que la fonction f(x,y), étant continue, satisfait encore
dans un voisinage du point (0,0) & l'inégalité

FGag)—Foy) | <Ky =5,
(dite ,condition de Lipschitz“). M. Rosenblatt®) a démontré
par la méthode des approximations successives le théoréme de
Cauchy en supposant, que la fonction f(x,y) satisfait & une
condition plus faible

oy —fg)] <

avec K>0, 1> m>0, x> 0. Il a aussi démontré, que les appro-
ximations convergent, si I'on suppose la condition

) —Fegd|< K 1y =y,

avec K<1. Enfin M. M. Miiller”) suppose plus généralement
que lon a

K ”
;;'Iy _"'yl|a

[f 6y ) —fay) K@) .1y —y' |,

en désignant par K(x) une fonction nonnégative, et démontre

“O. Perron: Ein neuer Existenzbeweis fiir die Integrale eines Systems gewShnli-

cher Differentialgleichungen, Math. Ann. T.78 (1915), p. 378—384. C. Carathé-
odory: Vorlesungen iiber reelle Funktionen, (Leipzig u. Berlin, B. G. Teubner,
1918), p. 672 et suiv., Wlad. Niklibore: Nowy dowéd twierdzenia o istnieniu
calek rownan réiniczkowyeh zwyczajnych, Wiadomosci Matemat. T. 29 (1926),
p. 39—45. M. Miiller: Uber das Fundamentaltheorem in der Theorie der ge-
wohnlichen Differentialgleichungen, Math. Zeitschr. T. 26 (1927), p. 617—645.
Je dois remarquer, que la démonstration de M. Miiller, du théoréme de Cauchy
(l-c. p. 634—0636) n'est que légérement différente de la mienne. . .. .

. %) Peano, L. ¢.2). o

8 Cf. M. Miiller 1. c. sous ?) p. 628—629. M. Miiller donne un exemple
simple, ol les approximations successives divergent, et de plus; aucune des suites
partielles ne converge vers l'intégrale de Péquation. S :

5) Mémoire sur la théorie des équations aux dérivées partielles et la mé-
thode des approximations successives, Journal de mathématiques pures et appli-
quées (4) T. 6 (1890), p. 145—210 et partic. 197—200. Cf. aussi des Cours
vd’Analy)seI.‘J B I :
~ %) Uber die Existenz von Integralen gewdhnlicheér Differentialgleichunger
Arkiv for Math. Astr. och Physik T. 5 (1959) Nr. 2, p. 1—4. gleichunges,

) L. ¢.?) p. 627 Les théorémes de M. Rosenblatt sont des cas particuliers
du théoréme de M. Miiller. - S o
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X
que, si l'intégrale f K (s)ds existe, alors les approximations con-
0
vergent, ‘ .
Je démontre dans cette ‘note la convergence des approxi-
mations successives sous des conditions plus larges que celles de
Lipschitz, mais d'un autre genre que celles de M. Miillers).

§ 1. f(x, y) soit continue dans le domaine
@ x| <a, y]<b |
Pour ‘établir I'existence de lintégrale de (1), satisfaisanta la con”
dition initiale, on pose ‘

5, () =/ fls, 01 ds

Yn (x) sz‘[s’ yrf—l (3)] ds. » (n> 1).

On démontre dans les Cours d’Analyse, que les fonctions
yn(x) sont parfaitement définies dans lintervalle [— 6, +d],

d=Min (a, %), v
M étant le maximum de |f(x,y)| dans (2). Pour établir ce point,
il suffit de supposer que f(x y) est continue.

Il est de méme facile 2 voir (en supposant seulement la
continuité de f(x,y)) que, si les approximations yn (x) conv'ergent,
leur limite y(x) est une solution du probléme proposé?). En
effet: si la suite {yn(x)} converge, alors la suite {flx, yga (O]}
converge aussi et, comme toutes les fonctions f[x,y(x)] sont
bornées dans leur ensemble, on a, d'aprés le théoréme de M
Lebesgue, . " . ’ ,

g (9 =lim g0 (9 =lim [115,51 (s = [lim f1s,0n O] s =
: 0

= [fls.y @
0

%) Je dois d'ailleurs. remarquer iei, que le mémoire. denM. Miiller a paru

apres T)a Ccfo nlf\zl;ielriceex:, 1 c. p. 621, on I'on trouve un théoréme un peu plus général.
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Il suit de la relation g (x) -—-=ff[s, y ()] ds, que y (x), comme
0

intégrale d’une fonction mesurable, est’ continue; la fonction
flx, y ()] est donc aussi continue, d’oti I'on conclut, en s'appuyant

toujours sur la relation y(x) =ff[s, y(9)]ds, que y(x) posséde
0

une dérivée égale a flx,y(x)], clest-a dire que y(x) est une
solution de notre probléme.

L’analyse précédente nous montre, que le théoréme de
Cauchy sera demontré par la méthode des approximations
successives dans tous les cas, dans: lesquels la convergence des
y(x) sera établie. Les autres points de la démonstration n’exigent
aucunes hypothéses additionelles sur f(x, ¥)- On voit ainsi que,
dans ce qui va suivre, nous pourrons nous borner i la discussion
de la convergence de la suite {ya (%))

§ 2. Supposons maintenant que I'on peut faire correspondre
a. tout nombre 4

©(3) , 0<A<i <1

une constante A (%) >0, telle que l'on ait dans le domaine (D)
fCog)—f () 24@0). g —y'|% 1)

Soit {1} une suite infinie des nombres, vérifiant (3). Nous
avons d’une maniére générale :

[gn(0) — ygaa(x) | < 4 (A1) f] Yn=1(8) — yn—2(s) | Z(fs. 11)
En particulier on a ’ 4
19 =9, | <G, x,

o on a posé C,=A (A
[—6, + d\]‘
Appliquons maintenant Vinégalité de Holder

D - B", B=Max |y, (x)| dans Pintervalle

a—1.

f 7). g | dez] f 7ol dx}%.{ f |g<x>l“i“"}_“l (a>1)

%) On dit, dans ce cas que la fonction f(x,y) satisfait 3 I/ h
de Holder, avec l,’exposant A f9) wt & % cpndition

') Nous nous bérnons aux x20.

O]
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3 linégalité

5D =9, A [19,0)—y, 01" 1. &,

& ' 104
en posant f(x)z\yz(x)—-y1(x)| g0 =1, 05=:1v—2>1' )

| lyg(x)—~y2({c)1:;A(lz).{f|y2(s)~—-yl(s)'1ds}%.{ofxds}

oll

| gt () —ya () [ £ Cax

C=

On trouve

In

14,

1, 1t
= CZ X 3

-1, pd
;;A(lz)xl .{fC&sds}
} 0 .
(A" . A0.B""
i, . .
"

. . ‘t Y ,1
On démontre par induction, que I'on a pour n% L
1+;"n+ln—1 L e T O ST Ty h3 et

! CZ::

i " N ikn NS SR
{A(M)};.gx;...zn_{A(lz)};zaz,._.z,,__._{A(;H)} ,{A()u,,j.B o
9B AT (9 dg) B (2 A At Pt ek Tl )

Les inégalités (4) sont pour nous fondamentales. On voit

immédiatement, qu’elles sont une généralisation naturelle. ;1(3:5 }mle-
galités classiques; en effet, si la fonction f(x,y) satis allt a(4z;
condition de Lipschitz, il suffit de poser dans les formu es 7

‘ x,-,—sxzz.—lg:{....;..:L
A(M);A(M)—_—...,..:K,

pour obtenir les relations bien connues

)

Nous pouvons évidemment
suivant:

a2,

ment classique.

‘maniére, que la série

n_yn i
n!

K
| gnt1 () —yn ()| LB .-

~ § 3. Posons pour abréger ‘ |
B B R A R Ters LI
| - énoncer le théoréme: general

S'il est ﬁ&ssible‘ dé‘chbisir les exposants k(< X) de telle

12) Dans le cas A" =1, on peut prendre ;=1 et appliquer le raxsonn?;
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© .
(6) ZCR <X tn
<=1

ait un rayon de convergence d différent de zéro, (C, étant toujours
défini par (4)), alors la suite {y,(x)} converge dans l'intervalle
[—r 7], oz r=Min (d, d).“ :

Il suit de 13, que la discussion de la convergence de la suite
{yn (%)} se raméne entiérement i I'examen, comment se compor-
tent les constantes 4 (1), quand 2 —» 1",

~ § 4 On peut maintenant démontrer facilement le théore-

me d'unicité: : :

w3t la série (6) a un rayon de convergence différent de zéro,
alors la solution y(x), obtenue par la méthode des approximations
successives, est unique.“

Démonstration: Soit z(x) une solution quelconque. En
posant

D =Max|z(x) — g1 ()],

on trouve faéilement que
D )-17-2 ...... ln
[z(x)——-yn(x)|_£_cn.(§) le”n.

La série (6) étant convergente d’aprés Phypothése, on voit
qu'il est de méme pour la série ‘

o Dy Miaet,
Z‘Cn (—“) X |%n
| Ja(3) " e
(parce qu’on a toujours 4 J2...2, << 1), donc pour la série

32—

n=1
Il en résulte
lim g, (x)=2z(),
ce qui donne o
g =z(x). C. g f d
§ 5. Le mode de la démonstration du théoréme sur I'unicité
nous suggére la remarque, qu’en général, si I'on peut démontrer
Pexistence d’une solution du probléme de Cauchy par la méthode
des approximations successives, on peut aussi, en général, démon-
trer, que cette solution est unique. En effet, si Pon peut majorer
la différence |yni1(x)—y.(x)| par la différence | gn () — g1 () |,
on peut aussi majorer la différence | z(x)—y, (x)| par |z (x) — Yn—1(x) |5
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z(x) étant une solution quelconque. Cette remarque n'a aucune
prétention a étre considérée comme un théoréme précis; elle
nous sert plutdt pour guider nos recherches, enindiquant les cas
ot I'on peut espérer que la méthode des approximations conduira
au but. o : . S ] —_—
Toutefois elle nous explique en certaine mesure, pourquoi
dans le cas 4 < 1, on ne peut pas démontrer que la suite {y.(x)}
converge. 1l est facile de voir que 'on peut poser dans ce cas

On obtient
]

An—1
un"::l +l+l?+“.+]~n—-1= —1
"1 n
A1 B
C,= 1 —a n—1\*
DRI (1+5=1
d’ou il suit que
reroo,
A1 B
Ca> i
1 )7.——1
(1 =
La série , o
3'BY (Ax) T

n==1
diverge pour tout x =0 (le cas B=0 exclu). Nous ne pouvons
donc affirmer, que la suite {y.(x)} converge). . tebat
Ceci est en accord avec notre remarque, faite au débu
du § présent, parce que la solution du probléme ne sera plus (en
général) unique. Citons comme un exemple I'équation
| B,y 0<A<,
=yl |
avec la condition initiale x, =y, =0. o ’
§ 6. M. Osgood a démontré, en appliquant la metl'u;d.e
des polygones de Cauchy, que, si la fonction f(x,y) satistait
. a une des conditions A e
“' | 2", mais, comme il est facile & vé-

On trouve dans le rpe.'tmoire
{x, ) remplit la condition de .

13) Bien entendu, on peut prendre X; <
rifier, on obtient toujours des séries divergentes.

cité de M. Miiller (p. 630—632) un exemple, 0'1'1

Hélder, tandis que les y, (x) divergent. ;
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Gy —F oy | <Ko g — g | log b

ly"—y'|

” ’ ” 7 ‘ 1 .
f6 ) —f(0g) | <K.|y"—y'|.log r7——r.log log —mr—

9"~y ly"—y’
13 ° - - L] o L ) ] [

alors la solution du probléme de Cauchy est unique 1),
Or, nous pouvons déduire facilement du théoréme général
du § 3™ que, dans ce cas, les approximations successives conver-
gent. On peut de méme démontrer que la solution obtenue est

unique. Bornons nous dans la démonstration au cas le plus simple,
c’est-a dire supposons que .

1
5y )—fy) | <K |y —y'|.]o T
Lflx, y") — £( PIZK. |y —y | g‘y gy
Nous allons employer le lemme suivant:

w1, pour 0<ug1,
0<9@ <K ulog —,

alors, pour tout 2. (0<i<1) et pour les u
'f0<u;L

9 () ée_(lKTT) ut.

on a

En effet, posons
1

L K.ulog——u— ; :
D (u) = —~K——-=e (A—1)u*log u,
- K . : ,
e(l—n) " -
On a lim @W=0, O()=0, et O(@)>0 & lintérieur
de Pintervalle [0,1]. On vérifie facilement, que la fonction @ (w)
a son maximum (unique ‘dans [0,1]) pour u, = &I
@ (u,)=1. On a donc dans tout [0,1]
‘ ' P(u) <1,
g 1 7.
e(l—n "

y et que

et par la -

Kulog%_i_

14} Mémbiregcité sous?), M. Osgood donne des conditions plus ' én'éraies
dont les (7) sont des cas particuliers. B oy g O

C.q fd
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Il sen suit que, si la fonction f(x,y) remplit la condition
(8) et si 'on se borne au cas b <1, on a aussi pour tout 4 (<1)

feay) —F oy <K g

=% (1=%)
Pour appliquer maintenant notre théoréme général, posons
1
=y
k—1
D = (k>1).
1l nous faut calculer les u, et C,. Or, on a tout d’abord
. —1
[ STy TS Y R NIy Bp=1+2 (n>1)
K K .
A (4n) Y n<LA4.n, n>1)
A étant une constante.
On a de plus L s
@kt bkt b Tl ) (1= W) =5 4o,
d’ott il suit, que le dénominateur de C, est égal a
L 2 3 nt
TR I RIET SR ¥
(2‘”2”) '("’2’"+2 ) \a e s Tt g TRty
et . 7
14— A1dy n
.B
Cn == A l’
e G e )|
n (“2"+7f 7 tg) 2 T o1
done o R
C,<A* .B .n.2%.

Ainsi la série ¥ C,x"» est majorée par la série

n+1
LE¥n(24Ax) .
(L désigne une constante), dont le rayon de convergence est
différent de zéro. C. q. f. d.

(Regu par la Rédaction le 2. 1V. 1929).

14

Studin Mathematica.





