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Beitrige zur Theorie der Orthogohalen’twicklumgen I
von

W. ORLICZ (Lwéw).

Die vorliegende Note bildet eine Ergéanzung und naheliegende
Verallgemeinerung des § 4 der unter dem Titel: ,Beitrige zur
Theorie der Orthogonalentwicklungen® in diesem Bande der ,,Stu-
dia Mathematica® erschienenen Arbeit des Verfassers?). Im Folgen-
den werden wir an allen in der obengenannten Arbeit eingefiihrten
Definitionen und Bezeichnungen festhalten.

Wir werden uns hier mit folgenden Problemen befassen:

Problem L Gegeben sei ein O.S{¢;(x)l. Von welcher F olge
nichtnegativer Zahlen {p;} kann man folgendes behaupten:
Es existiert in S? eine Funktion f(x), so dass

2Nilp, =+,

r==]

wobei f, die Koeffizienten der Entwicklung von f(x) bezeichnen?

Problem II. (Das Majorantenproblem). Gegeben sei ein
O S {¢i(x)}. Von welcher Folge nichtnegativer Zahlen {p;} kann
man behaupten: , ,

Jede Zahlenfolge {c;}, die der Ungleichung

| en| < pn (n=1,2,3..)

geniigt, ist in (2 () enthalten?

Diese Probleme stehen in naher Beziehung zu den Problemen
I, L, I, Il,, Ill;, Ill, in Ort. Ent.; man kann sie gewissermassen
als deren Verallgemeinerung betrachten.

§ 1 dieser Note bringt einige allgemeine Satze iiber die
sog. unbedingt konvergenten Reihen von Elementen, die einem

1) Diese Arbeit werden wir kurz als Ort. Ent. zitieren.
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normierten, vollstindigen Vektorbereiche angehéren?). Es scheint
mir, dass Satz 3 dieses § auch an sich von Interesse ist, als
Ubertragung einer wohlbekannten Tatsache ans der elementaren
Theorie der unendlichen Reihen auf den Fall einer ziemlich all-
gemeinen Klasse von B-Raiimen.

In § 2 werden die Probleme I, Il behandelt.

§ 1.
Es sei B ein B-Raum. Die Reihe

(1) 5;' e,

ve=]
(e»&¢B) nennen wir unbedingt konvergent, wenn sie bei jeder An-
ordnung der Glieder konvergent ist. Es liegt nun die Frage nahe,
welche Eigenschaften der gewéhnlichen, unbedingt konvergenten
Reihen in allgemeinen B-Riumen erhalten bleiben. (Bei nume-
rischen Reihen ist bekanntlich die unbedingte Konvergenz mit
der absoluten identisch, im Allgemeinen ist dies aber nicht der

Fall).

Satz 1. Voraussetzung. Die Reihe (1) ist unbedingt
konvergent.

Behauptung. Die Summe dieser Reihe ist eindeutig be-
stimmt, d. h. sie ist unabhingig von der Anordnung der Glieder.

Beweis. Nur der Vollstindigkeit halber geben wir hier den
elementaren Beweis dieses Satzes. 3)

Setzen wir voraus, dass

oo o0
(2) EQP'A' - 81’ Ee(]y = Ba,

=1 Po=1
wobei diese Reihen nur in der Anordnung der Glieder von der
Reihe (1) verschieden sind. — Wir wihlen zuerst den Index ny

ny ) 1 . .
so, dass | Xe,, —e; | < 5T ist, dann n'y >n, so, dass die Un-

=1

: 1
gleichung ”2519‘7"—62”<§1— besteht und alle e, ... ¢, unter

*) Wir werden — mit Herrn Fréchet — den normiert andi
Vektorbereich kurz B-Raum nennen. ermierten, vollstandigen
*) Diesen Satz habe ich schon vorher (chne Beweis) in der Note: ,,Uber

die unabhéngig von der Anordnung fast iiberall k ten Funkti ihen"
Bull. Ac. Pol. (1927), ausgesprochgn. envergenten Funktionenrethen”,
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den Elementen e,... ¢, enthalten sind. Jetzt wihlen wir den

Index n, > n’, so, dass ngp,,— e, 1< %‘z und alle ¢, ,... €,

r==l

enthalten sind. Dann

g

schon in der Elementenmenge e,,... ¢,
, an,

finden wir ein 2y > ny, wobei | 3¢, —e, | < 57 ist, und alle

PY==]
&y ++- ¢, sich unter den Elementen ¢, ... ¢, befinden — und
so fahren wir weiter fort.

N 0
Wir konstruieren jetzt die Reihe J'e, indem wir setzen:

=]

er, gleich, fir 1 <{v<n;, den Elementen €ps v Cpy s fiir
ny < n<{n'y denjenigen Elementen unter den o, ... &g, die
keine e, ... ¢, sind; fir ny <»<n, denjenigen Elementen
unter e, ... ¢,, die der Elementenmenge e,, ... eg,s, Dicht an-
gehdren — u. s. w.

Die so konstruierte Reihe unterscheidet sich von der Reihe
(1) hochstens in der Anordnung der Glieder und hat die Eigen-
schaft, dass ihre — den Indizes n;, ns, ..., n’;, n's... entspre-
chenden — Partialsummen mit den entsprechenden Partialsummen

o0 o0 <0
der Reihen Y'e,, 3¢, identisch sind. Die Reihe }'e,, ist kon-

va==] y=1 =1
vergent — aus unserer Konstruktion folgf also ohne weiteres,
dass ihre Summe identisch ist einerseits mit e;, anderseits mit es,
also ist e; = e,.
Beim Beweise des Satzes 2 brauchen wir den folgenden
Satz von Herrn S. Banach#), aus der allgemeinen Theorie' der
linearen Operationen.

Hilfssatz. Voraussetzung. Es seien B, B’ B-Riume
und B’ C B aber B’ nicht mit B identisch. ,
~ Behauptung. Ein in % definiertes Funktional A (¢) kann
man immer zu einem im ganzen B definierten Funktional A (¢)
erginzen und zwar so, dass in ' A (¢)=A(¢) sei und die Nor-
men dieser Funktionale gleich seien.
4 S, Banach: Sur les fonctionelles linéaires, Studia Math.- I (1929),
p- 212—213. Der Satz ist dort iibrigens sogar fiir beliebige (nicht notwendig
vollstindige) Vektorbereiche bewiesen. In derselben Arbeit sind (p. 211) die
Begriffe Funktional, linear, Norm erklart worden. Wir sagen hier kurz ,Funk-

tional* statt ,lineares Funktional®.

16*
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Die Folge {e:}, mit ¢, ¢ B, heisst schwach konvergent, wenn fiir
jedes Funktional A lim A (e) existiert. Im folgenden setzen wir

voraus, dass © folgende Eigenschaft besitzt:

Aus der schwachen Konwvergenz der Folge {e} folgt
die Existenz der schwachen Grenze d. h. es existiert in %
ein Element ¢, so dass fiir ein beliebiges Funktional

) l lim A () — A ()
gilt.

i—>wm .

Diese Voraussetzung ist z. B. im Falle von B-Raumen S%, I,
1 < d <0, erfiillt.

Satz 2. Voraussetzung. ® besitzt die Eigenschaft ().

Behauptung. Fiir die unbedingte Konvergenz der Reihe
(1) ist notwendig und hinreichend, dass die Reihe

o

3 2 1A @)

==y

fiir jedes Funktional A konvergent sei.

Beweis. 1°. Die Bedingung ist notwendig.
Angenommen, die Reihe (1) sei unbedingt konvergent. Es
existiert dann, wie sogleich ersichtlich, eine Konstante K, so dass
bei belicbigen verschiedenen Indizes pi, ps, ... p. die Unglei-
chung :
! Zlepa, <K

besteht. Wir haben also

| 2T AGn) | <IA[ e, + - +e,[<IA]LK,

=1

woraus die Konvergenz der Reihe (3) folgt.

2°. Die Bedingung (3) ist hinreichend.

Es geniigt folgendes Lemma zu beweisen:

Wenn fiir die Elementenfolge {a;} (0; ¢ 8) die Ungleichungen

o] <1 ((=1,2,3..)

bestehen und die Reihe
(4) 2| A |

=]
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bei jedem A konvergent ist, so hat das die Relation

lim |o;]=0
i
zur Folge.
Nehmen wir fiir einen Augenblick an, dieses Lemma sei
schon bewiesen. Wire nun (1) keine unbedingt konvergente Reihe,

so miisste eineFolge ¢'s==¢, +...¢,,  (n:<n_ ) existieren, so
§ i+

14

dass [¢;|>> &. Setzen wir jetzt a; = —27-'-;, so ist die Bedingung {4)
: e :

erfilllt und ausserdem ist {{a;/=1. Das ist aber ein Widerspruch

mit dem Lemma, nach dem lim !la;|=0 sein muss.

Der Beweis des Lemmas gestaltet sich folgendermassen:

Bezeichnen wir mit ® den kleinsten B-Raum welcher alle
Flemente a; enthilt, also den Vektorbereich, welcher aus allen
linearen Kombinationen von a; und deren Haufungspunkten be-
steht. — 9 besitzt eine abzihlbare {iberalldichte Teilmenge. Da-
raus folgt, dass man aus jeder Menge von Funktionalen (die in
% definiert sind und beschrinkte Normen haben) eine schwach-
konvergente Folge herausgreifen kann, also eine Folge (A} mit
der Eigenschaft, dass fiir jedes ae®

lim A (@) =A(a).

% besitzt auch die Eigenschaft (W). Denn nehmen wir an,

lim A (a;) existiere fiir jedes in B definierte Funktional. Nach dem

—00

Hilfssatze kann man jedes A zu einem in & definierten A ergén-
zen (wenn iiberhaupt B == B) und umgekehrt entspricht jedem A
ein A. Die Folge {n;} ist also auch in ® schwach konvergent
und zwar — da doch © die Eigenschaft (W) besitzt — gegen
ein Grenzelement a. Dieses ¢ muss dem B angehéren. Anderen-
falls kann man, mit Hilfe des Hilfssatzes, ein Funktional konstru-
ieren, so dass 4 (a)) =0, A (a) = 0 ist. Die Existenz eines solchen
Funktionals ist aber nicht mit der schwachen Konvergenz der {a;} —

Folge vereinbar.
Natiirlich ist die Reihe

@) | .;{: 4]

auch fiir jedes in B definierte Funktional konvergent.
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Wir behaupten jetzt:
_ Zu jedem &> 0 gibt es ein N, so dass fiir jedes Funktional
A mit der Norm <1 die Ungleichung

) 1A <e
r=N

gilt. Ist das nicht der Fall, so existiert & > 0, eine Indexfolge

{Vi} (wobei NV;—-o0) und eine schwachkonvergente Folge {4;)
von Funktionalen mit | A4;[ <1, so dass die Ungleichung

6) 2 Ai@) >
m:Nl-
besteht. Es sei {d: eine beliebige Zahlenfolge mit ldi| << M.

Nach (4) ist die Folge 4 ( 2 d C['v) = 3 d, A(w) konvergent fiir

VESN Pe==]

beliebiges A4, es ist also ﬁ‘dyZ(aq,) =lim 4 (j:'c[m ar..) = A (a)
1

=1 n=—>0

(a ist von A unabhingig, nicht aber von {d}). Da die Folge
{Ai} als schwachkonvergent vorausgesetzt war, so kann man die
lineare Transformation

3 d A, () =7 o)

Po==]

2 d A, () =14, ()

r==]

fdv Zp ((Iv) = Z[) ((I)

=1

mit der Matrix {4, (a,)}, als eine lineare, konvergenzerzeugende
Limitierungsmethode betrachten, die jeder beschrinkten Folge
eine Grenze zuordnet. Nun ist nach J. Sch ur®) dafiir, dass eine
Limitierungsmethode mit der Matrix (b5), diese Eigenschaft

besitze, notwendig, dass bei jedem ¢ >0 ein NV (¢) existiere, fiir
welches

@ é’vibprl@ (r=1,2,...).

%) J. Schur: Uber lineare Transformati i i i
chen Reihen, J. f. r. u. ang. Math. 151 (1 921).10\/";? g]pfi%gT\ieggiggr nnendii-
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Indem wir diesen Satzin unserem Falle anwenden, gelangen
wir zum Widerspruch mit (6).

Aus (5) folgt sofort das Lemma. Es existiert nimlich, nach
dem Hilfssatzei_fiir jedes n ein Funktional A4, mit der Norm
<1, so dass A,(a,) =]an]. Nach (5) ist also ||a,| < e fiir n > N.

Satz 3. Voraussetzung. Wie im Satz 2.

Behauptung. Fiir die unbedingte Konvergenz der Reihe (1)
ist notwendig und hinreichend, dass ihre Partialsummen, bei jeder
Anordnung der Glieder, beschrinkt seien. ¢)

Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingung ist trivial.
Man beweist ganz analog wie unter 1° im vorigen Beweise, dass
die Reihe (3) bei jedem A konvergiert, wenn die Partialsummen
von (1) bei jeder Anordnung der Glieder beschrénkt sind. Daraus
folgt nach Satz 2 die unbedingte Konvergenz von (1). Die Be-
dingung ist also auch hinreichend. -

Nicht in jedem B-Raume ist der Satz 2, bzw. der mit ihm
dquivalente Satz 3, giltig. (Es handelt sich natiirlich darum, ob die
entsprechenden Bedingungen allgemein hinreichend sind; denn
dass sie immer notwendig sind, ist sofort zu ersehen). Setzen
wir z. B.:

1
h.(x)==1 wenn xe(’j,.?! 97)’ und

hn(x)==0 fiir alle anderen x aus <0,1>.

Die Partialsummen der Reihe dieser beschriankten Funktio-
nen, sind bei jeder Anordnung der Glieder beschriankt (im Sinne
der Norm | ||.) und trotzdem ist diese Reihe in S nicht kon-
vergent. — Es gelten also in S” die Séatze 2,3 nicht — und
ganz ahnlich auch z. B. im Falle des Bereiches der stetigen Funk-
tionen oder der beschrinkten Zahlenfolgen. (Das kann man na-
tiirlich auch als Beweis betrachten, dass die B-Riume S%, T u. a.
die W-Eigenschaft nicht besitzen).

Fiir gewdhnliche numerische Reihen ist die unbedingte Kon-
vergenz mit der absoluten identisch. Bei allgemeineren Klassen
von B-Riumen ist das nicht immer der Fall.

¢) Dieser Satz wurde zuerstim Falle 89, 8>1, von Herrn S. Banach be-
wiesen. Wie dem Verfasser von Herrn Banach mitgeteilt wurde, verlauft sein
Beweis ganz anders und ist schon fiir 3 =1 nicht anwendbar (und umsoweniger
im allgemeinen Falle). Nun ist aber vor allem der Grenzfall im nachfolgenden fiir
uns von Interesse. Ich verdanke auch Herrn Banach eine Vereinfachung meiner
urspriinglichen Voraussetzungen in den Sitzen 2, 3.
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Wir werden das z. B. im Falle von .S zeigen. Im Falle

. 1 .. 1 1 A e

0==100 setzen wir A, (x)-::-wn— fiir on T <x< s hn(x) =0 fiir
alle anderen x aus <0,1>. Es ist klar, dass einerseits die Reihe

2 h(x) in S” unbedingt konvergiert und andererseits die Reihe
rt'=1

[/z, (%), divergiert. Es sei jetzt d=£>2. Wir nehmen ein
"»-—1
beliebiges, in .S* vollstandiges O.S, das aus gleichmissig beschriink-
ten Funktionen besteht und eine Zahlenfolge {a;} so, dass
oo o
2 |a|=+ 0, aber 2| ay|¢ <<+ 0 ist (@ bezeichnet hier, wie
ra==1 pe==]

immer, den zu g konjugierten Exponenten). Nach einem Satze

von F. Riesz?) ist {a;} in £2(8) enthalten und die Reihe ¥ a, g (x)
LESY)
ist in 57 unbedingt konvergent. Diese Konvergenz ist aber nicht

absolut, denn wir haben:
1

)>C5’|aq[(C>0)

r=]1

Slap =3 ( e

Die Reihe Z a ¢ (x) ist natiirlich auch in jedem Bereiche S’,

pe=1
d <3, unbedingt konvergent, aber auch nicht absolut.

§ 2.

Wir werden jetzt einen Spezialfall des Problems I betrachten.

Gegeben sei ein OS{¢; (x)}. Wir suchen eine Zahlenfolge
{p:}, von nichtnegativen Zahlen, mit folgender Eigenschaft:

Es existiert eine beschrankte Funktion 4 (x) mit Entwicklungs-
koétfizienten {As}, fiir welche die Reihe

®) St
r=1
divergiert.
Wir bemerken noch, dass man im obigen Problem ,be-
schrinkte Funktion” immer durch ,stetige Funktion® ersetzen darf. &)
" F. Riesz: Uber eine Veralltre e der P
Math, Zeitschr. 18 (1923), Sats D, p 154 " dor Parsevalschen Formel,

8 Vgl. W. Orliez: Zur Theone der Orth
(1927) b 103 s r Orthogonalreihen, Bull. Ac, Pol.
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Satz 4. Voraussetzung. Gegeben sei ein belichiges
S {g: ()} ,
Behauptung. Man kann annehmen:
1
Pa==

f[(Pn(X)]dx

Beweis. Angenommen, die Reihe (8) konvergiere fiir jede
beschrinkte Funktxon Da sich ein beliebiges Funktional in S"in

der Form f h(x) f(x) dx darstellen lisst, bedeutet die letzte An-

nahme, dass fir die Elemente ¢;£.57, e;=¢:(x) p: die Reihe (3)
bei beliebigen 4 (in S') konvergiert. Nach dem Satze 2 folgt
1

daraus insbesondere lim [ ¢;[; =lim p,-f] ¢:(x) | dx=0. Anderseits
i i—o 5

ist aber p; f | ¢:(x) |dx==1 und das ist ein Widerspruch.

Speziell interessant ist die Frage, wann man p,=1 setzen
kann. In diesem Falle sagen wir nach der Terminologie von
Ort. Ent., OS{p;(x)} weise die Singularitit ¢* auf.

Satz 5. Voraussetzung. Wie in Satz 4.

Behauptung. Damit OS die Singularitit ¢* nicht auf-
weise, ist die unbedingte Konvergenz der Reihe
) 2 7w (x)

v=1
in S* notwendig und hinreichend.

Wir sagen, das OS{g:(x)} besitze die Cantorsche Eigen-
schaft(die ,c* — Eigenschaft), wenn aus der Konvergenz fast iiberall

der Reihe 5701 ¢ (x) immer hm ¢,=0 folgt. Fiir das Bestehen

=1

der Cantorschen Eigenschaft ist notwendlg und hinreichend, dass

es eine Zahl ¢ > 0 gebe, mit lim fl @ ()| dx > 0 fiir jede Menge

n—>ouE

E, wenn nur |E|>1—c¢. %) Jedes OS, dessen Funktionen mit

%) Vgl. die unter ®) zitierte Arbeit, p. 109—111.
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einer quadratisch integrierbaren Funktion majorisierbar sind, be-
sitzt die Eigenschaft ,c“. — Aus Satz 5 folgt unmittelbar:

Satz 6. Voraussetzung. Das OS{¢:(x)} besitzt die
Cantorsche .Eigenschaft.

Behauptung. Das OS {¢; (x)} weist die Singularitit ¢* auf.

Satz 7. Voraussetzung. Das OS{p:(x)} weist die Sin-
gularitat ¢® auf.

Behauptung. Man kann
1

[19: -+ (@) e

Pn=

annehmen.

Beweis. Nehmen wir an, dass die Reihe (8) bei den so
gewihlten p, und beliebiger beschrinkten Funktion A (x) konvergiert.
Es muss jedenfalls lim p;=0 sein. Denn anderenfalls wire die
Reihe (8) divergent und zwar fir die Funktion, fir welche
2| hy| =+ ist. Wir definieren eine Folge p’; folgendermassen:
v=1
Pi=p1, p'r=pn, fiir nioi <r<n;, wo n; der erste Index ist,
fiir welchen pn; < pa,_; (es ist lim p’, =0). Fiir die Folge {p":} ist

-+ .

wieder bei jeder beschrinkten F unktion
El}lw.p,m< +m.
p=]

Man beweist leicht mit Hilfe des Satzes 2 die Existenz
eines Vg, so dass fiir alle n; > N, die Ungleichung

1
fl Pr () + o @ () | dx
0 1
2

— <
fl P1 (%) +ov Puy(x) [ dx

0
gilt. Das steht aber im Widerspruch mit der evidenten Relation
1 ; '
Jlou@+ . gn([dx
lim % =1.

o ff%(x) Toee F () |dx

1}
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i
'y

27
Fir das trigonometrische OS haben wir z. B.j [y (). 2n(¥) | dx ~ g n,
0

aus Satz 7 konnen wir also ohne weiteres die Fxistenz einer stetigen (periodi-
. . & LA
schen) Funktion entnehmen, fir welche
-
dieses § kinnen wir natiirlich auch fiir periodische Funktionen fithren), — Fiir
1

das Rademacher'sche!®) O ist _/“h (%) .oon(x) | dx ~1/n, es existiert
5 .

= -+ 0. (Alle Erwigungen

Igv

o |
also in diesem OS eine stetige Funktion, fiir welche E%: 4o, Es folgt
' v==] 'V

&
daraus bei jedem positiven &, dass auch X|A, |2—¢ = 4 oo ist; das Rade-
sl
macher'sche OS weist also die Singularitit C* auf.

Satz 8. Voraussetzung. Gegeben sei ein beliebiges, in
St vollstandiges OS.
Behauptung. Man kann

pn = w (n)

~ annehmen, wenn

& 1
(10) é; 2 ) <+
ist.
Beweis. Anderenfalls wire die Reihe 2 pr¢:(x) in S? kon-
r==1
vergent; es muss also auch, nach (10), die Reihe
1

3([imco1as)
konvergent sein. Das ist aber fiir ein in 5% vollstindiges OS
unméglich (Vgl. die unter ®) zit. Arbeit, Hilfssatz 7, p. 101).

Wir wenden uns jetzt dem ProblemII zu. Wenn eine Folge
{pi}, bei gegebenem S’ die Eigenschaft besitzt, welche wir i.m
Problem II fordern, werden wir sagen, sie sei eine Majorante in
2(0).

10) Jch verstehe darunter das von Herrn H. Radem_ach er definierte Or-
thogonalsystem. (Dieses OS findet Anwendungen bei vers_cl}leden:zn Problemen der
Wahrscheinlichkeitstheorie.) Vgl. H. Rademacher: Einige Sitze iiber Relllg%n
von allgemeinen Orthogonaifunktionen, Math. Ann. 87 (1922), insbes. p. 130—138.
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Satz 9. Voraussetzung. Gegeben sei‘ein in S’ voll-
standiges O.S{g;(x)}, dessen Funktionen in S? enthalten sind,
wobei J < o ist.

Behauptung. Dafiir, dass die Folge {p;} eine Majorante
in 2(0) sei, ist notwendig und hinreichend, dass die Reihe

(11) oo ()
S
in .S? unbedingt konvergiere.

Beweis. 1°. Die Bedingung ist notwendig.
Wenn {p;} eine Majorante in £2(J) ist, so ist jede Folge
{lip:} — wo {X} eine beliebige beschrinkte Folge bezeichnet —

in 2(J) enthalten. Jedem {A;p;} entspricht genau eine Funktion

fi(x)=Ul{%p)] aus S% mit den Koeffizienten A;p;. Ahnlich
wie beim Beweise des Satzes 12 in Ort. Ent. (p.25), sehen wir,
dass man U[{Ap:}] als eine Operation betrachten kann, deren
Definitionsbereich aus der Menge I aller Folgen vom Typus
{2;pi} besteht. (I" ist ein B-Raum; als Norm der Folge {4 p;}
setzen wir max |4,|, wo die n; alle — der Bedingung pn, =0
geniigenden — Indizes bedeuten). Die Stetigkeit dieser Operation
folgt im Falle > 1 ohne weiteres aus dem Hilfssatze 2 in Ort. Ent.
Im Falle 0=1 ist die Richtigkeit des Hilfssatzes 2 in Ort. Ent.,
nur unter Voraussetzung der Abgeschlossenheit in C bekannt.!t)
Nach Herrn S. Banach geniigt es aber nur die Vollstindigkeit
in S1vorauszusetzen'®) ; es ist also unsere Operation auch im Grenz-
falle stetig. — Wir haben also fiir jede Folge {:p:)

(12) [ 2% pr gy (x) Ha‘ < K max|4,].

Aus dieser Ungleichung folgt schon leicht, mit Hilfe des
Satzes 3, die unbedingte Konvergenz der Reihe (11).

2°. Die Bedingung ist hinreichend. R

Aus der unbedingten Konvergenz in S? der Reihe 11)
folgt unmittelbar die absolute Konvergenz der Reihe

_ ) In unserem Falle ist die Bedingung (5) des Hilfssatzes 2 nicht erfiillt
das ist aber belanglos, da wir beim Beweise der Stetigkeit der in Frage kom-
menden Operation von (5) keinen Gebrauch gemacht haben,

**) Sur les fonctionelles linéaires II, Studia Math. 1 (1929), p. 232, lemme 5
Ich verdanke die Kenntniss dieses Lemmas einer vor der Niedersch;ift dieser
Note von Herrn Banach erhaltenen, persénlichen Mitteilung.
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s -
wobei {fi} 82 (;):-_i) und {4} eine beliebige beschrinkte Folge

bezeichnet. Daraus folgern wir, nach Satz 3" in Ort. Ent. (vergl.
auch die Fussnote %% p. 28, Ort. Ent.), dass {4 p:} & 2(J).

Satz 10. Voraussetzung. Gegeben sei ein in S voll-
stindiges OS {¢;(x)}, dessen Funktionen beschrinkt sind.

Behauptung. Dafiir, dass die Folge {p;} eine Majorante
in £2(c0) sei, ist notwendig und hinreichend, dass die Ungleichung

(13) Sole®I<K

LESS

fiir fast jedes x besteht.

Beweis. Der vorige Beweis der Ungleichung (12) gilt ohne
jede Veranderung auch im Grenzfalle. d=1c0. In diesem Falle
kann man aber aus dieser Ungleichung nicht auf die unbedingte
Konvergenz, sondern nur auf (13) schliessen.??) Dass (13) hin-
reichend ist, folgt wieder mit Hilfe des schon erwéhnten Satzes 3.

Satz 11. Voraussetzung. Gegeben sei ein in S¥ voll-
stindiges OS, dessen Funktionen gleichmissig beschrinkt sind. .
Behauptung. Dafiir, dass {p:} eine Majorante in £ ()
sei, ist notwendig und hinreichend, dass die Ungleichung
2 p<+w
re=1
gilt.
" Beweis. Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung des am
Ende von Ort. Ent. gegebenen Korollars. Aus (13) folgt unmittel-

bar in diesem Falle die Konvergenz der Reihe 3 'p.

=1
Satz 12. Voraussetzung. Gegeben sei ein in S voll-

stindiges OS{g;:(x)}, dessen Funktionen mit der d-ten Potenz

integrierbar sind.
Behauptung. Dann und nur dann besitzt die Folge {pi}

die Eigenschaft, die wir im Problem I bei gegebenem S? fordern,

Jd \.
wenn sie keine Majorante in £2 (5_—_—1) ist.

1) Vgl. Ort. Ent. Beweis des Satzes 16 und 39).
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Beweis. Der Beweis folgt unmittelbar aus den Sitzen 9, 10,

Diesen Satz kann man z. B. benutzen zur Konstruktion von
Folgen mit bestimmtem Wachstumtypus, die in £ (J) nicht ent-
halten sind — wenn man das entsprechende Problem I 15sen
kann. Aus den Sitzen 6, 10 folgert man leicht: ein in .St voll-
stindiges OS, das die Cantorsche Eigenschaft besitzt, weist die
Singularitdt A! auf.

Nehmen wir jetzt als Beispiel das Haar'sche System.

1
Fir dieses OS haben wir .lirrvx [\ #: (x) | dx==0. Daraus folgt

0
sofort, dass man fiir das Haar’sche OS, eine Majorante in £ (1)
mit lim p;= 4 oo konstruieren kann. Es gilt aber der Satz:

Einevmonotone Folge {p:} ist dann und nur dann eine Ma-
jorante in £ (1), wenn :
2 |p <+ o0
. r=1
gilt. :
Dass diese Bedingung hinreichend ist, folgt aus dem
Riesz-Fischer’schen Satz.

Die Bedingung ist auch notwendig. Wir setzen Cv == py"
fir 277 < » < 2" Die Reihe v ¢ (x) ist, nach der bekannten
Y=l
Eigenschaft des Haar’schen Systems, fast iiberall konvergent, da
doch {¢;}e2(1). Aber fir das Haar'sche System haben wir
(abgesehen von einer abzihlbarer Menge)
Pan—1(x) + ... Qany (x) = — 21y, (x),

. wo Y, (x) die n-te Funktion des Rademacher’schen OS bedeutet.

Es ist also die Reihe
ZV/FPQTI%U"(X) .

n==1

fast tiberall konvergent, was nach einem Satze von Kolmo goroffid)

nur dann méglich ist, wenn 327 p_, endlich ist. Es ist also auch

n==1

28 <+ .

F=]1

#) A, Khintchine-A. Kolmogoroff:
Reihen, deren Glieder durch den Zufall bestimmt werde
Mathém. de Moscou 1925 (insb. p. 675—676).

Uber Konvergenz von
n, Recueil de la Soc.
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Aus dem vorhergehenden Satze folgt, dass das Haar’sche

+OS die Singularitit A’ aufweist. Es geniigt z. B. pnz——l——
: ’ ynlg n
zu setzen — denn diese Folge ist keine Majorante in 2(1), aber

es gilt, bei jedem s >0,. 2 p2 <+ . Nach den Sitzen 22, 17

pe==1
in Ort. Ent. folgt daraus auch die Existenz der Singularitit C*.15)
Ubrigens kann man hier unmittelbar den Satz 12 anwenden,
es folgt aus ihm die Existenz einer beschrinkten Funktion, mit
der Eigenschalft

fiir welche also auch 3| A" =+, bei jedem &> 0.19)

re=l
Man darf vermuten, dass ein dem vorhergehenden analoger

Satz (event. auch ohne Voraussetzung der Monotonie) auch fiir
das trigonometrische OS besteht.

(Regu par la Rédaction le 22. 2. 1929) *7)

15) Vgl. die unter ) zitierte Arbeit, p. 105—106.
1) Wir bemerken noch, dass mit der Benutzung des obigen Zusammen-
hangeszwischen Haar’schen und Rademacher’ schen Orthogonalfunktionen,
o .
man auch beweisen kann, dass die Reihe X' a, 9,(x), unter der Voraussetzung
pa=1
el ’ . » -
2 a? <+ oo, fast iiberall konvergiert (vgl. die unter 1) zit. Arbeit) — wenn
o pe=l i
wir die entsprechende Eigenschaft fiir dasHaar'sche OS als bekannt voraus-
a
n

setzen. — Es geniigt nimlich zu setzen ¢, = — fiir 2"<{v<2"+1 Die Reihe

9n

oo
2 ¢, konvergiert dann und es gilt die Relation

r=1 .

o a, 2n+1 09'
EC,,W,,(X)::—: > CP,‘(»’C)S""“ }-: a, "Pn (x)
y—1 Vor Zon n=1

1) Vgl. ™)





