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Sur les équations linéaires aux différentielles totales
par

W. NIKLIBORC (Lwéw).

Envisageons le systtme des équations linfaires aux diffé-
rentielles totales:

”n
1) dz; = 3 andx (i=12,...m).
k=1
On suppose, que les ai sont des fonctions des variables
X1y Xaoue Xny Zyyees Zm
définies dans un certain domaine (D) & m+ n dimensions.
Le probléme de Cauchy pour les équations (1) consiste dans
la recherche des fonctions
2y (X Xa)y oo Zn (g ot ),
satisfaisant aux équations (1) et vérifiant d’autre part ,les con-
ditions initiales: ' v
2 (6, L. x,0)= 2,0, i=1,2,...m)
(0@ ... x, z© . z,0) étant un point intérieur de (D).
Si les équations (1) forment un systéme ,complétement in-
tégrable”, c'est-a-dire si I'on a identiquement '

Oair m dax da; m day i=1,2... m
—_— R e > . .3
ax] + 1,:?:1 021' aj an + aX/u ik ’ (ki J= 17 2 LI n)

v=1
on peut, sous certaines conditions de régularité des az, dé-
montrer, qu’'une solution du probléme existe.
La démonstration directe de cette proposition n’était donnée
4 ce que je sais, que dans les cas') ou les fonctions ax sont
holomorphes dans le voisinage du point (x:, z©)?).

) V. p. e. Goursat. ,Cours d'Analyse“. T. I L Ed.‘p. 357—360, ou
les ,Lecons sur Vintégration des équations aux dérivées partielles du premier
ordre* du méme Auteur. Il. Ed. p. 105—107.

?) Pour abréger nous désignos par (x,, z) le point (B een Xy Zgena2y)
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Lorsqu'on considére des fonctions ay non (fnal’ytifiues., on
peut démontrer la possibilité du probléme, dont il s'agit, indi-
rectement, 3 savoir par la reduction au certain systéme des équa-
tions différentielles ordinaires3). Cette reduction exige certaines
suppositions sur les az. M. Bieberbach suppose par exem-
ple4), que les fonctions au possédent des dérivées pr?\rt}elles
de quatre premiers ordres. Il dit ), il est vrai, qu’on peut dlmmu.er
ces hYpothéses, mais comme il nous semble, il "est nécessaire
pour la validité- de ce mode de démonstration de supposer, que
les ajx possédent des dérivées partielles continues de deux pre-

" miers ordres.

Dans ce qui va suivre, nous allons prouver le théoréme
de Cauchy pour le systtme (1) d’'une maniére directe, en
utilisant le procédé des approximations succesives.

§ 1. Notations et hypothéses. Envisageons un do-

maine (D) fermé, situé dans I'espace des variables
X1eueXny Ziyene Zm,

et soient les az des fonctions de ces variables. Supposons, que:

1%, Les fonctions @z sont continues dans (D), et possédent
des dérivées partielles du premier ordre continues dans (D
fermé. : ’

29, Dans tout (D) on a

Oay , 7 day day | ™ day i=1,2,...m
1,1) %, +v§17‘;'a"f='0;i + 2 ax: Wk (i k=1,9... n)?

Les fonctions |ai,| étant bornées dans (D), désignons
par M la plus petite commune borne supérieure des ces
fonctions. De méme soit K la plus petite borne supérieure des
dai
S

Pour simplifier 'écriture supposons, que les conditions
initiales (x.(, 2;@) coincident avec lorigine des coordonnées,
qui, d’apres I'hypothése, est un point intérieur de (D). lls existent
alors deux nombres a > o et 5> o, tels, que le parallélepipéde:
' | x| <a *k=1,2,...n)
lzi | < b (i=1,2...m),

r==1

I3

fonctions

est situé dans (D).

) V. p. e. Goursat | c,

!) »Differentialgleichungen®. Springer, Berlin, 1923, p. 292.
) L. e p. 218; '
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" § 2. Probléme et théoréme.

“ . Envisageons maintenant
le probléme suivant:

wDéterminer 10 yp nombre positif §

2° un systéme des fonctions

» zl(xl...xn),...zm(xl...x,,)
définies dans Je domaine

(2 | x| < 0 (k=1,2...n),
continues dans ce domaine avec les dérivées par-
tielles du premier ordre et
a) vérifiant les €quations (1)‘
b) satisfaisant aux conditions
z(00..0)=0 i=1,2...m)~

Nous allons démontrer le. THEOREME ;

»Sous les conditions du §*' précédent il existe
toujours une solution de la question proposée.
Pour ¢ on peut prendre le plus petit de deux

b

nombres a et —«,

nM

§ 3. Construction des approximations. Nous allons
définir une suite infinie des systémes & m fonctions

28 (2 e 200 (g L Xn), (r=0,1,2..),
dites ,,approximations succesives®.

Posons
3) 2O (x, ... x) =0 i=1,2...m)
et
1
@ 2t (... x) = | 3 a [txs, oo b, 220 (s ... txn), ...

0 k=1

oo Zn® (gl )] e dt (=12...m)
(r=10,1,2..)).

Linduction permet a démontrer facilement, que nos con-
ventions définissent les 27 dans le domaine (2)¢) comme des .
fonctions continues, qui possédent des dérivées partielles du
premier ordre, continues.

b
%) Nous choisissons naturellement 8 &gal & Min (ﬂ, m)
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En effet, notre proposition est vraie pour le prémier systéme
de notre suite. Supposons, qu’elle est vraie pour un certain r,
et qu’ on a de plus
| 2@ (xyeeexn) | 26
dans tout le domaine (2). Alors on voit par les formules (4),
que les z"*+ D sont continues, possédent des dérivées partielles
du premier ordre et — finalement — que

b

2T (x| £

nM

Notie lemme est donc établi. Remarquons que

20 (0,...0) =0 (i=1,2...m), (r=0,1,2...).

§ 4. Convergence des approximations succesives.
Posons pour abréger
(B) aup® = ay® [x... Xny 2,7 (o xn), o zn (e x)]
et
@i () = @i [txy oo txn, 29 (oo txn)yeee 209 (B ... Exn)).
On a
(6) } Zi ¢+ (xl . xrz) - Zi ;) (xl .. \n) [

n
|f§' D () — au—V ()} xe dt| <

k=1

<

Il M='

<XL| fia 27 () — apls D (t)ldt .....

k
: 1
n m ® )
:\_/_K b E[ Xi l [z,'(’) (ixl...lxn)——ZI(’“” (tx, ... tx,) ‘ dt.
k=1 I=1
0

Supposons, que

@) M {mlié}xsl}’

0 — =< ML =t
| = mK r ’
il suit de (6), que

1 n
n m / \r
2= [sK. 3 3. [ R Z bl

k=1 I=1 Y mK ] dt=

M {mK_::,l]x']}r+l

" mK’ r+D!

f |a1k| [xpldt < nM.0<nM-— = b,
k=
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D’autre part on a

1
n
|z 0, 0’| = IZ”’I*Z \x;clf!aik(‘”}dté‘M.Zix,ﬂ.
k==l Sm
L’inégalité (12) est alors valable dans tout le domaine (2)
et pour tout r naturel. La série -
[ve]
o lz‘-(’)—-—zi(""l)l
r==1
étant majorée par la série

.
oy MK rl
mK 3 | x| :
[dont la somme est % (e =' —1)], converge dans (2)

uniformément. Par conséquent la suite des systémes z;¢) converge
aussi uniformément dans le domaine (2).

Désignons par

2y (X0 xn)y eee Zm(Xy.iaXn)
la limite de cette suite. Les fonctions z; sont évidemment conti-
nues dans le domaine (2) et on a
Z,'(OO...O)ZO.

§ 5. Calcul des dérivées des approximations.

Les formules (4) fournissent: :

i
az.(l"H) Oa
o = (r) is S+
% [ O+ 3 5 ) i
0,
n m " gzin (121,2...771)
+ 5 5%l .;1 t)dte (=1.2...n)
Zijo1 0z 0x ‘ (r=0,1,2,...)

Les dérivées partielles des a;x, qui figurent sous le signe
de l'intégrale, doivent &tre calculées au point

15, ety 2,0 (X 0v o tX0)y oo 20O (Ey . - L EX).
Or, on vérifie sans difficulté, que I on a

’ . " .
dax” ™ day® dzj . d
[ —— t_’—'a: L) —

tx, ox, +‘;~11 Oz dx[ dt @

2 gy, Jal? 5 5 0 o
e R P
s==1 j=1 J
FEX! .y

. txs,
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et par conséquent

1
(1)
02; _L:f{t.c% a; l(r) (i)+a l(r) (t)+2/ tx, [

7, =  ox

° skl
nom da; (0 0z.0) oa; | az‘(r)"l :

T T LI M. TR | 973
pudieurt [ 9z, " ox, oz, ' ox, (
st

Mais

L d 11
/ I e dt=t e © | — ] a1 (8 dt,
a (VR

donc d’aprés (5)

dz; (r+D O da;,
j__m_.,,l ,(r)+f Tis 9%l
x—-l

Ox,
sl
m 5‘1:(’) d‘z (r) aa_ l(r) ()Z.(r)
tx, _ X e
+2; 2-; ) 7oz axl dz. ' ox, dt
sl = 7 7

s%j
D'autre part on a d’aprés (1,1):

. () () m .
aa"s(——ﬁ_.._..da”l = 3 Ja; l(-r_) a (D day, s(_z a; /)
dx, ox, ;:1 \ o 7rs 0zj ,

donc

- ‘
9z +D nom da; 1@ 0z,
O T i $ S 0 22
J

0x, =1 j=1 4 l
s+l

1 (r)( az.w)}
b )
aj, 1 tdt.
azj b7 f

Xy

Ainsi nous avons obtenu une formule fondamentale pour
ce qui va suivre.

azi“) . N
§ 6. Convergence des e De la formule (8) on dé-
. X,
duit aussitdt I'inégalité:
() (r-1) (+1)!
—ai VM =g D — g, 0] 4
! 0x, - !
n 1[ oz .1 19z (0
TN 5 z
+K-2/_2!xsl-fl — 4, |5 —aq 0 | 4o
A ool

(=1,2...m). ({-1,2...n), (r=0,1,2..).

Equations aux différentielles totales.

En ajoutant ces inégalités pour tous les indices i et [, et
en écrivant j au lieu de i dans les deux premiéres sommes nous

obtenons
mv az (r-1) m n
. ) —— g T 3 3 @ D — g, O |
fosd] Bl X) =1 =1
nomoon F19z,0
+mK. 3 2 2 [xs ] — a0 | it +
'.'71[ J=1 l=1 o
+mn K. 2,, 2> | x| f‘w——aj,s(') . tdt,
v~~1 j==1
ce qui avec
n n
P yLIxs f‘—————aj,,“) tdi =
gz 1 VES W ES :
s
1
m n
%( ’x‘) 2 f\ aj _‘ZJ‘:I(') . tdt,
TES J~——l 1—10 X,
1
n dz. )
53 el 57— g0
s=1 j=1 :
EES) ! 0
n n m 1 Z.(’)
“a(z,|xs|)22f ; — a;, | dt,
51 s=1 j=1}
mo
| g, L) — g O | s KL 3| 2000 — 2,0
y==
donne
m (r1). m
$o|% e | smK . Y|z — 20+
.‘-/ st ax p=}
j=1 I=1 ! ’
1
n m r) dt
+2mn K. le;)-ZZ[‘*‘T—aJ. HE:
s=1 =1 j=1p 1 A
En posant ‘ .
m n aZ 1)
He= 3 i a(-
) = Y 2‘ P 73
j=1 I=1 4

on obtient en vertu de (7):.
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. n r-k1
m""‘.K""’l.(zY[ x, l)
k=1 )
(r-+DI
i 1
+2mn.K. (z’|xs|). [u(r),tdi;

s=1 0

utrW=M.m.n

d’oti (par l'induction) il vient

’3 mn K Z|xa]l
u(’)éan1 =1 l

r! -

La série

L]
1

L u®
r==0 ’
étant donc convergente uniformément, on conclut, que les séries

az (r+1)
X xm__aj’ D) (=1,2...m)
r=9 1 (l=1,2.. n)
le sont aussi; les termes
az (r+1)
PP T

convergent donc uniformément vers zéro, et comme les q; "V
convergent dans ces conditions uniformément vers les limites

a1 [Xyeee Xy 20 (X en Xn)yeor Zu(yees X)),
0z D ‘
nous voyons que les ;)x tendent aussi vers les mémes limites.
1
Il s’en suit que les fonctions-limites z; possédent des dérivées

) . 0z,
partielles du prémier ordre, et en plus que '—a——'— =a,.
x 1
I3

§ 7. L'unicité de la solution peut &tre démontré
comme il suit: soit z une solution quelconque du probléme pro-
posé, et les z ) soient définis par les formules (3) et (4).

On a évidemment

S TR 1Y (2 TR % N x, dt

z,-(x,......x,,)“—tfﬁat.k [tx, .
0 k=1

et par la
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1

P / Yo —ax0]. | x| de=
n ;
3 [z a0
iﬁlo

7]

it l xft
k=1

) e*l
donc

m

2zi— 2z, =mn K.
g1

[_,12,—z,<r>]df

=1

d'oti, en désignant par 4 le maximum de I'expression
m
v
Pla—so),

ie==]

on obtient (par I'induction) I'inégalité

n r
m ‘ ‘{mnK.E’Xk }

qui montre, que les approximations z(), fonctions parfaitement
déterminées, convergent vers la solution z®@, donnée & l'avance;
cette solution doit donc é&tre unique, c. q. f. d.

Remarque 1. Si n=1, on obtient comme cas particulier
le théoréme classique pour les équations différentielles ordinaires.

Remarque 2. Ajoutons, que le domaine d’existence des
solutions z; est ici, & notre connaissance, détérminé pour la pre-
miére fois. '

(Regu par la Rédaction le 21. VIL 7928).





