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sLa teoria dei funzionali analitici nell’integrazione delle
equazioni lineari a derivate parziali di qualsiasi ordine“ Rend.
Lincei, Vol. 4°, S. 6, 2° sem. 1926.

»l funzionali analitici delle funzioni di due variabili com-

plesse“ Rend. Lincei, Vol. 5°, S. 6, I° sem. 1927,

(Recu par la Rédaction le 14. XII. 1928).

Beitrédge zur Theorie der schlichten Funktionen
von ‘

Z. W. BIRNBAUM (Lwéw).

Eine in einem Bereiche B der komplexen Zahlenebene regulr
analytische Funktion w == f(z) heisst schlicht in diesem Bereiche,
wenn sie in B jeden Wert hdchstens einmal annimmt, d. h. wenn
der Bildbereich jeden Punkt der w-Ebene hdchstens einmal
iberdeckt.

Der erste, der sich mit den schlichten Funktionen befasste,
war Koebe, dem dann Plemelj, Pick, Bieberbach, Faber,
Léwner u. a. folgten. Thre Untersuchungen fSrderten die Tat-
sache zu Tage, dass die Forderung der Schlichtheit eine starke
Einschrinkung fiir die Funktionen bedeutet. Der erste grund-
legende Satz auf diesem Gebiete war der ,Verzerrungssatz® des
Herrn Koebe?), welcher in seiner endgiltigen, von den Herren
Pick?) und Bieberbach? stammenden Fassung folgender-
massen ausgesprochen werden kann:

(I) Wenn f(z)=1z+ j‘ a2’ eine im FEinheitskreise |z| <1

1=

schlichte Funktion ist, so gilt die folgende Ungleichung:

1—'21 "(z <_.£:_l—__1_f'j__
A= @I=a=z

1) P. Koebe: Uber die Uniformisierung der algebraischen Kurven
durch automorphe Funktionen mit imagindrer Substitutionsgruppe, Gétt. Nachr.
1909 p. 68—76. )

%) G. Pick: Uber den Koebe'schen Verzerrungssatz, Leipz. Ber. 1916

. 58—64.
P ) L. Bieberbach: Uber die Koeffizienten derfenigen Potenzreihen,
welche eine schlichte Abbildung des Einheitskreises vermitteln, Sitzber. d. kgl.

. Akad. Berlin 1916, p. 940—955.



160 Z. W. Birnbaum.

Dieser Satz wurde durch den folgenden, von Herrn Bieber-
bach?) bewiesenen ,Drehungssatz” erganzt:

() Unter denselben Voraussetzungen wie in (I) gilt auch

, B 1+|z
| arg f (2)1;:21081__‘_“1'2—1~

Weitere Untersuchungen ergaben, dass diese Sitze in gewissen
Eigenschaften der im Ausseren des Einheitskreises d. h. im Be-
reiche |z|>1 reguliren und schlichten Funktionen ihren Ur-

sprung haben. Grundlegend ist hier der folgende ,Flichensatz“
des Herrn Bieberbach?®).

A Wenn f(z) =z + >

a==]

2 eine in | 2| >1 schlichte Funk-

Z’l
tion ist, so gilt die Ungleichung

o
2vlaPsl
p==]

Aus diesem Satze leitete Herr Bieberbach®) unter Verwendung
eines Faberschen Kunstgriffes den folgenden Satz her:

(V) Ist f(z) =z+ > av2z" eine im Innern des Einheits-

V=2
kreises regulire und schlichte Funktion, so gilt
l £} I é 2.

Aus dieser Ungleichung konnen nach einer von Herrn
R. Nevanlinna®) angegebenen Methode die Satze (I), (I) sehr
einfach abgeleitet werden. Aus dem Vorangehenden ist schon
die grosse Bedeutung der Eigenschaften der im Ausseren des
Einheitskreises schlichten Funktionen fiir die allgemeine Theorie
der schlichten Funktionen zu ersehen. Mit dieser - besonderen
Funktionenklasse befasste sich eingehender Herr Léwner®) und
bewies u. a. den folgenden , Verzerrungssatz*:
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(V) Ist f(z) =z+ > % fir |z >1 regulir und schlicht,

p=1

so gilt die Ungleichung

1—p 2l @l —
& j
|z

Die vorliegende Arbeit ist in fiinf §§ gegliedert. Die in § 1
angestellten Untersuchungen gehen in der von Herrn Léwner
eingeschlagenen Richtung weiter, d. h. es werden dort fiir |z| >1
den bereits fiir | z| <1 bekannten Sitzen analoge Satze bewiesen,
wobei sich auch einige neuartige Eigenschaften der schlichten
Funktionen ergeben. In § 2 werden einige weitere Sitze iiber
die im Ausseren des Einheitskreises schlichten Funktionen her-
geleitet, deren Beweise sich auf einen geometrischen Hilfssatz
stiitzen. Den langwierigen Beweis dieses Hilfssatzes, welcher den
Gedankengang in § 2 zu sehr unterbrechen wiirde, verlegen wir
auf § 5. ®

Die in § 3 behandelte Fragestellung ergibt sich auf Grund
der folgenden Bemerkung: Die meisten bisher angefithrten Sitze
enthalten scharfe Ungleichungen. So gilt z. B. in (I) und (IV)

das Gleichheitszeichen fiir f (z)iai)—i, in () und (V) fiir

f (z)sz—i—i. Es ist bemerkenswert, dass diese besonderen
z

Funktionen eine in einem Randpunkte des Schlichtheitsbereiches
verschwindende Ableitung haben, also in der Umgebung dieses
Punktes schlicht zu sein aufhren. Man kann nun fragen, ob die
bekannten Ungleichungen verschirft werden kdnnen, wenn man
den Funktionen ausser der Bedingung der Schlichtheit noch
andere Regularititsbedingungen auferlegt. In § 3 wird von diesem

. Standpunkt die Klasse derjenigen Funktionen behandelt, welche

sowohl im Innern als auch auf dem Rande des Schlichtheits-
bereiches, also fiir |z| < 1 resp. fiir | z| > 1 regulér und schlicht
sind. Solche Funktionen bilden |z|=1 auf analytische Jordan-
Kurven ab. Man kann nun von zweierlei Voraussetzungen aus-
gehen: Entweder man setzt von der Gestalt dieser Jordan-Kurven
etwas voraus und leitet daraus Folgerungen iiber die Eigenschaften

der abbildenden Funktionen her — bei einer solchen Formulierung

Studia Mathematica, 11
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wollen wir. von ,Satzen geometrischen Charakters® sprechen —,
oder es werden gewisse Voraussetzungen iiber das numerische
Verhalten von f(z) auf dem Rande gemacht und daraus iiber f(z)
im Innern des Bereiches gefolgert — wir sprechen dann von »oatzen
von numerischem Charakter®. Besonders bei der ,,geometrischen®
Fragestellung sind bisher nur wenige Ergebnisse bekannt, trotz-
dem gerade diese Fragestellung fir die ebenen Probleme der.
Hydrodynamik und Aerodynamik von Bedeutung ist?). In § 4
werden einige Eigenschaften derjenigen in |z| <1 reguldren
Funktionen hervorgehoben, deren Ableitung nicht beliebig nahe
an Null herankommt.

§ 1.

Wir wollen zunichst den als (V) angefiihrten ,,Drehungssatz®
auf das Aussere des Einheitskreises fibertragen. Dabei wollen wir
uns einer von Herrn Koebe?) angegebenen Methode bedienen.

Satz 1.

#
228
-

Voraussetzung: f(z) =z -+ 2/

v=]

ist im Bereiche | z| > 1

reguldr und schlicht.
Behauptung: FEs gibt fiir ¢ > 1 definierte Funktionen @ (o)
mit den folgenden Eigenschaften: 1° es ist lim @ (¢) =0, 2° fir

jedes der Voraussetzung geniigende f(z) und |z|2> 0> 1 gilt die
Ungleichung

larg f* (2) [ < @ ().

Insbesondere kann

2 0+1
?(¢) = log j@g_l log 0_9_1

gesetzt werden.

Beweis: Aus dem Lownerschen Verzerrungssatze (V) wissen:
wir, dass fiir |z|>¢ > 1 die Ungleichung

) vgl. z. B. Bieberbach I c. p. 89—106 i. £ — Die einzigen mir
bekannten allgemeinen Sitze geometrischen Charakters befinden sich in der
Arbeit von Lowner: Untersuchungen iiber die Verzerrung bei konformen Abbil-
dungen des Einheitskreises |z | < 1, die durch Funktionen mit nicht verschwin-
dender Ableitung geliefert werden, Leipz. Ber. 1917. p. 89—106.

1) P, Koebe: Zum Verzerrungssatze der konf Abbild Math..
Ztschr. 6 (1920) p. 311—313. g er konformen ildung, Ma
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1
@ - <@l 1o
0" 1— 1
o

e

0 <|Z] <1 regulir und da sie nach (1) beschrinkt ist, so ist
sie auch in {=0 reguldr und nimmt in diesem Punkt den Wert
g(&) =1 an. Wir wenden nun den folgenden Satz an%):

Ist ¢ () fiir |{| < 1reguldr und ist |Re ()| < a, ist ferner
¢ (0) =0, so gilt fiir den Imaginirteil die Ungleichung
147
1—r

gilt. Wir setzen z=—}-. Die Funktion g()=f (é—) ist fiir

2
1Sp@1<7 log

im Kreise |{| < r< 1.
Wir setzen
log g((n =9,
worin r eine beliebige Zahl < 1 ist. Es ist

90)=0
und
1R @) |=|Rlogg (N |=|log|g@nN]||=
1
= |log|f (;;—r) ]élog 1—r2
fir 0] <1,
' Es kann also auf ¢ ({) der soeben angefiihrte Satz mit
a = log - angewendet werden. Man findet
, 2 1 1+¢
1S @< ey log 12 log 1—¢

) '’ 1 ’4 1 »
fir [1|<¢’ <1. Da 59(O=3 1ogf(§;)=argf (5) o ist

arg f (%‘) !

+¢ 1
log 7 log i
fir beliebige r <1, ¢’ < 1,

—2

<2
= g 1
|| £ ¢'. Fiir ¢ =r findet man

11) P, Koebe: Uber das Schwarzsche Lemma und einige damit zusam-
menhéngende Ungleichheitsbeziehungen der Potentialtheorie und Funktionen-
theorie, Math. Ztschr. 6 (1920) p. 52—84, insbes. p. 61, I

11#
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arg 7 ()| < 2 tog 17 log 1, |E <7
g = m grl——r'_ 1—p2? 12="
1 1
2

Indem man -§=zund 3 =0 setzt, erhdlt man die Behauptung.
or

Auf Grund dieses Satzes beweisen wir den folgenden

Satz 2.
Voraussetzung: f(z) =z -+ av 2’ ist in |z| <1 regulir
, =2 .
und schlicht. ’

Behauptang: FEs gibt fiir 0 <r <1 definierte Funkiionen
W(r) mit den folgenden Eigenschaften: 1° es ist lim ¥ (r) =0,
r—+0

2° fiir jedes f(z), welches der Voraussetzung geniigt, gilt im

Kreise | z| < r die Ungleichung

|arg f(z) — arg z| < W (r).
Insbesondere kann B ]
1 1+ yr 1 1+r

(A= — log = log =t log —

gesetzi werden.

Beweis: Wenn f(z) in |z| <1 schlicht ist, so ist auch
1

P ) = —q{it@ in 1§ >1 tegulir und schlicht und erfiillt
(%) |
die Voraussetzung des Satzes 1. Es ist also
: 2 1o Yo t1 g
2 < —
¥) larg ¢" ()| < log \/5—1'1°g P
fir || > ¢ > 1. Wir schreiben {= %—, 0= % und berechnen
1
| %)
9" ()= Tiy -
Iz (f) .

e Ay
G

3) 2 arg £ =arg f'(z) — arg tp’(-—i—) .

z
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Die in dieser Beziehung vorkommenden Argumente, welche doch
nur modulo 27 erklirt sind, bestimmen wir so, dass sie fiir

1 .
2= = 0 alle gleich Null gesetzt und fiir andere Werte von _

z durch stetige Fortsetzung erklirt werden. Aus (3) folgt

A1
=z o))
Nach dem Bieberbachschen Drehungssatz ist

larg f'(2)[ <2 log 1:1‘

fir |z] <r. Daraus und aus (2) ergibt sich

|arg f(2) —arg ZI;}Q—IHrg F (Z)l+%

. L, ye+1 1 1+r
|arg f(z) —arg z| < — log o1 -log = T log —,

fir |z|< %}w < 1. Da i— = r ist, erhalten wir

o1 1+yr 1 147
— < - —
|arg f(z) —arg z}_:‘ p log " log =t log =

—\r

’

fir |z| <r<1.
Ahnlich beweisen wir den

Satz 2'.

Voraussetzung: f(z) =z + ) % ist fir |z|>1 reguldr
v==]
und schlicht.

Behauptung: Es gibt Funktionen @(r) mit den folgenden
Eigenschaften: 1° es ist lim W(r)=0, 2° fiir jedes der Voraus-

setzung geniigende f(z) gilt :
|arg f(z) —arg 2| <T(), |z|2r24.

Beweis: Der Beweis von Satz 2. kann hier nicht unmittelbar
iibertragen werden. Es kann nimlich nicht ohne weiteres die

: 1
Funktion ¢ () -—f (_Z_)

ob f(2) nicht fiir ein z, |z|>1 verschwindet. Diese Schwierig-

definiert werden, da wir doch nicht wissen,
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keit kann auf folgende Weise umgangen werden: Herr Lo wner?3)
hat den folgenden Satz bewiesen:

Geniigt f(z) der Voraussetzung von Satz 2/, so gilt fir die
Entfernung J des Punktes w=j#(z) vom nichsten Randpunkte
des Blldberexches von |z|>1 die Ungleichung

IZHH —2<0<]z].
Herr Bieberbach zeigte, dass kein Randpunkt des Bildbereiches
ausserhalb des Kreises |w| <2 liegen kann. Aus diesen beiden
Sitzen folgt unter Anwendung der Dreiecksungleichung

V@M:MM;J~ZQVMW%—4.

Die Funktion f(z) verschwindet also gewiss nicht fiir solche z,

dass |z[+l~£—|——4>0, also z. B. fiir |z|>4. Die Funktion
g(2) =f—@fz ist reguldr und schlicht im Bereiche |z|>1, hat

eine Entwicklung von der Form z +2 —; und es ist g(z)F0

p==1
fiir |z|> 1. Jetzt erst erkliren wir (p(z)=——11-— und fiihren den
| o)

z
Beweis beinahe wértlich wie in Satz 2 zu Ende. Zunichst erhalten
wir die Abschitzung

\/r+1
\/r——l

|arg g(z) —arg z| <log —~+— log Iog

fir [2] 27> 1, was mit der Ungleichung

|arg f(4z + 1 lOg‘ \/I‘+1
—1 yr—1

gleichbedeutend ist. Daraus ergibt sich schon leicht

r

Jr+2

l
% \/r——Q

|arg f(z) —arg zl <log ———~+-— log

fir [z|>r> 4.

)L 9.
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Herr Bieberbach®) hat fiir besondere Klassen schlichter
Funkticnen, nidmlich fiir die konvexen und sternigen Funktionen
seinen Drehungssatz bedeutend verschirft. Wir wollen auch diese
Verschirfungen auf das Aussere des Einheitskreises iibertragen.

Eine in |z| > 1 reguldre und schlichte Funktion wollen wir
konvex nennen, wenn das Komplement des Bildereiches eine kon-
vexe Menge ist, d. h. mit je zwei Punkten immer auch ihre Ver-
bindungsstrecke enthalt.

Wir betrachten zunichst nur diejenigen konvexen Funktionen,
welche das Aussere des Einheitskreises auf das Aussere eines
konvexen Polygons abbilden. Jede solche Funktion, welche ausser-
dem noch so normiert ist, dass sie eine Entwicklung von der

o
a . . .
Form f(z)=z+ 2/ o besitzt, kann, wie leicht nachzuweisen,

v=]

‘mit Hilfe der folgenden Formel darges’cellt werden:

fle)= f ﬁ (z— Zk) = dz + constans.

Dabei sind die Punkte z, auf der Peripherie des Einheitskreises ge-
legen, d. h. |z,|==1 und die Exponenten @, geniigen den Bedin-
gungen 1° 1>, >0 2° Yo =2. Dxese Formel ist ein Ana-
logon der bekannten SchWarz-Christoffelschen Formel und
wird auch genau wie diese bewiesen. Wir formen sie folgender-
massen um

f (Z)_ H (1 — —) dz + constans.

Daraus ergibt sich

F@=1I1 (-2

=1 z
und

arg f'(2) ""2 o arg (1 ———)

E=1
Mit Beriicksichtigung der Ungleichung

Wﬁ‘ﬂ

13y L e, 9).

< arc sin ]—z—’f—]“——arc sin —
|z] |z
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hat man also
|arg f’.(z){:<:2 arc sin T%T

Da nun der Rand einer konvexen Menge mit beliebiger Genauig-
keit .durch konvexe Polygone approximiert werden kann, und
die rechte Seite der soeben bewiesenen Ungleichung von der
Eckenzahl nicht abhiingt, so gilt diese Ungleichung fiir jede kon-
vexe schlichte Funktion.

Damit wire die folgende Behauptung bewiesen:

Ist f(2)==z+ D) % eine in |z| > 1 konvexe Funktion, so

v=]
ist
larg ' (2)| £2 arc sin T}g—‘.

Diese Abschitzung ist dem folgenden, ganz analogen Satz des
Herrn Bieberbach nachgebildet:

Ist fz2)=z+ j a2z’ einein |[z| <1 konvexe Funktion”(d. h.

P==2
eine Funktion, welche das Innere des Einheitskreises auf einen
konvexen Bereich abbildet) so gilt die Ungleichung

larg f' (z)| <2 arc sin |z].
Wir wenden uns nun zu den sternigen Funktionen.

Unter einem Stern inbezug auf den Nullpunkt verstehen wir
ein Gebiet, welches mit jedem seiner Punkte auch die ganze
diesen Punkt mit dem Nullpunkt verbindende Strecke enthilt.
Ahnlich verstehen wir unter einem Stern inbezug auf den un-
endlichfernen Punkt ein Gebiet, welches mit jedem Punkt £, auch
den ganzen Halbstrahl |{| > |4, arg {=arg {, enthilt.

Eine in |z| <1, resp.|z| > 1 schlichte Funktion heisse ster-
nig, wenn der Bildbereich ein Stern inbezug auf O resp. inbezug
auf « ist. Wie leicht einzusehen, kann ein Stern inbezug auf oo,
den Nullpunkt nicht enthalten, ohne mit der ganzen Ebene iden-
tisch zu sein. Es kann also eine in |z|>1 sternige Funktion
nirgends den Wert Null annehmen.

Herr Bieberbach hat fiir sternige Funktionen den folgen-
den Drehungssatz bewiesen:

- Funktion.
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Ist f(z)=2+ 2 a7 in|z| <1 sternig, so gilt die Un-

V=D

éleichung
|arg f (2)| <2 arc sin |z|+%.

Diese Ungleichung ist einerseits weniger scharf, als der allgemeine

Drehungssatz (I), da ihre rechte Seite fiir |z|—~0 nicht gegen Null
strebt, andererseits aber liefert sie ein scharferes Ergebnis, denn

ihre rechte Seite kann die Zahl > 7 nicht iibersteigen. Die Uber-
tragung dieses Satzes auf das Aussere des Einheitskreises lautet:

Satz 3.

Voraussetzung: f(2) =z + 2 %:,'— ist eine in | z| > 1 sternige

=1

z
5

Beweis: f(z) ist dann und nur dann eine in |z|>1 ster-

arg f (2)| £2 arc sin TlET+

Behauptung:

- | .

nige Funktion, wenn g(g)=—-*1—-— eine in |{| <1 sternige Funk-
)

tion ist. Dafiir, dass g(0) eine in [£]| <1 sternige Funktion sei,

ist notwendig und hinreichend, dass die durch die Beziehung

L g@Q=LK(©)
erklirte Funktion % ({) in |£] < 1 konvex sein soll ). Damit aber
k() konvex sei, ist das Bestehen der Ungleichung %) -
k,’ g)) >
N ! —f 0 ,
also auch der Ungleichung

4

notwendig und hinreichend.

T
< —
=2

arg (1 +g k/ (;)

1) T W. Alexander: Functions which map the interior of the unit
circle up)oﬁ] simple regions, Ann. of math. 2 ser. vol. 17 (1915) p. 12—-22.

15) E. Study: Vorlesungen iber ansgewshlte Gegenstande der Geome-
trie. Zweites Heft. Konforme Abbildung einfach zusammenhingender Bereiche,

Leipzig 1913, p. 109.‘
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Fir f(z) muss also die Beziehung
L

gelten, wobei k({) der Ungleichung (4) geniigt. Daraus folgt

—k O, |t<t, %«_—

f(z)zm

KO TR
| K@) KO
arg Q)] < |arg (142 ) |+ larg KO-

Mit Riicksicht auf (4) und auf den S. 168 angefithrten Satz des
Herrn Bieberbach folgt daraus die Behauptung.
Betrachten wir wiederum eine in |z|> 1 sternige Funktion

.f(z):"i-’-f-;1 % Die Funktion q)(C):-Lla
(7]

sternig, es gelten also nach dem Bieberbachschen Drehungs-
satz fiir sternige Funktionen und nach Satz 3 die beiden Un-
gleichungen

ist dann in || <1

|argf’(z)1;27arc sin I—;—I—% lz| >1
|arg 9/'(5)| <2 arc sin [¢]+7 gl<t.
Aus
A1
v f(f) .
PO=—77— 1{] <1
g
folgt , :
1 ..
|arg f(—,g—)—}—arg gl;%[arg ‘P’(@)H*—% arg f’(%)',
also V

|arg f(z) —arg z| <2 arc sin I—l—|~+%-
z
Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen
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Satz 4.

Voraussetzung: f(z) =z + > % ist eine in |z|>1 ster-

r=]

nige Funktion.

Behauptung: |arg f(z)———arg z|:<;2 arc sin 1—%‘——{.-{;—.

Genau dieselbe Abschitzung erhalt man fiirin |z|>1 ster-
nige Funktionen. — Auch diese Abschitzungen sind insofern
schwicher als Satz 2 resp. Satz 2, als ihre rechten Seiten mit
|z|~ O resp. |z]~o0 nicht gegen Null streben. Sie sind jedoch
insofern besser, als sie zeigen, dass arg f(z) von arg z nicht um

3 .
mehr als 5 7 abweichen kann.

§ 2.

Wir verabreden die folgenden
Bezeichnungen:

Den Kreis |z|=¢ bezeichnen wir mit K; die analytische

Jordan-Kurve w= fl(z), welche durch Abbildung von K, mit
|z]=¢

Hilfe einer schlichten Funktion f(z) entsteht, — mit Cy; den
kleinsten von allen nach innen gerichteten Kriimmungsradien von
C, mit my (im Allgemeinen muss C, nicht konvex sein, kann
also auch nach aussen gerichtete Kriimmungsradien haben); den
Kriimmungsradius von C, an der Stelle w=f(z) — mit R (2).

Satz 5.

Voraussetzung: w=f(z2)=z+ 2 —:7”, ist eine in |z|>1
’ =]

regulire und schlichte Funktion.

Behauptung: Fir jedes ¢>1 ist
e vlan|?
‘%/: |92m| :_i@z—m%

Das Gieichheitszeichen gilt nur fiir f(z)=2z.
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Beweis: Wir berechnen den Inhalt /, des Inneren von C,

i3
A ::fuv'aw,
0

wobei

flee?)=u@) +iv(9).

Es ist also

T

0 ; d —
o) ety P € — ap Flaet)
10:‘/‘11'0'(]&‘:]‘][(93 )‘;f(@e ).0\) FY)

[1}

27 0 © T
[ge“}.i—z 1a:m19‘ +Qe-—i0-+2 2

; T
y=] Qe yemm] 0 e ¢

] 2
0
Ql.ei&_z‘! 3;0;13 —{-Qie_i&-—z m’Vaiilw&

v=1 9 € =] Q € ¢

o 2
—ng—n 3 el
= e

- Wir stiitzen uns nun' auf den folgenden Hilfssatz

Geometrischer Hilfssatz.

Voraussetzung: Die analytische Jordan-Kurve C hat einen
Krimmungsradius > ¢ >0 iiberall dort, wo er nach innen ge-
richtet ist.

Behauptung: Das Innere von C enthdlt das Innere eines
ganzen Kreises mit dem Radius . ,
Den Beweis dieses Hilfssatzes geben wir in § 5.
Diesem Hilfssatz zufolge ist im Innern von C, ein Kreis mit
dem Radius m, enthalten, es ist also
Iz m? . .

Indem man in diese Ungleichung den vorhin berechneten Wert
fir /, einsetzt, erhilt man die Behauptung. Das Gleichheitszeichen
kann nur dann gelten, wenn ly==m}m, wenn also C, ein Kreis
mit dem Radius my ist. Da jedoch f(z) =z die einzige Funktion

von der Form f(z)=z+ 2/ % ist, welche |z|==¢ auf einen

=1

Theorie der schlichten Funktionen. 173

Kreis abbildet, so kann tatsichlich nur fiir diese Funktion das

Gleichheitszeichen gelten.
Aus Satz 5 folgt unmittelbar der

Satz 6. Bei einer Abbildung des Gebietes |z|>1 mit Hilfe
einer Funktion f(z), welche der Voraussetzung won Satz 5 geniigt,
wird |z| =@ auf eine einfache geschlossene analytische Kurve Co
abgebildet, welche an mindestens einer Stelle einen nach innen
gerichteten und won @ kleineren Krimmungsradius haben muss.
Dieser kleinste nach innen gerichtete Kriimmungsradius kann nur
fiir f(z) =1z gleich ¢ sein.

Dieser Satz kann mit Hilfe des geometrischen Hilfssatzes
auch unmittelbar aus ‘der Ungleichung

® 2
Ly=ng—m) %‘Z’—J— >min
Fe==]
abgelesen werden, welche der geometrischen Tatsache Au.s-
druck gibt, dass der Inhalt des Innern von C; kleiner ist als die

Oberfliche des Kreises |z| =20 (mit Ausnahme des Falles a=0,

(=1,2,...
d. h. f(z)=2). Diese Verkleinerung der Oberfliche von K, ist

um so merkwiirdiger, als die Oberflache des Kreisringes

1< n<|z|<r bei derselben Abbildung vergrossert wird; der

Inhalt seines Bildes betréigt nimlich

2__ L2 = of 1 1
:'f:”(rz_ﬁ)'{‘”y”’a“l 2|
v=1

Der Satz 5 hatte ,geometrischen Charakter” in dem Sinne,
in welchem auf S. 4 von geometrischer Fragestellung die Rede
war. Wir beweisen noch ein ,numerisches® Seitenstiick dazu:

@

Satz 7.
 Voraussetzung: Wie in Satz 6.
. @,
Bezeichnung: min 770y T3 o 7@

Behauptung: Fiir jedes ¢> 1 gilt
el cea—a.
=] Q -

Das Gleichheitszeichen gilt nur fir f(z)=z.
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Beweiss Wir berechnen den Kriimmungsradius R, (z). Es isg
bekanntlich

Rn (Z) ——‘C‘i_(};

wobei ds das Bogenelement auf C, bedeutet und mit ¢ der Winkel
zwischen der Tangente von C, im Punkte w = f(2) und der reellen
Achse der w-Ebene bezeichnet wird. Es ist ferner

d _ds dS do
Re@) =3 =45 0 dp’

wo d.S das Bogenelement auf K, und @ die Richtung der Tan-
gente von K, im Punkte z bedeutet Nach bekannten Sitzen ist

=|f

a’(l)
Da ¢ in der Form

¢ =3 {log izf'(2)}
ausgedriickt werden kann, so hat man

ig_p___ f”(Q )1 I &b f”(ge(ﬁi)l
d@"s{ [lﬂ]e Floe™ [ = T e Foemy f-

Es gilt also fiir den Kriimmungsradius R,(z) die Formel
1
5 Ra 2)=\|f ()| ————F7—"
wi{c)
Der Kriimmungsradius ist nach innen gerlchtet wenn er ein posi~
tives Vorzeichen hat, wenn also

wl, 1@
e ﬂﬁ>‘L

Aus (5) findet man sofort

R 1 YRR /7Y
‘ l#1= fll_._%f f(z)l =A@ el /@]
m{27f> f()

Wenn man die so. erhaltene untere Schranke fir mg in Satz 5
einsetzt, erhilt man die behauptete Ungleichung.

In Satz 6 wurde eine von der Funktion f(z) unabhingige
obere Schranke fiir m, angegeben: m, < ¢. Wir wollen m, ahnhcb
auch von unten abschdtzen:

Theorie der schlichten Funktionen. 175

Satz 8.
Voraussetzung: Wie in Saiz 5.
Behauptung: Fiir jedes 0 >1 ist
0> @ ~1)Zu
=7¢—¢
Beweis: Wir bilden die Funktion
1+Cz
ﬁ©«4 )
[ts f(@).

Es ist f1(0)=0,/i(—z)=00.f(z) ist also fiir [C]>|z|=]z|
regulir und schlicht. Die Funktion f>({)=/ (|z|{) ist schon in
€] >1 reguldr und schhcht und es wird f,(0)=0. Ihre Ent-
wicklung

AO=3%

=]
hat die Koeffizienten
bl_:f,(z)(l—lz{_z)
|z|
b [@A—z2—2f@)A—|z|)=z
9 =
2|z
Wir dividieren f2({) durch &; und erhalten

b 1
f3(§)'“ \—+bz gz

Die Funktion
AO=f{F)=t+ 20+
ist schon in |{| <1 regulir und schlicht. Nach dem Bieber-

bachschen Satze (IV) ist also Z—j‘_ﬁ_?, d. h
f,."_(_%l 1 —1z1—22%
2|z| =

"

22 | 4]sl?
F@ * T TeP—11=Tel=
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Daraus entnehmen wir

afe SO < St

FI=Tz7—1
[ f'@)\_ Tlz2—1.
LR ey S =1

Da uns nur diejenigen Punkte z interessieren, fiir welche die linke
Seite dieser Ungleichung positiv ist, koénnen wir auf Grund der
Formel (5) auf die Richtigkeit der Ungleichung
2__
Ro(e) 21f @) e F—t
schliessen. Wir schitzen noch |f/(z)| mit Hilfe des L6wnerschen
Verzerrungssatzes ab und erhalten

®—e
‘Re(z);ﬁ:_—i‘-(l“ Qz) =

§ 3.

Wir beschrinken uns jetzt auf die folgendermassen erklirte
Funktionenklasse: Jedes dieser Klasse angehdrende f(2) ist in
irgendeinem, den abgeschlossenen Bereich |z|>1 (bzw. |z]|<1)
im Inneren enthaltenden Bereiche reguldr und schlicht. Solche
Funktionen wollen wir kurz als ,fiir |z|> 1 (bzw. |z| < 1) regular
und schlicht bezeichnen.

Zunichst bemerken wir die folgenden FEigenschaften der in
diesem Sinne fiir |z| <1 resp. fiir | z| > 1 reguliren und schlichten
Funktionen: 1° Der Kreis Ki wird auf eine analytische Jordan-
Kurve C; abgebildet, deren kleinster nach innen gerichteter Kriim-

mungsradius m; > 0 ist; 2°lnlxin |f(z)| >0; 3° Max |f(2)|<co,
2|=1 lz]=1

@—1)* 19
T¢—e

o min 1O
deber & M TR+ T 7

16) Die sich daraus ergebende Folgerung

2
o vtaf‘l_S N G )1
o (76 =)’

verdient nicht besonders hervorgehoben zu werden, da unmittelbar aus dem
Bieberbachschen Flichensatze die Ungleichung

2vle,l 1 =2vlg| 1 1
—_— —;———< Y’vlalz
2 2 = 2
p=1 3 Y ¢ 'v-—_lp e 1) P a:-,l v P

folgt, welche iiberdies scharf ist (das Gleichheitszeichen gilt fiir f(z) = z -+ ——1~)
z
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Fiir diese besondere Funktionenklasse gelten die folgenden
,Flachensatze®

Satz 9.
Voraussetzung: f(z) =z + 2 3 ;: ist fiir | z| > 1 reguldr und

-
schlicht.
Behauptung: 3 v|a |2<1—m?.

-
Beweis: Die Behauptung folgt unmlttelbar aus Satz 5 durch
einen einfachen Grenziibergang.

Satz 9.

Voraussetzung: Wie in Saiz 9.

Behauptung: ' v|a.|><1—¢2,
v=]

wobei

@2
@ +1/G)

Beweis: Durch Grenziibergang ¢—~1 in Satz 7.

Der Satz 9 hat ,geometrischen®, Satz 9" ,numerischen

Charakter. Auf Grund eines jeden von diesen Flichensétzen kann
ein Teil des Lownerschen Verzerrungssatzes folgendermassen

verschirft werden:
Satz 10.
Voravssetzung: f(z2)=z+ 2 f;i ist fir |z|>1 reguldr
r==1

und schlicht.

& == min

1—\y1l—m
T
Behauptung: 1
IR
Beweis: —

m Y ay 'Vlaq \"V
2t \_1+Z. =l 2l

:‘:;: \ ’V]Cb \/_.J T‘—P}—ﬁ.
vl

Studia Mathematica.

1f@|=]1—

12
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Nach Satz 9 ist

Slalr 21— m.

=1
Man findet ferner
® v 1 & v 1 1

y’ —_— T - . P
= e N N T P
2]

Aus diesen Bezichungen folgt unmittelbar die Behauptung. Man
stellt auch leicht fest, dass fiir f(z) =z und nur fiir diese Funk-
tion das Gleichheitszeichen gilt. ,

Unter Verwendung des numerischen Flichensatzes findet
man ebenso

 _1—V1—d
@) s —
EE
Herr Bieberbach hat den folgenden, bereits auf S. 171
angefiilhrten Satz bewiesen17):

Ist w=f(z)=2z+ Zw,' -az—:i, eine in | z| > 1 schlichte Funktion,
V=] :

so liegen alle Randpunkte des Bildbereiches im Kreise |w|<2.
Fiir unsere Funktionenklasse kann dieser Satz folgender-
massen verscharft werden:

Satz 11.

Voraussetzung: w=/(z) =z + > & ist in | z| > 1 reguldr
p==1

z’)’
und schlicht.

Behauptung: Die Punkte w, welche dem Rande oder dem
Komplement des Bildbereiches von |z|>1 angehéren, geniigen der
Ungleichung

lw| < V3+yT—m2.

Beweis: Wir betrachten erst einen Punkt w, welcher dem
Komplement des Bildbereiches angehért. Es ist also f(2) & w fiir

17) 1 e. %) p. 946. Satz V.
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|z| > 1. Deshalb ist fi(z) =f(z) —w # 0 und £ (0) :_1_1_ eine
| lg)

in |£] <1 regulére und schlichte Funktion. Die Entwicklung von

£2(6) beginnt mit den Ausdriicken fo Q) =L+ w {2 + (w?—a,) 3+ ...

Herr Lowner %) zeigte, dass der Koeffizient bei 3 in der

Entwicklung @ (§) =+ g2+ 9% +... der in |{| <1 schlichten

- Funktion ¢ ({) der Ungleichung

713
geniigt. Indem wir diesen Satz auf die Funktion £, ({) anwenden,
erhalten wir
| |w?—a[£3.

Andererseits ist nach Satz 9

|a1]év1~—m%.
Es ist also : L
lw2<3+]a|<3+ V1 —mi.

Fiir Punkte w, welche dem Rande des Bildbereiches ange-
horen, ergibt sich die Richtigkeit der Behauptung aus dem bisher
Bewiesenen durch Grenziibergang.

Unser numerischer Flachensatz wiirde die Ungleichung

|| <V3 + V1 —ét
ergeben.
Wir zeigen noch, dass die als (IV), (I) und (II) angefithrten

Sitze fiir unsere Funktionenklasse verschirft werden konnen.

Satz 12.

Voraussetzung: f(z) =z +ayz%+... ist fiir |z| <1 reguldr
und schlicht.

Bezeichnungen: ¢ ::Irrlzi_n1 |f (21, [('——:ll\f{a_x1 | f(2)].

Behauptung: Es gibt fir 0<e<1, 0<K <co definierte
Funktionen @ (e,K) mit den folgenden Eigenschaften:
1° lim @(,K)=1, 2° fir £>0,K<e0 ist 0<0 (5 K) <1,
£—+0 .
3° fir jede der Voraussetzung geniigende Funktion f (2) gilt die
Ungleichung

18) K. Lowner: Untersuchungen iiber schlichte konforme Abbildungen

des Einheitskreises. 1, Math. Ann. Bd. 89 (1923), p. 103—121, insbes. p. 121,
12%*
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lay | £2 @ (s, K).

. S
Insbesondere kann (g, K) ::]/ 1— ST('I%IT)? gesetzt werden.
Beweis: Ist f(z) schlicht, so ist auch Jf(z%) schlicht fiir

| z| £ 1. Die Funktion
=
e

ist also regular und schlicht fiir (] >1. Die Entwicklung dieser
Funktion in der Umgebung des unendlichfernen Punktes beginnt
mit den Ausdriicken

N 1
F(B)Zé”}{%? +ee

Um auf F () Satz 9" anwenden zu konnen, berechnen wir

oteka Wirtualna ICM

iy F'(u‘)ffu)ﬁ“@) |
e 4Ell .
T e R B el s R R
P /() |2

= PO P 27D @I+ 3 F @A P 3@ 7 )]

bl

- —
7

It |/ (2K soist D) =| [f@1dz+1 @)=
Z|z|.K+1,

K
;E—IZP-F‘Z",

@)1= [r@as

also

Polska B

O] .
e 11F’(L)|+1F”( )=

&2

(K+ 1) (% +1)%+ 2 (% +1) K+3 (g— +1)VZ(K+ 12 +3 (—[-g« +1)%_ (K+1)

v

X
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& £2

2 R+ 1= T2 (R+ 1)k +3(K+ 1% +3 (K+ 0% 9R+ 1%

Nach Satz 9" geniigt der Koeffizient bei — é in der Entwicklung

von F({) der Ungleichung
4

R g
gl s

also

o lli— 2
‘“2|=‘21/1 ST(RT 1Y

Satz 13.
Voraussetzung: Wie in Satz 12.

Behauptung: Es gibt Funktionen (¢, K,0) der Zahlen
¢,K,0 (¢ und K haben hier dieselbe Bedeutung, wie in Satz 12)
mit den folgenden Eigenschaften: 1° 0 < W(e,K,0) <1 fir 0 <,
0 <1, 2° fiir jedes der Voraussetzung geniigende f(2) gelten die
Ungleichungen

(_1 — Q‘)Q + (e, K 0)

L crele (T

jarg £/(@) 22 (K, 0) - log T2
far |z] e <1.
Beweis: Wir wihlen einen Punkt zo,|2z| <1, dann fiihren

L+ 2z,

wir in f(z) die Transformation z——:i‘_‘l_‘:'é aus, welche den Ein-

heitskreis in sich selbst und den Punkt z, in den Punkt =0 iiber-
fishrt. Die so erhaltene Funktion der Variablen { normieren wir
und erhalten schliesslich die Funktion

f(§+z°)—f(zu)

1 4z
*O=7Gy.a—zD

Der Koeffizient bei {? betragt

e

Um auf |8, | die Ungleichung aus Satz 12 anwenden zu konnen,

C+al+. .
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miissen wir lrgliir:ll‘q)’(ﬁ)]und Mixl |¢"(C)| fiir |z,|<e<1 abschitzen.

Wir finden
, C—I—zd 1*‘"|Zol2 / C‘{'Zo
Im’(€)|=f(1 +z24‘)(1 +z0)? f(fﬁ'li‘)
F@) A~z | | fz) 1 +2,0)?

& &

;(IZDIK'I“].)(].+‘zo|)23([<+1).4
o C+z ,
fl=5 (1—|zol2)—f’(_é_fzo’)_2.1n -
190”('4)1:«—’ ( ) -2 3 L)

142§ 142,
7)1+ 2,0y
cKH2(K+1).2 5(K+1)
= e(l—9)} e.(1—ot”
Nach Satz 12 ist also ‘

_ 11 f(z) A~z -
lﬂz!——Ql Zf,(20)| I)-——Qza

-

<

;2]/1— 84_85(1__9)20 . / 89(1'_ﬁ 20
KD 4.9 5. (KF1yp 2] =&y 34Q.) 455
fiir |2z,] <o < 1.

Wir setzen

w 1/ 20—0*
(&K, 0) ]1 Ty

und haben so die Ungleichung

! f(z)

—22z,

<4%(K,0).
Daraus folgt

F@)  20nl | 4ln|BEKe)

Zo

B

Fe) ~ T—]zp el
also 4
—4]z,| W (5, K,0) + 2|z, | [ f' @) 4z| T
< Iz Zo - Zo (A,K, -2 Zo 2
|1—!xzov2 S S (e
—4|z W(E,K,@) f f”(zl?)] 4IZ W(e, K,
1—[z|? =3 lzaf'(zo)f:l‘ 1I~—t(z(:|2,g)
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Auf Grund der Identitdten
[z _
R { Zo f, (Zn)} == I Zy ‘

[, [ _ 2 .
Slzo f,(za)f _‘lzﬂl()_lz:—]'arg f (zt?)

(Hazo\ log | f(z) |

ergibt sich daraus

—4W (e, K, 0)+2]| 2| s 0 4T (e, K, 0)+2| 2|

llog{f/(zo)lé 1— |22

1""'[20]2 Z()Izo
4 (s K, 0) 0 , . 4W(5K,0)
1__‘2(]'2 ﬁ(-)‘zO'arg fz) £ 1T—|z?

Die Integration dieser Ungleichungen nach |z | von 0 bis | zo |

ergibt -
. 1]z
2 (e, K, @) log 12 —log (1— |29 Llog /=) | £
22w (o K,0log 12 —log (1= 217,
1 0 4 1 o
2wl K Qlog 2] g 22K Qlos T

Diese Ungleichungen bleiben richtig, wenn man in ihnen |z|
durch ¢ > |z,| ersetzt. Dadurch erhdlt man aber schon

1— 0)2 (s, K, 0) 1 , (1 + @)211'”(5, K. 0) 1
Pl 4 < < (LT
(1 -0 '1_Q2=If(zo)1; T—o .—’1_92

140

1—g¢’

|larg f(z0) | 22 P (5 K, ) - log

§ 4.
Fine im Gebiete B regulire Funktion f(2) heisse schlicht
im Kleinen in B mit dem Schlichtheitsmodul 7> 0, wenn [f@|zn
fir ze B. Die Klasse derjenigen Funktionen, welche im Innern
des Einheitskreises | z| < 1 schlicht im Kleinen mit dem Schlicht-

heitsmodul 7 sind, bezeichnen wir mit Ly

Selbstverstandlich muss eine Funktion aus Ly nicht .schlicht

sein.

Satz 14.
Voraussetzung: f(z) =2+ Na, 2" gehort zu Lo,
y -
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Behauptung: Fir |z| <o <1 gelten die Ungleichungen
2¢ 20

T 2lr@) < (L

20log 1
|arg (&) | < -
—e

Beweis: Herr Borel'®) hat den folgenden Satz bewiesen :

]Ist 9 (2) E Innern des Einheitskreises regulir und ist ausserdem
I?I(fl)[; \ gl(fz# 0, »(0)=1, so gelten fiir lz| <0< 1 die
Ungleichungen ‘

1 li__% 20
BETSM T @M
larg p(2) | < 2108 M -0

In unserem Falle ist f/(z) =1 + j’ vay 2" also

V=1
1 1 1
7 = 17 TR S
f(©0) 1f'@)[=n
Es geniigt die Borel’schen Ungleichungen auf ¢(z) =

anzuwenden, um die Behauptung zu erhalten.

. Es hat also schon jede Klasse L,
einen Drehungssalz.

Aus Satz 14 folgert man leicht den folgenden

_1
(2

; einen Verzerrungs- und

Satz 15.

Voraussetzung: Wie in Satz 74.

2¢

Behauptung: 1° ;f(z)];j (%)1—tdi fir |2] <o,

2l 5,
2% ist |f(z)| < f ntidt fir ein gewisses z,,

} s. z. B. A, Ostrowski: U
Borel’sch Uneles o SKi1: ber den Schottkysch¢n Sat .
Horelschen, Ungleichungen, Stagber. kel. Akad. Berlin 1923, p. 471,475, jashas

19
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so ist f(z) im Kreise |z| <|z,| nicht mehr schlichi, d. h. nimmt
dort gewisse Werte mehr als einmal an.

Beweis: 1° |f(z)|== \ff'(z) dz|, wobei von 0 bis z geradlinig

integriert werden kann. Daher ist

0

0 21
(G
n

o

dz

2° den zweiten Teil der Behauptung kann man auch folgen-
dermassen aussprechen: Ist f(z) in einem Kreise [z|<r=1
schlicht, so gilt fiir | z| = ¢ <r die Ungleichung

In dieser Fassung wollen wir den zweiten Teil der Behauptung
beweisen. Das Bild des Kreises |z|=2¢ in der w-Ebene ist eine
analytische Jordan-Kurve, welche den Nullpunkt im Innern enthalt.
Es sei w, der dem Nullpunkt am nichsten gelegene Punkt dieser
Kurve d.h. |w,|=min|f(z)|. Wir verbinden w, mit w=0 durch

eine gerade Strecke. La f(2) noch im Kreise | z| < r> ¢ schlicht
ist, entspricht dieser Strecke in der z-Ebene ein analytischer
Jordan-Bogen A4, welcher den entsprechenden Punkt z, auf der
Peripherie des Kreises [z|=¢ mit z=0 verbindet und sonst
ganz im Innern dieses Kreises verlauft. Wir schatzen die Léange
der w, mit w==0 verbindenden Strecke ab. Sie ist einerseits

gleich |w, | = n?in | f(z)|, andererseits
1=

o = 1l = —‘fgdz)=f'1f'<z>11dz1;f|f'<z>sd\z;

o geradlinig o
(4)

(4)
¢ 2
> j ',
Nennen wir eine Funktion der Klasse Lu, welche ausserdem
in |z| <1 schlicht ist, gleichmissig schlicht in |z| <1 mit dem
Schlichtheitsmodul 7, so ergibt Satz 15 die folgende Konsequenz:
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Eine in |z <1 mit dem Schlichtheitsmodul 7 gleichmissig

schlichte Funktion f(z) =2+ 3 a, 2" geniigt fiir |z]==0 <1 der

V=2

Ungleichung

0 20

fnmd@é_lf(@l;f(%)%do-

Den fiir die Klassen L, bewiesenen ganz analoge Sitze
konnte man auf Grund der Borelschen Ungleichungen auch fiir
die Klassen derjenigen Funktionen beweisen, deren Ableitung im
ganzen Einheitskreise von einer festen Zahl beschrinkt ist.

§ 5.
In diesem § wollen wir den Grundgedanken eines Beweises
des im § 3 verwendeten geometrischen Hilfssatzes darlegen.

Es sei eine parametrische Darstellung der analytischen ein-
fachen geschlossenen Kurve C in der folgenden Form gegeben

x=g@, y=p@® 0<t<2n
PO)=9@2m), YO)=y(2n).

Mit P(f) bezeichnen wir den Punkt von C, welcher dem Para-

meterwert ¢ entspricht. Jedem P(¢) ordnen wir einen Kreis K ()

zu, welcher folgendermassen definiert ist: K (?) ist der grésste C
in P(¢) beriihrende Kreis, welcher noch ganz im Innern von C

liegt, (genauer: Dessen Inneres noch ganz im Innern von C liegt).

Auf jedem K(#) sei die der Richtung der Uhrzeiger entgegen-
gesetzte Richtung als positiver Umlaufssinn festgesetzt. Wir nehmen

an, die Richtung der wachsenden Parameter auf C sei auch dem

Umlaufssinn der Uhrzeiger entgegengesetzt. Wir behaupten, es
gebe unter allen Kreisen X () mindestens einen Oskulationskreis
von C.

Angenommen, kein K (#) sei ein Oskulationskreis von C.
Dann muss also jedes K(t) ausser in P(t) in mindestens noch
einem Punkte C beriihren; hitte nimlich K () nur den Punkt P@)
mit C gemeinsam und liesse sich dennoch durch keinen grésseren
Kreis ersetzen, so miisste es ein Oskulationskreis sein, Aus dem
analytischen Charakter von C folgt, dass jedes K () nur endlich
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viele Pankte mit C gemeinsam haben kann. Von allen Beriihrungs-
punkten des Kreises K'(¢) mit C fassen wir — ausser P(t) —
noch die folgenden zwei besonders ins Auge: 1° den ersten
Beriihrungspunkt, den man von P(¢) aus in positiver Richtung auf
K (#) gehend antrifft — er heisse P(#'); 2° den ersten Berithrungs-
punkt, den man antrifft, wenn man von P(f) aus in positiver
Richtung auf C geht — wir bezeichnen ihn mit P(t").

Wir beweisen, dass P(#) mit P(¢") identisch sein muss.
Ware nimlich P (') & P(¢"), so miisste jedenfalls P(¢), auf K (¢)
gerechnet, ndher an P(¢) liegen
als P(!") (s. Zeichn.1). Auf C
gerechnet, wire P({") ndher
an P(t) als P(¢), d. h. es
wire "< . Wir betrachten
nun die aus den folgenden
zwei Bégen zusammengesetzte
Jordan-Kurve J: 1° Von P(z)
in der Richtung der wachsen-
den Parameter auf C bis P(t"), Zeichn. 1.
2° von P(¢") auf K(¢) in der -
negativen Umlaufsrichtung bis P(¢). Fiir nahe an t'gelegene
Parameterwerte ¢ wiirden dann die Punkte der Kurve C im Imferr;
von J liegen und C kénnte fiir ¢>¢ das Innere von J nich

rlassen, was unmdglich ist.
el \;’(/eir kénnen also vongeinem Punkte P(t’). sprechen,-welcher
mit P(") zusammenfillt. Die Zahl # ist eine Funktion von
t: £ =), P{') ==Plp (] Betrach-
ten wir nun einen beliebigen Kreis
K (t), auf ihm die Punkte P(#), P(t),
ferner zwei kleine Bdgen von C, wel-
che Werten von # aus gewissen Um-
gebungen von ¢ und # entsprechen
(vgl. Zeichn. 2). Wir behaupten, da§s
sowohl in P(#) als auch in P(¢) die
Richtung der wachsenden Parameter
auf C mit dem positiven Umlaufssinn p(t)
auf K(¢) identisch ist. Dasls) cifn'xt.so Zeichn. 2.
ist i t), folgt aus der Definition )
:fsctanjzl())’(es ﬁegt im lonern von C und berithrt C, d. h. man

P(t)
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muss, von P(f) auf C in der Richtung der wachsenden Para-
meter gehend, das Innere von C und das Innere von K (t) auf
derselben Seite haben). Nehmen wir nun an, die Richtung der
wachsenden Parameter in P() sei dem positiven Umlaufssinn

auf K(f) entgegengesetzt (vgl. Zeichn. 3). Dann betrachten wir

wiederum die folgendermassen definierte Jordan- Kurve J: Von
P(t) mit wachsenden Parametern auf C bis P(t"), dann auf K (2)
im negativen Umlaufssinn bis P (). Fiir Parameterwerte, welche
etwas grésser sind als #, tritt C ins Innere von J ein und kann

P(t)

P(t) \
1
/
/
/

PO N e P(t)

g

Zeichn. 3. Zeichn. 4.
es nicht mehr verlassen. C ist eine analytische Kurve und K(¢)
ist kein Oskulationskreis (weder in P(#) noch in P(t')). Wir er-
setzen zwei kleine Bdgen auf C um P(t) und P(t) durch Tangen-
tenstiicke, d. h. wir betrachten anstatt der Zeichnung 2 die auf
Zeichnung 4 dargestellte Figur. Wie leicht einzusehen, wiirde ein
zwischen zwei Geraden eingeschlossener Maximalkreis vom Typus
K(t) die Eigenschaft haben, dass bei einer Verschiebung von
P(t) in der mit dem positiven Umlaufssinn auf K(t) zusammen-
fallenden Richtung der Punkt P(f) sich in der zum positiven
Umlaufssinn auf K (#) entgegengesetzten Richtung verschieben
wiirde (vgl. Zeichn. 5). Dasselbe gilt also fir den Kreis K () und
die beiden Tangentenstiicke auf Zeichnung 4. Da der Unterschied
zwischen kleinen Tangentenstiicken und kleinen Kurvenhégen in
unserem Falle vernachlassigt werden darf, konnen wir das so
deuten, dass bei entsprechend kleinem positiven Zuwachs von #
der Parameterwert # abnimmt.

Wir untersuchen noch das Verhalten von # bej abnehmen-
dem ¢ Es sind hier zwei Méglichkeiten vorhanden:
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1° Fir geniigend kleinen negativen Zuwachs von ¢ #ndert
sich ¢ stetig. 2° ¢ @ndert sich unstetig, wie klein man auch den
negativen Zuwachs von # wahlt. v

Im Falle 1° ersetzen wir wieder zwei kleine Bogen von C
um P(¢) und P(¢) durch Tangentenstiicke und iberzeugen uns
shnlich wie vorhin, dass kleinen negativen Zuwichsen von t posi-
tive Zuwichse von ¢ entsprechen.

Im Falle 2° gibt es eine solche Umgebung U= (¥ — 4, '+ d)
der Zahl ¢ und eine solche Folge 0 < &,~0, dass ¢ (t— ¢,) nicht
zu U gehdrt. Dieser Fall kann nur dann eintreten, wenn K (f)
ausser P(t) und P(¥) noch an-
dere Beriihrungspunkte mit C hat.
Um dies zu beweisen, bemerken
wir zunichst, dass Mittelpunkt
und Radius von K () sich stetig
mit ¢ andern. Die Richtung des-
jenigen Radius, welcher P(#) mit
dem Mittelpunkt verbindet, ist
namlich dieselbe, wie die Rich-
tung der Normalenzu C in P(¢),
muss also sogar analytisch von ¢ Zeichn. 5.
abhingen; die Entfernung des : S
Mittelpunktes von K (¢) vom Punkte P(¢) ist. aber erhsxchthch eine
stetige Funktion der Richtung dieses Radu‘Js. Die Folge der
Punkte P[o (t—¢.)] ist beschrinkt, eine Teilfolge Plg (t:’“en,;)]
konvergiert also gegen einen Punkt P(f), welcher.auch nicht in
U liegt. Die Punkte P[(p¢—¢,,)] liegen auf den Kreisen K(_i"’fn;),
welche gegen den Kreis K (#) konvergieren. Der Punkt.P.(’t) ll;gt
also auf K(#). Es muss #>t sein, was aus der Defmltxo“n es
Punktes ¢ folgt. Dieselbe Schlussweise lehr.t auch, dass fiir g::—
niigend kleine positive Zuwéchse ¢ von ¢ die Punkt? Ply (t;»?_]
in der Umngebung eines der Berﬁhrungs-Pu.nkte: P(t) oder P(t)
(dieser letzteren kann es mehrere geben) liegen miissen. o

Jedenfalls ist also fiir geniigend kleines &: fp(t-_—e) > ih— ({3( )-
Jeder Zahl ¢ des Intervalls (0, 27) kann also eine solche Um-

2 dass in ihr ¢ (¢) eine abnehmende
gebung zugeordnet werden, ss . poneamente
Funktion ist. Die Funktion ¢(f) ist also im ganzen Interva
noton abnehmend und geniigt ausserdem der Ungleichung

2z () 2t20.

p(t)
>
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Es muss also ein solches #, existieren, dass @ (£)==1, wird. Der
Kreis K(f,) hat dann nur den einen Punkt P (%)= P (%) mit C
gemeinsam, ist also doch ein Oskulationskreis.

Einer von den Kreisen K (?) muss also ein Oskulationskreis
sein und hat dann einen Radius > & w. z. b. w. 20)

(Recu par la Rédaction le 25. VI. 1928).

@ Zusat;[l_:{ei der Korrektur:
) ie mich Herr Prof. E. Landau freundlichst aufmerksam macht i
sich Satz 2 ohne den Umweg iiber Satz 1 durch Anwendung desa?m eéeifrg';g:

von Satz 1 gebrauchten Koebeschen Verfahrens auf 3 log Z—(-zn)- Man erhalt dann
z
1 1+
=.lo = -
17 g 1-)r

unmittelbar den Wortlaut von Satz 2 mit ¥(r) = ;‘{ log

Sur quelques applications du calcul fonctionnel a la théorie
de séries orthogonales?)

par

H. STEINHAUS (Lwéw).

En se servant du calcul fonctionnel, comme I'a fait M. Ba-
nach dans une Note remarquable concernant les séries orthogo-
nales?), on obtient les théorémes suivants qui contiennent les
résultats de la Note citée comme des cas particuliers.

I Si {@a} et {p.} sont deux suites normées et orthogonales
de fonctions continues, dont la seconde est compléte dans le
champ de fonctions continues, et si, en outre, la suite numérique
(&} a la propriété de transformer tout développement formel par
rapport aux ¢ d’une fonction continue?)

) 2/59,@
k=1’
en un développement formel d'une fonction continue

© }:’IA £9.

par rapport aux @,
alors la convergence uniforme de la série

kZiak ¥, ()

1) Les résultats principaux de cette Note ont été I'objet d'une conxmunj—
cation au Premier Congrés des Mathématiciens Polonais tenu & Lwéw en aoiit

1927.
%) Comptes Rendus de IAcad. des Sciences, t. 180, pp. 1637—40, (2
juin 1925).

3) Un développement formel est une série dont les coefficients sont obte-
"nus par des formules a la Fourler.





