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Es muss also ein solches #, existieren, dass @ (£)==1, wird. Der
Kreis K(f,) hat dann nur den einen Punkt P (%)= P (%) mit C
gemeinsam, ist also doch ein Oskulationskreis.

Einer von den Kreisen K (?) muss also ein Oskulationskreis
sein und hat dann einen Radius > & w. z. b. w. 20)

(Recu par la Rédaction le 25. VI. 1928).

@ Zusat;[l_:{ei der Korrektur:
) ie mich Herr Prof. E. Landau freundlichst aufmerksam macht i
sich Satz 2 ohne den Umweg iiber Satz 1 durch Anwendung desa?m eéeifrg';g:

von Satz 1 gebrauchten Koebeschen Verfahrens auf 3 log Z—(-zn)- Man erhalt dann
z
1 1+
=.lo = -
17 g 1-)r

unmittelbar den Wortlaut von Satz 2 mit ¥(r) = ;‘{ log

Sur quelques applications du calcul fonctionnel a la théorie
de séries orthogonales?)

par

H. STEINHAUS (Lwéw).

En se servant du calcul fonctionnel, comme I'a fait M. Ba-
nach dans une Note remarquable concernant les séries orthogo-
nales?), on obtient les théorémes suivants qui contiennent les
résultats de la Note citée comme des cas particuliers.

I Si {@a} et {p.} sont deux suites normées et orthogonales
de fonctions continues, dont la seconde est compléte dans le
champ de fonctions continues, et si, en outre, la suite numérique
(&} a la propriété de transformer tout développement formel par
rapport aux ¢ d’une fonction continue?)

) 2/59,@
k=1’
en un développement formel d'une fonction continue

© }:’IA £9.

par rapport aux @,
alors la convergence uniforme de la série

kZiak ¥, ()

1) Les résultats principaux de cette Note ont été I'objet d'une conxmunj—
cation au Premier Congrés des Mathématiciens Polonais tenu & Lwéw en aoiit

1927.
%) Comptes Rendus de IAcad. des Sciences, t. 180, pp. 1637—40, (2
juin 1925).

3) Un développement formel est une série dont les coefficients sont obte-
"nus par des formules a la Fourler.
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entraine la convergence uniforme de la série
&% —
k=1

II. L’hypothése du théoréme précédent étant vérifiée, la

~ convergence uniforme d’une série de polynomes en @

() (@ Poyt @y Pyt GPa) + (G Dot e+ BeP)
implique la convergence uniforme de la sér'e transformée
(4) (}"’1 al (/)"1+ n aj(/‘]nj) + (}‘m p)1 (/)P1+ * "X‘Pk(gk (ppk) + re
de polynomes en ¢. '

Il Si la suite {@,} est fermée dans le champ de fonctions
continues, le théoréme Il admet une réciprogue; les hypothéses
de I sur {¢.} et {¢.} sont maintenues et la réciproque affirme
que la propriété de {4} de transformer toute série uniformément
convergente (3) en une série uniformément convergente (4) impli-
que la propriété de {4} qui a servi d’hypothése pour I.

IV. Pour que la thése du théoréme Il soit vérifiée, il faut
et il suffit qu il existe une constante M mdependante de nombres
7 &15 ... 5 telle que Pon ait

Zlk Lo (n) | < )jbupk(t)

k=1

<< M. maximum de
0<7<1

V. Lemstence de la constante M aux propriétés spécifiées
tout & l'heure constitue la condition nécéssaire et suffisante pour
que la suite numérique {4} ait la propriété de I'énoncé du thé-
oréme I; {¢.} et (g} signifient la méme chose que dans cet
énoncé et on doit supposer que {@.} est fermée et {;p,} est
compléte.

En posant 4i=/1y=...=1 dans le théoréme I on obtient
le théoréme principal de la Note de M. Banach.

Les théorémes I—V admettent des analogies dans le champ
de fonctions sommables avec une puissance 1+ p supérieure
a Punité (p > 0).

Soit donc {@.} une suite dont les termes appartiennent au

champ S™P ce qui veut dire, que les intégrales lebesguiennes

(5) maximum de
0<r<1

f{rp (r) |"" dt sont finies. Dans ce cas il est naturel d’introduire
4]

la biorthogonalité; la suite (¢, (%)} sera appellée normée et biorthoe'
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gonale, s'il existe une autre suite {1,} aux termes appartenant

S+p, telle que
1sim=n
f%@%@ﬁ~oﬁm#m

On convient de calculer les coefficients du développement

d’une fonction f(@) de S+" par rapport aux ¢ a Paide de for-
mules

=[O n@d,

ce qui est toujours possible et ce qui s’écrit en abrégé

»f@~;}w@

Si {¢.)={¢.}, on revient & l'orthogonalité.

En disant que la suite {¢.}, normée et biorthogonale, est
compléte dans le champ S™*” nous entendons que toute fonction
du champ, dont les coéfficients par rapport aux ¢ sont tous nuls,
s’annule elle-méme presque partout. En disant que la suite {¢n}
est fermée dans le champ SH', nous exprimons le fait q'une
fonction arbitraire de ce champ f(7) adme’c une approximation
indéfinie par des polynomes en <p

]_T (7) —‘2 %t Pr (@),

k=1
en mesurant 'approximation par l’mtégr_ale

jV@ﬁmme

dr,
Si une série approche une fonction au sens spécifié dans la défi-
nition qui précéde, on dira que la série converge vers f (7)) sui-

vant la norme S*™. On apelle ,norme .S P de f('t) le nombre
1+P 1 1+p :

fV@

Dans le cbamp de fonc‘uon continues les notlons ,,fermee et

,,complete“ avaient une signification tout 2 fait analogue; ,fermée”
13

dv.

Studia Mathematica,
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. signifiait la possibilité de I'approximation -uniforme d’une fonction

continue quelconque, ,compléte® signifiait, que les fonctions con-
tinues s’annulent identiquement, si les coéfficients de leurs déve-
loppements sont nuls.

Revenons aux énoncés [—IV et remplagons-y le champ de

fonctions continues par le champ S, Porthogonalité par la
biorthogonalité, la convergence uniforme par la convergence sui-
vant la norme et enfin le maximum du module d’une expression
par la norme S'%?; ces substitutions verbales fournissent des

théorémes nouveaux I'—V’, dont la démonstration est essentielle-
ment la méme que celle de théorémes [—V.

Démeonstrations.

Lemme+4). Soit C un champ vectoriel, normé et complet,
(briévement un .,,champ du type B“); si F'(x) est une fonctionelle
additive et homogéne définie pour x&C et si les valeurs y

y=F(x) |
appartiennent & un autre champ D du type B, alors la fonctio-
nelle F sera continue si o

6) : Lim x,=x,
implique toujoﬁrs
(7) nlLII; inf “F(xn) “D>“F(x0) “D'

[Lim x,=x, signifie: lim |[x,— x.],=0; | z[ signifie la norme
n—>o .

de z dans le champ E.].
Le théoréme [ étant contenu dans II, nous commengons
par la

Démonstration du théoréme IL

1 est connu que I’ensemble de fonctions -continues x (7) de
la variable réelle 7 constitue un champ K du type B quandon
définit la norme [x|, par le maximum de |x(z)| dans (01).
En écrivant ‘

x~&Ep+hot...,

%) Ce lemme est dii 3 M. Banach (Fund. Math. IIl, 1922), Une démon-
stration trés simple a été donnée par M. Orlicz (Studia Math., 1 (1929), p. 9,
renvoi 14). " Quant aux notions et notations du caleul fonctionnel voir p. e. les
pp. 54—56 du travail de 'anteur dans le méme tome des Studia.

@
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Ihypothése du théoréme II fait correspondre & x(z) une fonction
continue y (7) telle que

y~1’1§151 +}"3§3¥3 +---

{¢a} étant compléte, cette fonction est tout i fait déterminée.
On a défini ainsi une fonctionelle y = F (x) pour x&K, évidem-
ment homogéne et additive.

Pour appliquer le lemme, remarquons que y&K, ce qui per-
met de définir la norme dans le champ D=K par la méme
convention -que dans C=K. '

Nous allons montrer que (6) implique (7). Le contraire
signifie “ ‘

Lim x,=x, lim 1F Gea) | < F (o) 5

posons
: Yn=F(xa)y go=F(x0),
e DED g | xm DED g
k=1 k=1
on_aura
oy n) S (o)
Yn NkZ—lxk 55‘)90,‘, Yo ~k2—17.k e P
et — en €crivant '
LEP =10 (n=0,1,2,...) —
g~ 2009, (n=0,1,2....).
k=1
Lim x,=x, implique évidemment
n—o . )
. ng)_—_— xn (7) @ (7) dr ——-)»fxo('b’) Pr (v)dr= 20)’
0 , 0
‘donc ‘
®) o lmnP=n
or, nous savons que
9) lim [ga] <lgols

ce qui permet d’extraire de {yn} une suite faiblement convergente

{za}; par définition, on aura "



Polska Biblioteka Wirtualna ICM

@

196 ; " . H. Steinhaus,

‘ TS ‘ 1 :
a0 f 2 (1) 1 (3) do —> f 2 (D h(@)ds,
0 : . -0

quelle que soit la fonction continue h(7); écrivons

. © v
. =
z,,N;CZng)q)k - (n=0,1,2,3.);
la suite {{{”} é&tant extraite de {qi")}, on aura — a cause de (8) —
| lim (=7 "
n—>w

et, a cause de (10), (en y posant A (7) = g, (7))

lim W ==1©,

" .np—o

ce qui implique

S W= k=120
et — la suite {p;} étant complite —
(11) 2, () =y, (v).

o La limite faible z, de z, satisfait d’aprés une loi connue
a l'inégalité k

12) o liminf [z >z
et — {z,} étant extraite de {y.) — & P'inégalité

,‘E‘l l2a | <lgol -

qui découle de (9) et qui est incompatible
! patible avee (12
tient compte de (11). ' ’ ‘ G2 qu‘and -
. .Cette c‘ontradi’ction montre que (6) implique (7) pour‘la
fonctlonelle' considérée F'(x), qui est donc continue suivant le
emme. So.1t %, la somme totale et x, les sommes partielles de
la série uniformément convergente (3); on aura

- Lim x,=x,

. )
n—oo L
ce qui implique, 4 cause de la continuit,

(13) . . ’I;l::: F ( xn) =F ( xo) ;

or, F(x,)est la.n-i¢me somme partielle de (4), et (12).ne signifie

autre ghose que la convergence uniforme de (4). :
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Démonstration du théoréme IIL

Soit x, (%) une fonction continue - quelconque; la suite {¢x]
étant fermée, il existe une série (3) qui converge uniformément
vers x,(7); en désignant ses sommes partielles par x,(7), on aura
(14) Lim x,=x,.

Par hypothése, la série transformée (4) est aussi uniformé-
ment convergente; désignons par y.(z) (n=1,2...) ses sommes
partielles et par y,(r) sa somme totale:

(15) Lim yo=y.;

n—rw
x, et y, sont des fonctions continues comme x. et ¥a; soit "57;")
le k-itme coefficient de x, (n=0,1,2,...) par rapport & {¢} et

nin)wle k-igme coefficient de y, (n=0,1,2...) par rapport

a {¢); on aura évidemment

n® —=LED (n=1,23..),
mais (14) et (15) impliquent

im §09— 50, i 112
ce qui donne fiﬁalement
(16) S =k
pour tout k naturel. (16) démontre qu’en multipliant par A les

coifficients d’une fonction continue x,(z), on obtient les coéffi-
cients — par rapport aux @r — d’une fonction continue y, (7).

Démonstration du théoréme IV.

Il est évident que inégalité (5) suffit pour déduire la con-
vergence uniforme de (4) de la convergence uniforme de (3).
Pour démontrer que (5) est nécéssaire, supposons que’elle n’a

pas lieu; appellons p;, Pys P3s--: les termes d’'une série telle
que (3) et g, Gy G3s--- les termes d’une série correspondante

. | . b .
(4); on pourra déterminer ces polynomes de maniére que Ion ait

a e
P : N
oM b pilgl,  Q=atlals )
on aura, a cause de amn,
o lim | 2]=0,
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ce qui permet de trouver une suite {j,| telle que la série
3

2B,

n=I1

soit convergente uniformément, tandis que la série correspon-
dante

&

o
2'Q,
n==1
ne saurait I'étre, car |Q;]|=1.
En méme temps nous avons établi le théoréme V, qui est
une conséquence immédiate de théorémes précédents.

Enoncés et démonstrations de théorémes I'—V",

Pour établir le théoréme II, on définit une fonctionnelle
y=F(x); le systtme {@,} étant complet, la fonction y(v) du
champ §'” est déterminée sans ambiguité par la convention qui
a été employée au début de la démonstration du théoréme II.
Pour démontrer la continunité de F'(x), il faudra extraire d’une
suite {y,}, telle ‘que ‘ '

lim [[ynllp <l %5

‘une svite faiblement convergente {z,}. Il faudra donc trouver un

2, (limite faible) tel que I'on ait ,
1 1
W) . lm f 20 (0) h () dv = f 2 (@) h (9) du
SR 0
, : 1
pour tous les /() du champ S'T7%, étant donné que

1
lim f |gn (@) |7 de
: n—>m s

est moindre que [ |y, (2) |'** d7, donc finie. Or, cela est possible

g , ,
(si p'>o) d’aprés un théoréme de M. F. Riesz%). On posera
(‘ensulte h(@)=vyr(z) pour établir une relation (11) analogue
a (11); quant & une inégalité (12’)7 analogue a (12), elle aura en-

%) Untersuchungen iiber Systeme integrierb i
69 (1913). Cf. aussi le ,Hilfssatz 1 du § igrlg; la';i:rf;:kaoﬁ?,O“z'aitil::.zAcri‘::lé

dans nétre renvoi f).
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core lieu d’aprés les propriétés de la limite faible dans le sens
actuel. On obtiendra ainsi le théoréme II', dont I’énoncé emploie
la notion de la ,convergence suivant la norme S'7P“ au lieu de
la convergence uniforme.

Pour démontrer le théoréme II', on n’a qu’a suivre 'analogie
avec llI; pour tirer parti de (14') et (15') analogues aux (14) et
(15)) et pour en déduire que les coéfficients de xn, y. tendent
vers ceux de x, respectivement de y,, il faut employer I'inégalité

de MM. Riesz et Holder; en effet, on a

o f [x. (2) — x, ()] Yi. (%) dr | <

1

14—

14-p +P
1

- [1 R <1
4 14p 1+P
A \g.\/‘/]xn(w)—xa(fv)l-kdfv. f|¢k(f)| .z
0 . 0

et Lim x,=x, signifie que le premier facteur & droite tend vers

n-—»w . R
zéro pour n—oo; 'inégalité conduit immédiatement 4 & i,")» E:’) ; on

démontre la m&me chose pour les y.
Le théoreme IV’ admet une démonstration parfaitement ana-
logue & celle de IV; il ne faut pas oublier que le maximum du
1

1 —
1 1+p
module est remplacé maintenant par f |x(@)| d= et que
. ,

telle est la signification actuelle de || x|. La convergence uniforme
est remplacée par la convergence ,suivant la norme S'TP%.

Ces analogies font défaut pour le cas p=0, ce qui tient
3 ce qu'on ne peit plus (en général) extraire une suite faiblement
convergente d’une suite {y.}, en sachant seulement que

1
f | g (v) | d7 < constante.
0

" Des hypothéses supplémentaires pourraient y remédier; il serait
plus intéressant de savoir si les théorémes cessent d’'étre exactes;
nous remarquons seulement que la difficulté tient au champ des
y, qui est le contredomaine de la fonctionelle y=F(x).
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Le théoréme I fait partie de la Note de M. Banach pour
le cas ot Ai=lp==...=1 et ou la biorthogonalité se réduit
a l'orthogonalité, o o

Quand on considére les développements orthogonaux et on
suppose en outre que les suites {¢.} et {¢} sont identiques, on
tombe sur des problémes considérés par M. Orlicz dans un
travail récent®); on y trouve des relations entre les classes de
suites {4} correspondants aux champs différents.

On peut poser la question, quelles sont les conditions né-
céssaires et suffisantes pour qu’une suite {4,} ‘transforme un dé-
veloppement d’une fonction appartenant 4 un champ (p. e. 4 celui
des fonctions sommables) en un développement d’une fonction
appartenant & un autre champ (p. e. 2 celui des fonctions conti-
nues): on. obtient des théorémes tout i fait analogues i ceux
qui ont été démontrés tout a I'heure. Les champs mentionnés ici
a titre d’exemple ne prétent i aucune difficulté, car c'est seule-
ment le premier (qui sert de domaine i la fonctionelle) qui-est
constitué par des fonctions sommables; il serait différent — selon
une remarque faite plus haut — si ¢'était le second.

8). Ces Stud.ia, I_(1929), pp. 1—39, spécialemeni‘ le § 3 (pp. 18—26).

(Regu par la Rédaction le 13. II. 1929).

Sur I'application de la méthode des approximations successives
dans la théorie des équations différentielles

par

W. NIKLIBORC (Lwéw).

Nous allons faire dans cette note!) quelques remarques sur
Papplication de la méthode des approximations successives a la
démonstration du théoréme fondamental de la théorie des équa-
tions différentielles ordinaires. Nous nous bornerons au cas d’une
seule équation

U fx)
1) dx » Y
en remarquant toutefois, que tous les résultats sout aussi valables
pour un systéme. '

Supposons, que f(x,y) est continue danf, u?.don‘lfun'e
fermé (D) et soit (x,y,) un point de (D). Pour simplifier I'écri-
ture posons, sans restreindre la généralité x,= g0.=0. Dans le
probléme de Cauchy, il s'agit de trouver une fonction y= y(x)y
satisfaisant a Péquation (1) dans un intervalle [—di, &), 0 di,
0 0y, 01 +0d3>0 et en outre & la condition init.iale y(0)=0.

On sait, que si le point (0,0) est & Pintérieur de (D), alors

1° au moins une solution du probléme existe?), et

! Stait objet de ma conférence au I-er Congrés mathém.
polon. )(SS;‘::fnbl::t?wﬂ). D"essl circonstances indépendantes de l’éuteur en ont
empech;)t l(?'epsgblll\(/iahlgr:: ::152:1 Z\ﬁrisilne'tx:nontré pour la premiére fois le théorém:
fondamental de la théorie des équations différentielles en sugggsacn.i oi:utenrzg?e
la continuité de f(x;y): Math. Annalen T. 37 (1890), pMIBZWI- .Su)l' ns encore
parmis les autres travaux consacres a ce su}et:’f’. (I)\Jnte R Jes o )
infinies de fonclions, Annales scientifiques de I'Ecole Normale Sup ,

T. 24 (1907), p. 233-334 (264 et sui:il.); W. Osgood: Beweis der Existenz
einer Lésung der Differentialgleichung d—‘z =f(x, y) ohne Hinzunahme der Cau;::;r-
Lipschitz'schen Bedingung, Monathshefte f. Math. u. Phys, T. 9 (1898), p. 331—345;





