Sur les points d’ordre ¢ dans les continus.
' Par

Stefan Mazurkiewicz (Varsovie).

1. Le point p, d'un éspace métrique et séparable est dit d’ordre c,
si la frontidre de tout ensemble ouvert contenant p et suffisament
petit a la puissance du continu!). Désignons par K¢ P'ensemble de
points d'ordre ¢ d’un éspace donné K, par K€€ Pensemble de points
d’ordre ¢ de K¢. Une Note de M. Kuratowski et de moi ?) con-
tient la définition d’un continu K tel que KC¢==K¢C. Dans cette Note
je vais donner la définition dun continu Péanien (c. & d. localement
connexe) K tel que

(1,1) Kt = 0 = K¢,
Ce continu fournit en méme temps la solution d’'un probléme de
Urysohn.

2. Definition d'un ensemble auxiliaire L. La con-

struction qui va suivre n'est qu'une modification d'une-construction -

bien connue due &4 M. Sierpinskis). Désignons par R(a, b, ¢, d)
le rectangle determiné par les droites: x=a, z =5, y=1¢, y=d.
Soit B*=R(a. b, ¢, d) un rectangle donné. Posons pour # naturel:

a-+b b—a a4+b b—a 3c-l-d
Th—l(R*)-—-‘R( _';_ TTem -; ot —4'— 3d)

a+4b, b— b, b— : 3d
ﬂn(R*)éR( -g + 22na: a;— +2an-:'$ ) c-l; )

(&1)

Soit: S(R*) le segment de droite: z— ;— b, ce=Sy=<d.
) Menger: Math, Ann. 95, p. 280,

%) Fund, Math, XI, p. 29—35.

3) Fund. Math, II, p. 81—95.
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Soit B, =R (0, 1,0, 1) et posons:

(2’2) _’l” = T" ('Ro)3 'T;'l'"l"‘""k'”k-}-l = Tnk_'_l (Tn‘,n,,.‘.,nk)

(2}3) So = S(Ro)) Sn;,ng,..‘,uk = S(Tnbu,,...,uk)
(24) L, =”(2 T,,b,,”w,,k) (g Mgy my=1,2....)
ket

@8 Li=5+ 3 ( D umn) O m=1,3,.)

kwl
(26) L=IL +1I,

On démontre sans peine que L est fermé. Un raisonnement
analogue & celui de M. Men g er concernant 'ensemble F de M. Sier-
pinski?') montre que lon a pour tout point p de Li:

2,7 dim, L = 0.
3. Démonstration de la relation I 0.

(8,1) *) Désignons, pour A, p,, p, > 0 par Wi(a, ¢, A, p,, p,) Voctagone: R (s, a-}-2,
6—A—p, e—A) + R(a—N\, a4\, e—X, c4A)4 R(a—\, 8, e<-), e+
~+A~p,). Nous dirons que le continu C traverse R(a, b, ¢, @) si: 1) CC
C R (a, b,¢, d), 2) C a des points communs avec chacune des droites: z==a,
2 ==b. Nous dirons que le continu C traverse Wi{a, ¢, \, p,, p,) 8i: 1) CC
C W(a, ¢\ pyypg); 2) C a des points communs avec chacune des deux
lignes polygonales, dont la premiére est formé par les 3 segments: x =g,
c—A—p SYLe—N —AZBZ0, y=c¢—\ =0—\, c—A=Zy<
=c+A4p, — la seconde, par les trois segments: w= a4, c—A—
—mSyscth sosat), y=ct )l s=o, cfA=Zy=<et
R el T

On établit facilement les resultats suivanta:
(B,11) 8i ey==c<d=d, etsi C traverse R(a,b,c,d), alors C traverse E(a,b,¢,,d,).

(812) Bi a<<a, < b, <b et si C traverse E(a, b, ¢, d);alors C contient un sous-
continu C, qui traverse R(a,, d,,c,d). )

(3)18) 8i: a<<g—A<gF+A<h e<h—AZh+2r<d et 5i C traverse
R(a, b, ¢, d), — alors C contient 'un sous-continu C, qui traverse W (g, kA,
h—X—c¢, d—hb—A)

1) Menger. Dimensionstheorie p. 138 ss,
%) Comp. Mazurkiewicz Fund, Math, 1II p. 72—T74.
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B,14) Si: C traverse W(u, 0, A, u, p5) et 81z CX B(@—X, a~X, e—], e-fel) =0,
alors C traverse un des deux rectangles: R(a, a -+, ¢ —A—p,, o) et
R(a—2A, o ¢ a—{-—,)\-l-,u,).

(8,2) Soit B*= R(a, b, ¢, d); nous désignerons par Z(£¥) le segment

de droite: x= %—é, @c_;til sy ij;ii. Si C traverse
R(a 5 b-—zr, iab—{r- o, ¢ d) (0>0) et ne contient pas

Z(B*®), alors ils existent deux sous-continus Cy, C; de C et deux
entiers my, my tels que C; traverse T, (B*) (i=1,2).

Soit ¢ un point de Z(R*) — C. Désignons par g l'ordonnée de ¢. Soit A un

d—e \
nombre positif inférieur & la fois &: }p(g, C), oy s Dtaprés (3,18), C con-
‘ b
tient un sous-continu C’,; qui traverse W(z-—zi-——-, g N g—A—c, d— y—x).

D’autre part on a:

321) ¢'X 1;(

+hg-M 9+7\)=0-
Done, d'aprés (3,14) C’ traverse soit 'R(

b b
E2 o S s ppcoxr(t oy, 2Ry

a

3 b, a-;-b_‘_)\, ¢ g) soit

. 1
B (i‘ii -, 22 o 3), done apris (3,11) soit B (“ mal il LN "”3‘1)

=\ 2 2 2 g2 ! 4
d

soit R(“'é‘b—x, “':b, 3";" , d)

dans le second: my=25; —1 (i=1, 2), 1, ], désignant deux entiers tels que:

. Dans le¢ premier cas on pose m; = 21[;,

. b—a- .
(3,22) o =M 1=1,2

On a les inégalités:

a+b _o+b b—a _a4b b—a _ab
2 < P) + 25[1 < 9 + 2[{_1 é 9 -'I--x

(3,28) i=1,2
a

b 64+b b—a a+b b—a _a-
D <o

Comme dans le premier caa:

) _pfot+d b—aat+d b—a c-}3d
I e e

dans le second:

__plet b—aatbdb b—a Bctd
62)  Tom=p(F-gg obR toe edd )

on voit que d’aprés (3,28) et (3,12) C’ contient denx sous-continus C, et C; qui
traversent T'p,(R*), T'n,(R®) respectivement.
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(3,3) Désignons par p, le centre du rectangle B,. Nous allons dé-
montrer que p, (C L& Soit ¥ un voisinage de p,, de diamétre
<. V est alors contenu dans Pintérieur de B,, et on dé-
montre facilement, qu'il existe un continu C(C7—7V et un
nombre o>>0 tel que C traverse R(}—a, 440, 0, 1) 1
suffit de démontrer que 'ensemble C X L est non dénombrable.
C'est certainement le cas si C contient un des segments: Z(R,),
Z(Tyyny...n,)- Dans le cas contraire, on peut, d'aprés (3,2),
& toute suite dyadique): (B, B,,., B,), faire correspondre un

entier m (B, Byy..., B) et un continu C(B,, y,..., ) de telle
maniére que lon ai:

(3,31) C(IBI, ﬁl-."-v lgle) traverse Tm,,m,...‘,mk! ol m; = m (B, Bise ey B)
i=12..., k

(3)32) C(ﬂl) C C, O(BI) :32!%"1 lgk) Blu{-l)C 0(1813-": Blc)

Etant dooné une suite dyadique infinie (B, f,,...) faisons lui
correspondre le point:

333) v=ff C(B:, Boserss B = [ Tusm....n, m=m(By, Bry B

k=1 kw1
i=19...
v est contenu dans CX L, d'aprés (3,31), (3,32), (24), (2,8).
Comme & deux suites dyadiques infinies correspondent des points v
différents, on voit bien que C X L ala puissance du continu. Done:

(3,4 p C LEF0.

4. Definition de K.

L étant fermé, il existe un ensemble linéaire E et une repré-
sentation continue de E sur 'L, effectuée par un couple de fonctions
continues et determinées pour v (C E: x=¢,(1), y=¢(r). En
désignant par a,, a, les bornes inférietre et supérieure de E, nous
définirons dans Iintervalle a; <1=a, deux fonetions: v, (1), V()
par les conditions: "

(41) Vi(r) = ¢u(). pour rCE.

(4,2) yri(r) varie linéairement ddns tout intervalle contign & E.

3) e. 4 d, composée de O et 1.
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Soit K Vimage de la courbe continue: 2=y @), y=vn(r)
GSTS ay — .

K est un continu Péanien contenant L. Done, en vertu de (3,4):
(4,3) LeC Ke0.

D’autre part, d’aprés la définition de K, on a:

o ' o
(44 K=L+ Y L=L+L+Y 1L
o=l nwli

L, I,,... étant de segments de droites. D’aprés (2,7), tout point
pCL; peut étre enfermé dans un voisinage ¥ (p), arbitrairement petit
ot tel que (V(p) — V(p)) X L=0. L étant fermé, on peut rem-
placer V(p) par un voisinage U(p) remplissant les conditions sui-
vantes:

(48) U(p) D V(p);
(4,6) le diamétre de U(p) << 2 X diameétre de V(p)
D) (U — U(p)} X L=0.

 (48) U(p) est la somme d’un nombre fini d'intérieurs de cercles;

il en résulte que U(p)— U(p) est composée d’un nombre fini d'ares
de circonférences. Done:

@on [T —U@lx &= LX[U®) — U®)

=]
est an plus dénombrable. Il en résulte en posant: K, ==L, -} b z,
n=1
(4,92) K<C K,
(4,93) ' K«C Ef=0

car K, est composé d'un ensemble dénombrable de segments de
droite. :

5. Le probléme de Urysohn. Urysohn a posé le probléme
suivant: si KC3=0, existe-t-4l une infinité indénombrable de continus
deuz & deur disjoints, agregée & K 1),

) Urysohn, Verh. Akad. Amsterdam. Deel. XIII No. 4 (Eerste sectie)
p. 141143, :
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La reponse est négative; en effet, V'existence d'une telle infinité:
entraine K¢€==0. La démonstration se trouve implicite dans le
mémoire de Urysohn (L ¢.). Il suffit de faire la remarque suivante:
si l'on considére Dinfinité y, comme ensemble de points de I'espace
E de tous les sous-ensembles fermés de K et si 'on désigne par
7{” lensemble de points de condensation de v,, alors vy, X 7@ est
non dénombrable ).

%) Hausdorff. Grundaiige der Mengenlehre 1914, p. 269 (Kap. VIII, § 3,1I).

' Varsovie 7. X1, 1929.
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