286 G. Poprougénko.

brable) L étant, d’aprés la propriété (a), de 2-éme catégorie sur
lui-méme, que f(x) n’est pas une fonction de classe 1 de Baire.

D’autre part, la fonetion f(x) est évidlemment une fonction de
Baire relativement & lespace L, car elle est continue sur les en-
sembles P et I — P dont le premier est un F, et le second
un G, relatif 4 L. Cette fonction est donc de classe 2, ce qui dé-
montre 1'égalité (1).

Pour a>3 le probléme de M. Mazurkiewicz reste non
résolu et semble étre trés difficile méme pour a=4.
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Sur un probléme concernant les fonctions
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f(x) étant une fonction définie dans lintervalle J <<z,
désignons par P(f) l'ensemble de tous les nombres = de cet inter-
valle, tels que

S@)=Ff¢), pour 0<<t <z

Théoréme: Pour quil existe une fonction continue f(x), telle
yue E=P(f), il faut et il suffit que Uensemble E s'oblienne en en-
levant d’un ensemble parfait, situé dans Pintervalle J (et contenant le .
point 0), toutes les extrémités droites de ses intervalles contigus (8l
y en a).

Démonstration. Soit f(x) une fonction donnée, continue
dans lintervalle J, et soit E==P(f). Nous prouverons que I'en-
semble Z' jouit de deux propriétés suivantes:

1. Si #,eJ — E, il existe un nombre a <z, tel que xe¢J—E,
pour @ << & < % ’

2. 8i 0<<x, et w,ek, il existe pour tout nombre a <z, un
nombre xe K, tel que a<lx<,.

Soit x, un point de l'ensemble J— E. De la définition de T'en-
semble E = P(f) résulte quil existe un nombre z,, tel que 0<
<oy < et fl@) =flz)

Désignons par M, resp. par m la borne supérieure, vesp. infé-

1) M. Mazurkiewicz a remarqué que si f est une fonction continue, P(f)
est un ensemble G cf. 8. Banach, Fund. Math. t. VIII, p. 167.
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rieure des nombres f(z) pour z, << . La fonction [ étant
continue dans lintervalle (xy, %,), il existe dans cet intervalle des
pombres a et §, tels que f(a)==M et f(8)=m. :

Si @=p, ona M=m, dod résulte tout de sui‘te que f(z) =
= f(x,), pour #, Lz %,. On a done dans ce cas xeJ— E, pour
a < 2<%, (a=a), et la propriété 1 est démontrée.

Soit done e==8, Si =1, on a f(z) Zf(%) pour 2, ST %
ot il en résulte sans peine que weJ—E pour ¢ <<z <z En
offet, soit z un point intérieur & lintervalle (e, ). On a done
(@) = M 2= f(a) = f(w,) = f(x,). La fonction f étant continue dans
Iintervalle (z,, @), il existe dans cet intervalle un nombre 2, tellque
f(t) = f(&). Or, de t<Ca<<z résulte que 7 . On a done zeJ—F
et la propriété 1 est vraie (pour a= @)

Pareillement, si & = x,, on trouve zeJ—E pour § <z <w, et
la propriété 1 est vraie (pour @ ==p).

Soit enfin ¢ 3=z, et § =z, Désignons par a le plus grand de
deux nombres a et §. Soit p. e. a=@a>f et soit  un nombre
tel que o << <z, '

On a f(&)=M_Z=f(x)=m=f(f) et parsuite il existe dans
Vintervalle (8, ) un nombre f, tel que f(f)=f(z), et, d’aprés
t<<a=a <<z on a xeJ—K. Pareillement, si a=§>> @, on trouve
zeJ — E pour o <2< 2.

La propriété 1 est ainsi démontrée dans tous les cas.

Soit maintenant x, un nombre positif, appartenant & E, et soita
un nombre positif < x,. Je dis qu’il existe un nombre 6> 0, tel que

(1) | f(@) — flzo)| >0, pour OSa<Ca

En effet, &'il en était antrement, il existerait pour tout » naturel
un nombre x,, tel que

A

@ fle)—fe)|<; e 0<o.<a

En extrayant de la suite (bornée) x, (n=1,2,...) une suite
convergeante x, (k=1,2,...) et en posant limx, = ¢, on aurait
k=00
d'aprés (2) (la fonetion f étant continue):
fO=Fla) et t<a<a,
ce qui est impossible, puisque z,¢ & et E = P(f).
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Il existe .donc un nombre ¢ >0, pour lequel on a la formule 1).
Or, la fonetion f(x) étant continue pour z=uz,,
x < %, suffisamment voisius & x, des valeurs flx),

| /@) — flaa)] < 6

soit , une d’elles et soit x, la borne inférieure de tous les nom-
bres x, tels que

elle prend pour
telles que

0<a <z o flo)=y,:

nous aurons done

@ f@), powr 0<e<a, dome ek,
et

0w, <o, ot If(xl)_f(wo)lgdy

ce qui donne, d’aprds (1): a < 2, < @,. La propriété 2 de 'ensemble
B est ainsi démontrée.

Soit ) un point donné quelconque de 'ensemble J— E, Draprés
la propriété 1, il existe un intervalle (a,z,) (oh a < z,), tel que

®) zeJ — B, pour a<<z<a,.

Soit @ la borne inférieure des nombres a, tels qu'on a la for-
mule (3), et soit B la borne supérieure des nombres b, tels que

weJ — E, pour x,<{xr<lh

Dapras la propriété 1, on a évidemment weF, et, daprés la
propriété 2, on a feJ—E. ,

Or, il est évident que les intervalles (o, 3) correspondant ainsi
aux points de J—E sont disjoints.

Si l'on supprime leurs extrémités gauches (en conservant les
droites), leur somme donne évidemment l'ensemble J—E: si l'on
supprime aussi leurs extrémités droites, leur somme est un ensemble
ouvert. Il en résulte tout de suite que la condition de notre théo-
réme est nécessaire.

Or, on voit sans peine qu'elle est aussi suffisante. Soit, en effet,

H un ensemble parfait, contenu dans l'intervalle J et contenant le

point 0. On peut sans peine construire une fonetion continue f(x)
ayant comme intervalle d'invariabilité chaque intervalle contigu 4 H,

.6t croissante en tout autre point de lintervalle J, et il est évident
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quon aura P(f)=F, ol 'ensemble £ s'obtient en enlevant de H
toutes les extrémités droites des intervalles contigus de H.
Notre théortme est ainsi démontré complétement.

Soit maintenant f(x) une fonction définie dans J et continue
dans J du cbté droit. Ici encore, comme pour les fonetions continues,
il existe pour toute valeur y que prend f(x) dans J, une valeur
(unique) z, telle que zeP(f) et f(x)=y.

Or, Uensemble P(f) peut étre mon mesurable B, et méme non
analytique.

En effet, soit B, un ensemble CA (complémentaire analytique)
donné quelconque, situé dans l'intervalle (Y/,, 1), et soit K, le com-
plémentaire de E, par rapport & lintervalle J: ce sera donec un
ensemble (4). Comme on sait, il existe une fonction f(x) définie et
continue dans 0<Cx < 4 du c6té droit, dont I'ensemble de valeurs
est E, 1). Posons encore f(z)=1=2, pour 3 Cz<C1. La fonction f(z)
est ainsi définie dans J et évidemment partout continue dans J du
c6té droit. Or, on voit sans peine que la portion de I'ensemble P( f)
contenue dans l'intervalle (1/,, 1) est I'ensemble E,. L’ensemble E,
pouvant étre mon analytique, il en est donc de méme de I'ensemble
P(f), e q f d

Or, on peut démontrer que P(f) est un ensemble CA.

Plus généralement, on a la proposition suivante:

Si f(x) est une fonction de Baire, définte dans UVintervalle J,

P(f) est un ensemble CA.

Soit, en effet, f(x) une fonction de Baire, définie dans J, et
posons B = P(f). Désignons par Q l'ensemble de tous les points
(x,y) du plan, tels que 0<Cx<C1 et y = f(x); f(«) étant une fone-
tion de Baire, () sera un ensemble mesurable B %). Or, désignons
par S Tensemble de tous les points (x, , 2) de l'espace, tels que
(#,9)e @ et 2>0: ce sera donc aussi un ensemble mesurable B,
et parsuite l'ensemble 7' de tous les points ( -} 2, y) du plan, ol
(x,y)e@ et 2>0, comme image continue de l’ensemble S, sera

1) Cela résulte tout de suite du théordme que j'ai ric'montré dans le vol, X
des Fund. Math., p. 169. ‘
?) Voir p. e. Fund. Math, t. 11, p. 78.
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un ensemble (A4), ainsi que le produit Q7. Or, QT est évidemment
I'ensemble de tous les points (1, ) du plan, tels que t==+ 2,
0<t<<l, 0<z<1, #>0, y=f(f)=F(), et parsuite la pro-
jection H de QT sur l'axe OX est l'ensemble de tous les nombres
¢, tels que f(2)=/(), ot 0<Ca<Cl, 0TIl et o<t L'en-
semble H est done un ensemble (4). Or, il est évident que E=
=J—H: L'ensemble F est donc un C4, ec. q. f d.
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