Sur les opérations d’addition et de multiplication
dans les classes d’ensembles.

Par

A. KozZniewski et A. Lindenbaum (Varsovie).

Parmi les opérations connues dont les arguments et les résultats
sont des classes d’ensembles, les opérations o et 61) jouent un rgle
spécial. Elles constituent la base d’opérations trés importantes, comme
par exemple celles de Baire et de Souslin.

Nous nous proposons dans cette note d'examiner certaines pro-
priétés des opérations §, et P,?) plus générales que les opérations
o et 0. Nous emploierons ici les mémes définitions de S, et P,
dont se sont servis MM. W. Sierpifski et A. Tarskis)

Définition 1. K étant une classe quelcongque d’ensemblés, o un
nombre ordinal,

a) 8,(K) est la classe de tous les ensembles X de la Jforme
X=X, oi 0<E< N, ot X,e K pour tout [< p.

t<u
b) P.(K) est la classe de tous les ensembles X de la Sorme
X::]IX; ot 0 BN, et Xee K pour tout <)

39

1) K étant une classe quelcongue d’ense!ﬁbles, K est la classe de toutes les
sorames des suites dénombrables d’ensembles de la classe K; Ky est la classe de
tous les produits des suites dénombrables d'ensembles de la classe K. Cf. p, ex.
F. Hausdorff, Mengenlehre, 1927, p. 82.

%) Les mémes opérations ont ét¢ examinées dans le mémoire: W, Sierpinski
et A. Tarski. Sur une propridté caractéristique des nombres snaccessibles, (ce
volume, pp. 292—300).

) Of. W. Bierpiniski et A, Tarski, 1. c., déf. 2.

*) On voit immédiatement que S, (K)=K,;, P,(K)= K;.
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Le probléme principal de nos considérations est celui d’établir
les conditions pour les nombres ordinaux «,, e, §,, B;, et pour
I'ensemble 4, afin que les inclusions

‘P"l Sﬂl(K) C Sﬂ‘s‘P(la(K)

S‘zxpﬂx(K) C Pg: SM(K) B)
solent respectivement remplies quelle que soit la classe I de sous-
ensembles de l'ensemble A €).

Comme nous allons le voir (th. 8), ces conditions s'expriment par
des relations entre les nombres cardivaux ¥, ¥, Mg, ¥ et A

Draprés la définition 1 on voit facilement que.

L Pour toute classe d'ensembles K :
K(C8.(K) , KCP,(K)
IL 8 8, <<, onoa )
8.(K) C S(K) , PalI) C Po(K)

L. §i K, C K;, ona:

S.UG) C 8.3 PoI6) C Pa(Ky)
IV. K étant une classe de sous-ensembles d’un ensemble 4, on peut -

dire de-méme des classes Si(K) et P, (IK).

Théovéme 1. Soient @, 8 deuw nombres ordinaux quelconques,
4 un ensemble.
Pour que les inclusions

{a) . 8o (K) C 85 (K)

® P, () C Pp(K)

soient remplies (séparement ou ensemble) pour toute classe
de sous-ensembles de Pensemble A, il faut et il suffit que o, § et A
satisfassent & wne des conditions:

() Mo ¥

(2) A< ¥y

5) 7 et & étant des opérations queleonques définies pour toute classe d'en-
sembles JK, l'opération F'G est définie par la formule FG(K)= F(G(K)) ot
on l'appelle produit relatif de I et G.

6) Nous avons d'abord examiné ce probléme dans le cas o, =oy, =8 =4§,.
M. Tarski a proposé de l'examiner dans la forme générale.
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Démonstration. Nous allons d’abord démontrer le th. 1 dane
le cas de l'inclusion (a).

La condition (1) est suffisante. En effet, comme nous l'avons
déja remarqué, (1) entraine (a) pour toute classe d’ensembles K.

La condition (2) est suffisante. En effet, soit K une classe quel-
conque de sous-ensembles de l'ensemble A.

Si
(3) Xe 8,(K),

on peut selon la déf. 1* représenter l'ensemble X sous la forme

4) X=2X§ ot 0<u<y, et X.eK pour tout ¢<p.
<u
Or, distinguons deux cas suivants:
I X=0. D'aprés (4) il résulte qu’il existe un nombre ¢'< u
tel que X;,=0. Comme X, ¢ XK, on obtient Xy €8, (K). Les for-
mules trouvées prouvent que X e S;(K)

IL X40. Soit p; ou £<» une suite de tous les éléments de:

lensemble X:

®) Jw=X 7>0 pfp. i fE, §<n, £<v),

£<y
Comme X(” 4, on conclut selon (2) et (B) que

(6) 0<% <w,.

De (5) et (4) on déduit que pour tout £ << » il existe L <w

tel tu pgt-,’X;(g,.
On a évidemment

M X=_3 X

&<y

Les formules (4), (6) et (7) prouvent, suivant la déf, 18, que-

Xe 8y (K).
Nous avons donc démontré que dans tous les cas Xe 8, (K)
entraine X'e S; (K), dott Pon obtient la formule cherchée (a).

") (p) désigne l'ensemble qui contient un senl &lément 2

icm

Opérations d'addition et de multiplication. 345

Les conditions (1) et (2) sont nécessaires. En effet, si @, B et 4
ne vérifient ni (1), ni (2), on a

(8) RN, A=zw,
Soit
(9)  pg ol E<<v une suite telle que pye A pour tout ¢ <<v, e pe
si £, v=1x,
Soit :
(10) L la classe de tous les ensembles (pg) ok [ <.

Posons X =2 (). On voit immédiatement selon (8), (9) et (10)

t<w
que XeS, (L), Xnone 8s(L).
Done Vinclusion (a) n'est pas remplie pour toute classe K de
sous-ensembles de l'ensemble A4.
Pour prouver que les mémes conditions sont suffisantes et néces-
saires dans le cas de Dinclusion () on n’a qu’a passer aux com-
plémentaires et & appliquer les formules de De Morgan.

Théoréme 2. Si quatre nombres ordinaux a,, ay, ,, f, satisfont
aux conditions:

(1) Ry, < R,

(2)  dlant donnée une suite de nombres cardinauz m; du type p telle
que 0 < p<<n,, my < Np, pour tout [<pm, on a foujours

)/
t<u

Pinclusion
Pﬂl Sﬂ! (‘K) C Sﬂi PNE(K)

est remplie pour toute classe d’ensembles K.

Démonstration. En vertu de (2), nous obtenons suivant le
résultat de MM. Sierpifski et Tarski®) que

(3) Lo, 8y, (I) C Sy, P, (K)
pour toute classe d’ensembles J. D'aprés (1) on a

(4) S, Po,(IC) C 85, P, (K).

*} W. Sierpiniski et A. Tarski, L ¢, p. 297,
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Les formules (3) et (4) nous donnent
Po, 8, () C 8, P, (K). C.qfd

Comme cas particulier du théoréme 1 on obtient:

Corollaire. Si a,, @y, By, y satisfont aux conditions:

Ry SRq, 5, Ny ==Rfa
on a

'Po.l Sﬂx (‘lf) C Sy+l 'P% ('[()
pour toute classe d'ensembles XK.

~ Théoréme 3. a,, ay, fy, B, étant quatre nombres ordinaus tels que

(D) R <%, et (2) A<y,
on a

P, 8, (K) C 8, P, (K)

pour toute classe IC de sous-ensembles de I'ensemble A.
Démonstration. Soit K une classe quelconque de sous-en-
sembles de l'ensemble 4.

Soit %, =& fm. En vertu de (1), on obtient suivant le corollaire
du th. 2

3 Py 8, () C 8,41 P, (K
Draprés (2) on déduit du th. 1 linclusion
) 8y o, (K) C 8, Py, (K).
Les formules (3) et (4) entrainent
Py, 83, (K) C 85, P, (K)
Theoréme 4. ey, oy, 3,, ., étant guaire nombres ordinauzx tels que

1) A< min (R, 8,)
on a

P“l Sﬂ‘l(l() C S s Pa; (I().

pour toute classe I de sous-ensembles de Pensemble A.

Démonstration. Soit K une classe quelconque de sous-en-
sembles de I'ensemble A. Soit ¥, = 8w,
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Le corollaire du th. 2 nous donne
(2) ‘ 'Pa-l Sﬂx (K) C Sy+1 ‘Pﬁu (K)‘ ‘
En appliquant deux fois le th. 1 nous obtenons en vue de (1)

Pinclusion:
(3) Sy+1 ‘Pﬂx(‘K) C S 22 P, O (K)‘

Les formules (2) et (3) nous prouvent que

P, 8,,(E)C 8, Po(K) C.qfd

Théoréme 5°). «a,, ay, 8, B, élant quatre nombres ordinauz
satisfaisant ¢ la condition:

(1) il existe unme suite de nombres cardinaux my du type w, telle
que O < <R, <N, pourfout [ < p' et ”m&}aﬂ,,
E<w

il existe un ensemble B et une classe L de sous-ensembles de Uen-
semble B tels que

(a) . B= xﬁg
®) P, Sﬁ, (L) non C Sg, Py, (L).
Démonstration. Nous allons d’abord prouver que (1) entraine
ce qui suit:
(2) il ewiste ume suite de nombres cardinaux iy du type u telle
que 0<HE<Rpr BNg MRy pour tout L<p e
” mg = Ng,:
C{.u .
Si &’ << 8p,, nous obtenons (2) en posant g =y’ et m; = m; pour
tout & << u.
Si @' > Ry, on déduit immédiatement de (1) que 8z <X,,. Posons

3) p=wg e mg=2 pour <
%) Le théoréme b a été démontré par nous par umne méthode différente de

celle qu'on présente ici. Cette derniére, plus simple, ressemble 4 la méthode dont se
sont servis MM, Sierpinaki et Tarski, (L c., th. 4). .
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On voit aisément que la suite des nombres m; du type u, définie
par (3), vérifie dans ce cas les conditions de (2).

Ceci &tabli, nous ferons correspondre & tout nombre my (E<u)
un nombre ordinal ¢; tel que m,= ;. On a done

\ tp
oft
(5) 0<u <Ry 0 gp<<ry pourtout L<<p
et
(6) ' i’i‘ < sﬂl'
Soit

(1) B, Tensemble de toutes les suites @ de nombres ordinaux du
type w dont le L™ terme wpy vérifie Uinégalité double 0 <y, <oy

L’ensemble de tous les nombres n tels que 0 <% <T@, étant
évidemment de la puissance @;, on en conclut & I'aide de la défini-
tion du preduit des nombres cardinaux que T, = ” Py, d'olt selon
(4) on obtient &, = x,,.

Soit
(8) W* un sous-ensemble de la puissance %o, de lensemble Wy

r*Cu, U* = Rg,-

Soit
(9)  T** Densemble de toutes les suites ¥ de nombres ordinaux du

type w pour lesquelles existent respectivement une suite @' e T*
et un nombre ordinal [’ <pm, tels que y==1vy; pour L=

et 'lp;: == 0,

11 est clair, en vertu de (9), (8) et (6) que
(10) Tt =,

Posons
(11) U= I+ W*,

I1 suit de (8) et (10) que
(12) U= N,

Soit

(18) @, (ot E<<p, Oy py) Uensemble de toutes les suites
Vel dont le §™ terme , est égal & 7.
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Soit
(14) L la classe de tous les ensembles T,y ot L <, O < g,

Posons
(15) r=J1 3 v,

E<p < y<gpp

On voit sans peine en vertn de (7), (8), (9), (11) et (13) que
(16) Y= T*

On apergoit immédiatement selon la déf. 1, (15), (14) et (5) que
(17 YeP, S, (L)

Or, supposons que
(18) Ye S, P, (L)

Suivant la déf. 1, on en conclut que l'ensemble ¥ peut étre
représenté sous la forme

(19) Y=Y, oh 0<i<n, e mePu(l) pour E<».
§<v ‘

Si chaque ensemble Y, (ot £<C#) contenait tout au plus un

élément, on aurait en vertu de (19) Y <Cw<(R,,, contrairement
& (16) et (8). Il existe donec un nombre £ tel que

(20) i>1 e <. |
En raison de (19) et (20): YzeP,,(L). En appliquant une fois

-encore la déf. 1 et en tenant compte de (14), on en déduit lexis-

tence de deux suites de nombres ordinaux f, et %, du type m sa-
tisfaisant aux conditions: o

(21) v, =‘£I qr;m ol 0 KB Ry, et enoutre §<p et 0Ty, <o,
T
pour tout ¢ < 7.

Suivant (20), (19) et (16), on établit 'existence de deux suites
¥ et ¢’ et d'un nombre ordinal {’ tels que

(22) pel* e o eT*
(23) veY, e el
(24) F<wu et yuFyp.
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Supposons que le nombre [’ est un des nombres Z, ol &<,
soit g/ == C;' .

En raison de (23) et (21), on a alors e Dy, o vely,,
d'olt selon (13) ¢z =4, =17, et de-méme ¢y = Y, =7, 1l en
résulte aussitét que @y =14, ce qui contredit évidemment (24). On
a done

(25) 'L, pour tout ¢<<m.

Or, formons une nouvelle suite ¢” du type u, en remplagant
dans la suite 9 le terme & Iindice {’ par le nombre O:

(26) i =0,

@7 Yg =1y lorsque TR0
En ‘vertu de (22), (26), (27), (9) et (11), on a

(28) - e U

Les formules (25) et (27) impliquent que Yy, =1 pour 1<m
‘A Taide de (23), (21), (13) et (28), on conclut que ¢”e P , pour
tout ¢ <7, et par comséquent que "¢ Y, d'ol en vertu de (19),
(20) et. (16) y"e &*. Comme d’aprés (7) et (8) ensemble T* est
formé exclusivement de suites du type u & termes >0, il s'en
suit que
(29) P > 0.

Les formules (26) et (29) prouvent que la supposition (18) nous
conduit & une contradietion. Nous sommes donc contraints d’admetire
que I'ensemble Y n’appartient pas i la classe 8, Py (L).

En rapprochant ce fait de (17) on voit que

(80) P, 8, (L) non C 8y, P, (L).

En posant B= U, on voit selon (12), (14), (13) et (30) que l'en-
semble B et la classe L de sous-ensembles de lensemble B Té-
pondent aux conditions (a) et (5) de la thése du th. 5.

Théordme 6. o, a,, 8, 8, étant quatre nombres. ordinauzx satis-
Jaisant & la condition:

@ No, > Rg,,

il ewiste un ensemble B ef une classe L de sous-ensembles de lensem-
ble B tels que: :
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(a) B = Nq, -
(8) Po, 8 (L) non C 8y, P, (L).

Démonstration. Soit p, o < une suite telle que

(2) Pg':‘:l’g" st C:f:g”a §'<1}’ §”,<'p et 1—J=Rag' .
Posons

®) B=Y(p).
<y
Soit
(4) L la classe de tous les ensembles By, =2 (pp) o &<
t<y
Tt

Il est clair que 0= ]I By,

t<y
En vertu de (1), (2) et (8), 0eP,, S, (L). On voit sans peine
que B=1,, Onone 8, P, (L), co qui montre que l'ensemble B et
la classe I de sous-ensembles de I'ensemble B répondent aux con-

ditions (a) et (b) de la thése du th. 6.

Théoréme 7. Sl existe pour lensemble B une classe L de sous-
ensembles de B, telle que

Py, 85, (L) non C 8y, P, (L),
il exisle pour chaque ensemble A, ok
i>3
une classe KK de sous-emsembles de A, telle que

P, 8, (IC) nonC Sy, P, (K).

Démonstration. Soit 4> B. Soit 7 une fonction qui trans-
forme dune fagon biunivoque l'ensemble B en un sous-ensemble
de lensemble A. Soit K la classe de toutes les images — suivant la
tonetion f — d’ensembles qui appartiennent & L.

Comme la transformation f est biunivoque, on en déduit que

Ja formule P, S, (L) non C 8P, (L) entraine F,.Sp (K)non C

C 8, P, (K). K étant évidemment une classe de sous-ensembles
de lensemble 4, on voit que I vérifie les conditions du th. 7.
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Théoréme 8. Soient @, &y, Br, By quatre nombres ordinaux quel-
conques, A un ensemble.

Pour que les inclusions
(@) Py, 83(K) C Sp, P, ()
(®) 8, Py, (K) C Pg, 84, (K)
soient remplies (séparément ou ensemble) pour toute classe de
sous-ensembles de Uensemble A, il faut et il suffit que ay, a,, By, B,
et A satisfassent & une des conditions -

(1) R, <R, btant donnde une suite de nombres cardinguy my du
type u telle que 0 << <<Rep Mgy pour tout F<u, on a

toujours II me < Ng,.
<p
(2) Ral < Nas; ‘AT< xﬂz
3 A < min (R, Rg,)-

Démonstration. Pour prouver le th. 8 dans le cas de lin-
clusion (a), il ne reste qu's confronter les th. 2, 3, 4 et 5, 6, 7.

Pour démontrer que les mémes conditions sont suffisantes et
nécessaires dans le cas de I'inclusion (), on passe aux complémen-
taires et on applique les formules de De Morgan.

Comme une simple déduction du th. 8 on obtient ce qui suit:

Corollaire. e, a;, 8., f; éftant qualre nombres ordinaux quel-
conques, les conditions sutvantes sont équivalentes:

) P, 8, (K) C S, Py, (K)
pour toute classe densembles K
(2) Sﬂx 'Pﬁx (K) C Pﬂs Sflz(K)

pour toute classe d’ensembles K;

(8) NNy, dlant donnée une suite de nombres cardinauz my du type p
telle que 0<<# <y, mz<Rg pour tout §<m, on a toujours

Hm;<sé9¢
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Le théoréme 8 nous permet d'établir les conditions pour les
nombres ordinaux ey, a@;, f;, f, et 'ensemble 4, afin d’avoir pour

doute classe K de sous-ensembles de l'ensemble A4:

P, Spl (K) = Sﬂ. Py, (K).

Pour exprimer la solution cherchée il est commode de se servir

.de la définition des nombres cardinauz inaccessibles:

Définiton 2. Le nombre ordinal transfini m est dit inaccessible
lorsqu’il remplit la condition suivante: élant donnée une suite de nom-
bres cardinaux my du type u telle que 0<<HE-<<m et e <m pour
tout L << p, on a toujours ]I my<<m o),

t<p

Théoréme 9. Soient o, a,, py, f; quatre nombres ordinaux
quelconques, A un ensemble. :
Pour que Végalité

Pﬂl Sﬂl (’K) = Sﬁs 1)(32 (K)

soit remplie pour toute classe K de sous-ensembles de Uensemble A,
il faut et il suffit que o, ay, By, By et A satisfassent & ume des

-conditions:

(1) Ry =Ry, == Np, =15, =R, 0l 8, est un nombre cardinal inac-
cessible, _

(2) A < min (R, Ra,, N, Kp,):

Démonstration: Pour prouver la partie plus difficile, c.-a-d.
que les conditions (1) et (2) sont néeessaires, on n’a qu'a confron-

ter — une & une — les conditions (1), (2) et (3) du th. 8 et les
- eonditions (1), (2') et (3’) qu'on en obtient aprés avoir remplacé

les nombres a,, a,, §;, §; respectivement par les nombres B, @,
oy, @,; en outre, on s'appuie sur le fait que la condition (1) du

'th. 8 implique les rélations: 8y, <R,y Mo, << Mg,

Comme une simple déduction du th. 9 on obtient le

Corollaire. «,, a,, 8, B, étant quatre nombres ordinaux quel-
conques les conditions suivantes somt équivalentes: '

(1) Py 85 () = 8y, P, (K) pour toute classe d'ensembles I

10) Cf. W, Sierpifski et A, Tarski L c. 3 déf. 1. Cette définition s'éloi-

- gne de la définition proposée par M. Kuratowski, mais on peut prouver leur

équivalence # I'aide de I'hypothése de Cantor sur les alephs,
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(@) Ny=N,=Ng=Ny =N o N, est un nombre cardinal
inaccessible 11).

Remargue. Les opérations 8, et I’, sont basées sur les opé-
rations d'addition et de multiplication des suites transfinies d’en-
sembles. On peut généraliser la définition 1 de telle maniére qu'elle
embrasse aussi les opérations formées par l'addition et la multi-
plication des suites finies d’ensembles. —

Définition. K dtant une classe quelconque d’emsembles, m un
nombre cardinal > 1,

@) S (K) est la classe de tous les ensembles X de la forme

X=2X§ o O<lpu<<m et XeedK pour tout <.
t<p
b) Puy(K) est la classe de tous les ensembles X de la forme

X=]IX; o 0<<p<m et XeedK pour tout <<y

tp
On voit immédiatement que
Spsey(K) = 8, (K),
S (K) = K,

P (I() =P, (1{)7

On peut, avec quelques restrictions, étendre les résultats obtenus
pour les opérations S, et P, sur les opérations Simy €t Py

Dans le cas de m fini, les méthodes dont nous nous sommes
servies different de celles qu'on emploie dans le cas de m transfini.

Comme exemple nous allons citer la généralisation du th. 9 dans
le cas ol @, =a,, §, =4,. *

Théoréme. Soient n, m deux noMbres cardinaur >1, 4 un
ensemble. Pour que Pégalits

Py Simy () = Sy P a (1)

soit remplie pour toute classe K de sous-ensembles de Densemble A,
il faut et il suffit que n, m et A satisfassent @ une des conditions:

11} Le corollaire du th. 9 présente la généralisation du résultat principal ob-

tenu par MM. Sierpifski et Tarski (cf. I, c., th. & Clest M. Tarski). qui Vavait -

déja énoncée en forme d’hypothése.
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1) n=m ok m est un nombre cardinal transfini inaccessible,
3 n—2

3) m=2

4) A < min (n, 1) 42

Pour terminer nos considérations, nous remarquons encore que
Yhypothése H !2) implique ce qui suit:

Pour que la condition 1%):

(¢) étant donnée ume suite my de nombre cardinauz du type u

telle que O<ua<<x,, e Me<Rg,, pourtout {<u, ona II MR,

<u
soit remplie, il faut et il suffit que les nombres ordinaux a,, B, et

By satisfassent & Pune des conditions:

1) ,B, oy, o est de 17 espéce, o, <<f,

@) Bi<e, o estde 2™ esplee, @, <f,

B) Bi=wa, o estde 2™ esplee, o= cf(ay), &s<f; '),
4) Bi=ua,, o estde2™ espice, ;> cf(ay), & +1<pfy
(®) B>y, B est de 1™ espéce, o < of (6 —1), b < fay
(6) Bi>ay, By est de 1 espice, ay>cof (B, —1), fi < s,
(7) By >ay, By est de 2™ espéce, @ << ‘_’f(ﬂl)a B << By

(8) By>ay, B estde 2™ esplee, o >cf(f), b+1<Po:

13) Q.-4-d. que 2Ng == N1 pour tout nombre ordinal « (I'kypothése de Cantor).

13) Cf. la condition (1) du th. 8. .

1) Le signe ,cf(x) dénote ici I'indice du plus petit nombre initial avec le-
quel le nombre w, est confinal, On a toujours ef(a) <. Cf. A Tarski, Sur
la déecomposition des ensembles en sous-ensembles presque digjoints. Fund, Math,
XII, p. 201 et 202.
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