Uber rationale Kurvgn.
Yon
Helene Reschovsky (Wien)

1. Uber das Geschlecht von Kurvenpunkten und Kurven,

. Die folgenden Untersuchungen kntpfen an die Menger-Ury-
gohn.sche Kurventheorie?) an und zwar legen wir den Kurven-
begriff in der Fassung von Men ger zugrunde, derzufolge ein Kon-
tinuum K eine Kurve heisst, wenn jeder Punkt von K in beliebig
kleinen Umgebungen enthalten ist, deren Begrenzungen keine Kon-

tinua enthalten, Wir untersuchen im Folgenden speziell rationale

Kurven, d. h, Kontinua, von welchen jeder Punkt in beliebig klei-
nen Umgebungen mit abzithlbaren Begrenzungen enthalten ist.

Grundlegend ftir die Theorie der rationalen Kurven sind M e n-
gers Begriffe von Geschlecht und Typus rationaler Kurvenpunkte ),
Ein rationaler Kurvenpunkt p besitst ein Geschlecht << e, (wo a
eine Ordinalzahl der ersten oder zweiten Zahlenklasse ist), wenn
beliebig kleine Umgebungen von p existieren, deren Begrenzungen
leere a-te Ableitungen haben. Der Punkt p ist genau vom Greschlecht
@, wenn o die kleinste Zahl dieser Eigenschaft ist. Ist die Kurve
K ein Teilkontinuum eines Raumes, so ist der Punkt p vom Ge-
schlecht o, wenn o die kleinste Zahl der Eigenschaft ist, dass pin
beliebig kleinen Umgebungen enthalten ist, die Begrenzungen haﬁen,
deren Durchschnitte mit K leere a-te Ableitungen besitzen.

') Menger, Grundeige einer Theorie der Kurven, Math. Ann, 96, 8. 277,

Urysohn, Mémoire sur les multiplicitds Cantoriennes 1. Verhund, Ak, Amstor-
dam. XIII, Nr. 4.

) Menger, Zur allgemeinen Kurventheorie, Fund, Math, 10, 8. 111,
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Zu jeder abgeschlossenen abzihlbaren Menge B existiert nach
dem Cantor'schen Theorem eine kleinste isolierte Ordinalzabl e, so
dass ibre a-te Ableitung B* leer ist. Trotzdem kann das Geschlecht
eines Punktes anch eine Grenzzahl sein, wenn n#mlich eine sich auf
p zusammenziehende Umgebungsfolge {U,(p)} existiert, so dass fur
jedes U, a; die kleinste Zahl der REigenschaft ist, dass die a-te
Ableitung der Begrenzung B(U)) leer ist, und die isolierten Zahlen
@, wachsend gegen a Konvergieren. Wenn dass Geschlecht o eines
Punktes p eine isolierte Zahl ist, so existieren beliebig kleine Um-
gebungen von p, deren Begrenzungen endliche (@ — I)-te Ableitun-
gen besitzen. Existieren zu p beliebig kleine Umgebungen, so dass
die (@ — 1)-ten Ableitungen ihrer Begrenzungen » Punkte enthalten
und ist » die kleinste Zahl dieser Eigenschaft, so heilt p vom
Typus (@, n). Eine Umgebung eines Punktes p vom Typus (a, n),
deren Begrenzung eine n-punktige (@ —1)-te Ableitung besitzt,
wollen wir eine charakteristische Umgebung von p nennen. Punkte
vom Geschlechte @, die von keinem bestimmten endlichen Typus
sind, nennen wir vom Typus (e, ). Je zwei rationale Punkte sind
ihrem Typus nach mit einander vergleichbar. Wir setzen (a, m) >
> (8, n), wenn entweder & > @ oder, e =g und m > = gilt.

Jedem Punkt einer rationalen Kurve kann man also ein be-
‘stimmtes Geschlecht zuordnen. Es dringt sich die Frage auf, ob es
in einer rationalen Kurve Punkte von beliebig hohem Geschlecht
geben kann, oder ob eine obere Schranke fiir das Geschlecht simt-
licher Kurvenpunkte existieren muss. Wir beweisen:

Satz 1. Zu jeder rationalen Kurve K gibt es eine Zahl o der
ersien oder zweiten Zahlenklasse derart, dass das Geschlecht eines
jeden Punktes von K = a ist.

Da K eine rationale Kurve ist, ist jeder Punkt von K in be-
liebig kleinen Umgebungen mit abzshlbaren Begrenzungen enthalten.
Nach dem Borel'schen Theorem iiberdecken endlich viele dieser
“‘Umgebungen von Durchmesser < 1 die Kurve K, etwa die Mengen
Ui, U,..., Ui, ferner endlich viele vom Durchmesser <%, es
seien die Mengen U3, Ui,..., U2, ete. Fiir jedes k, (k=1,2,...)
wird die Kurve K von endlich vielen offenen Mengen U%, Uj,.. U,
mit Durchmessern <% mit abzghibaren Begrenzungen tberdeckt.
Der Begrenzung von jeder dieser abzihlbar vielen Umgebungen
ist eine Ordinalzahl @ zugeordnet, derart, dass ihre arte
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Ableitung leer ist. Zur abzihlbaren Menge dieser Ordinalzahlen a,
gibt es eine grossere Ordinalzahl o der ersten oder zweiten Zahlen-
klasse. Jeder Punkt der Kurve ist fur jedes % in mindestens einer
der Umgebungen U%, (i =1, 2,..., n,), also in beliebig kleinen Um-
gebungen enthalten, deren Begrenzungen leere a-te Ableitungen
haben, da fiir jede der Umgebungen schon eine geringere Ableitung
der Begrenzung verschwindet. Es ist also in der Tat jeder Punkt
der Kurve von einem Geschlecht <C @, womit Satz I bewiesen ist.

Man kann diesen Beweis auch folgendermassen formulieren: Zn
einer rationalen Kurve existiert ein unbegrenzt feines Uberdeckungs-
system ?) bestehend aus offenen Mengen mit abzithlbaren Begren-
zungen. Nach Mengers verfeinertem Uberdeckungssatz ¢) enthalt
dieses Uberdeckungssystem ein abzdhlbares unbegrenzt feines Uber-
deckungssystem 11 Jeder Menge U von 1l ist eine Ordinalzahl a(U)
der ersten oder zweiten Zahlenklasse zugeordnet, so dass die a(U)-te
Ableitung der Begrenzung von U leer ist. Es existiert eine Ordi-
nalzahl ¢ der ersten oder zweiten Zahlenklasse, welche grosser ist
als die abzithlbar vielen Zahlen a(U) fur die Mengen U von 11.
Diese Zahl leistet das Gewiinschte 5).

Die kleinste Ordinalzahl, die nicht tibertroffen wird von dem
Geschlecht irgend eines Punktes, wollen wir das Geschlecht der
Kurve nennen. Die reguliren Kurven, das siad diejenigen Kurven, die
zu jedem Punkt beliebig kleine Umgebungen mit endlichen Begren-

zungen besitzen, sind demnach identisch mit den Kurven vom
Geschlecht 1.

2. Uber die Summe rationaler Kurven.

Wir beweisen zunsichst einen im Folgenden ufters verwendeten
Hilfssatz: Voraussetzungen: 1) 4, B, {B}, (k=1,2,..) sind

%) 8o heisst nach Menger ein System von offenen Mengen eines Raumes,
das zu jedem Punkt des Raumes beliebig kleine Umgebungen enth#lt,

) Menger, Dimensionstheorsie (bei Teubner 1928), 8. 46.

%) Ein Raum heisst sm Punkt ¢ hochstens a-dimensional, wo a eine Ordinal-
zahl der ersten oder zweiten Zahlenkiasse ist, wenn p in beliebig kleinen Umge-
bungen enthalten ist, deren Begrenzungen weniger als a-dimensional sind. In der-
selben Weise wie Satz I liest sich dann beweisen: Besttzt ein separabler Raum
R in jedem Punkt eine Ordinaleahl der ersten oder zweiten Zahlenklasse als
Dimension, so existiert eine Ordinalzahl & der ersten oder zweiten Zahlenklasse,
so dass der Raum in jedem seiner Punkte hdchstens a-dimenstonal ist. Dio klein-
ate Ordinalzahl dieser Art kann als Dimension des Raumes bezeichnet werden,
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abgeschlossene Mengen,
2) BC Y B+ 4,
k=1
3) lim sup B, (C A°9).

Behauptung: Es gilt B"‘C’:gf'1 B+ A fiir jede Zahl a der ersten

oder zweiten Zahlenklasse.
Beweis: Sicher gilt

B'C Y Bi+4,

0 o . .
denn die Hiufungspunkte von I B}, die nicht in 21' B}, liegen, liegen
e k=

in lim sup B,, also wegen 3) in 4. Ebenso folgt allgemein aus

BE CZ Bt A
k=1
fiir die nichstgrissere Zahl

B C ¥ BER A,
k=1
Ist @ eine.isolierte Zahl so folgt also wegen dei Existenz einer
unmittelbar vorhergehenden Zahl aus der Annahme, dass der Satz
fir alle Zahlen < a gilt, schon die Richtigkeit fir . Wir haben
noch den Satz fiir eine Grenzahl @ =1lim «, zu beweisen.

R=00

Wir bebaupten also:

”Bﬁcfﬂm-{-,{.

g<a k=1 p<a
Da sicherlich gilt I BfC IT §BQ+A, geniigt es, dass wir
ga g k=1
zeigen:
Y #c3 I[7+4
B<a k=1 A=1 g<la

) Dabei bedeutet der lim sap oder die obere Niherungsgrenze einer Mengen-
folge die Menge aller Punkte, fiir die jede Umgebung mit unendlich vielen Men-
gen der Folge einen nicht leeren Durchschnitt hat,
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oder

IMI‘S'B?"CjﬁBﬁ-FA,
nml ey kel el

da lim @, = und By C Bf fir y <§.

A=0Q .

oo 00 oa .
Ein Punkt von IT 3 B gehort zu 2 By, also zu mindestens
el kwml kwl :

einem Summanden Bf:. Nun sind zwei Falle moglich:
a.) Es existiert eine feste Zahl k,=Fk, so dass fur unendlich

09
viele # p zu B}* gehort. Dann gehort p zu II B;", also auch zu
nwml

o oa
2SI Bga.
k] nml

b.) Es gibt kein solches . Dann gehtrt aber p unendlich vielen
B, an, da B C B, gilt. Wegen der Voraussetzung 3.) liegen in

TI(A, %}, n=1,2,..., fast alle B,, d. h. nur endlich viele nicht,

daber liegt p in Tf(A, 5—) fur jedes m, also in ” U (A, ;) P
LED)

ist daher ein Punkt von A.

Damit ist der Hilfssatz hewiesen,

Einem Resultat der Kurventheorie 7) zufolge ist die Summe von
abzihlbar vielen rationalen Kurven, wenn sie ein Kontinuum ist,
wieder eine rationale Kurve. Wir beweisen fiher die Summe
rationaler Kurven folgenden Satz:

Satz II. Wenn die Summe endlich vieler rationaler Kurven ein
Kontinuum ist, so ist das Geschlecht der Summe hichstens so gross
wie die Summe der Geschlechter der einzelnen Kurven.

Wir beweisen den Satz filr zwei Summanden K und L; die
Richtigkeit fiir endlich viele ergibt sich durch vollstindige Induktion,

"Es seien also K und L zwei rationale Kurven von einem ' Ge-
schlecht a beziehungsweise 8, 8 < @ Wir haben nachzuweisen, dass
§=K+ L von einem Geschlecht <(f -« ist 7).

) Menger, Math, Annalen, 95, 8. 290; Urysohn, Verh Ak. Amsterdam
X1, § 28,

=) Da die Addition von Ordinslzahlen nicht kommutativ ist, so ist fiir B<la
die Aussage, das Geschlecht o von S sei < e im allgemeinen schirfer alg
die analog zu beweisende Aussage o .<< a8
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S ist in allen Punkten von S—K.L von einem Geschlecht
< a. Wir haben also nur mehr das Geschlecht von S in einem
Punkte p des Durchschnittes der beiden Kurven zu untersuchen.
Da p ein Punkt von K ist, existiert zu jeder vorgelegten Umge-
bung Z(p) von p eine Umgebung U(p) C C Z(p), so dass (K.B(U))"
leer ist. Dabei wollen wir immer mit B(U) die Begrenzung der
offenen Menge U bezeichnen und M(C (C N nach Menger gleich-
bedeutend mit M( N verwenden. Jeder Punkt von (S— K) B(U) ist
als Teil von L, der zu K fremd ist, in beliebig kleinen Umgebun-
gen enthalten, deren Begrenzungen mit S Durchschnitte mit leeren
f-ten Ableitungen besitzen. Diese Umgebungen bilden ein unbegrenat
feines Uberdeckungssystem 8) fir die Menge (S— K). B(U), die als
Differenz zweier abgeschlossener Mengen ein ¥, also halbkompakt
ist. Nach dem Uberdeckungstheorem fiir halbkompakte Mengen )
existiert eine Folge offener Mengen {U.}, (k=1, 2,...) mit folgen-
den Eigenschaften:

2) (8—K).BW)C Y U,
k=1
b) (S.BiU)Y¥=0, k=1,2...,
¢) in jeder Umgebung von (S — K).B(U) liegen fast alle U,

& U.CCZp), k=12,...

Betrachten wir die Menge
U* = U+2 L.

Sie ist eine Umgebung von p, deun sie ist als Summe offener
Mengen offen und enthélt p, weil U U*p enthult. Ferner gilt
U*C Z(p), denn jeder der Summanden von U¥ ist C Z(p). Ftr
ihre Begrenzung B* gilt nach dem Additionssatz fir Begrenzungen
offener Mengen '9):

B*CB(U)—{—B(ZU,,).

k=l

") Menger, Dimensionstheorie, Seite 46.
?) Menger, Dimensionstheorie, Seite 46.
18) Menger, Dimensionstheorie, Seite 36.


Yakuza


2% H. Reschovsky:

Wir bilden in dieser Beziehung den Durchschnitt mit S:

S.B*CS. B(U)-{—S.B(Z U,,).

k=l

Da zufolge a) (S —K).B(U)C U* gilt, so ist (S— K).B(U) zu
B* fremd, daher

Q) S.BC K. B(U)+ S.B(Z Uk).

kwml

Der verallgemeinerte Additionssatz fur Begrenzungen '!) ange-
wendet auf die abgeschlossene Menge §.B(U), ihre Teilmenge
(S—K).B(U) und die Folge {U,} ergibt die Beziehung

3(2 U*)cfﬂtzm +K.B(D),

kw1

dsher
@) S.B (2‘ U,)cz,' 8. B(U,) + K. B(U).

kel kel

Es folgt also aus (1) und (2)

3) S.B*C ¥ S.B(U)+ K. B(U).

kil

Bezeichnen wir S. B(7],) mit B,, so ist mit Rucksicht auf a)
und ¢) limsup B,(C K. B(U), ferner sind alle in (8) vorkommenden
" Meungen abgeschlossen. Es gilt also fir die S-ten Ableitungen nach
dem Hilfssatz

(S.BY(C Bf+ K B(U).
Wegen der Eigenschaft b) der U, ist B¢ leer (k=‘1, 2,...) also
(8. B (C K.B(U).
Bilden wir die a-ten Ableitungen, so gilt

(8. BYp+«(C (K. B(U))

1) Menger, Dimensionstheorie, Seite 37.
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Nach Voraussetzung ist aber {K.B(U))* leer, daher auch
(S.B¥)f+e, Es existiert aleo innerhalb jeder vorgegebenen Umgebung
Z(p) eine Umgebung U¥(p), deren Begrenzung mit S einen Durch-
schnitt mit leerer (34 a)-ter Ableitung besitzt. S ist also in jedem
ihrer Punkte von einem Geschlecht <Cg8 - @, womit Satz II be-
wiesen ist. :

Fur @ = =1 angewendet, besagt Satz II, dass die Summe von
zwei reguliren Kurven hochstens das Geschlecht 2 besitzt. Nach
einem Satz von Menger ) ist die Summe zweier regulirer Kur-
ven mit diskontinuierlichem Durchschnitt wieder reguldr. Allgemein
lasst sich zeigen 13), dass die Summe § zweier rationaler Kurven
K, L von einem Geschlecht & bezw. 8. wobei & > 8, deren Durch-
schnitt diskontinuierlich ist, das Geschlecht « besitzt. Denn die
Menge aller Punkte von einem Geschlecht >> e ist Teil des Durch-
schnittes beider Kurven, muss also auch diskontinuierlich sein. In
jeder Kurve enthilt aber die Menge aller Punkte von einem Ge-
schlecht > « Kontinua, wenn sie nicht leer ist '¢). Es miissen also
alle Punkte von § von einem Geschlecht <Ca sein. ’

Daraus sehen wir schon, dass das Geschlecht der Summe we-
sentlich von der Struktur des Durchschnittes der beiden Kurven'
abhingt. Wir beweisen nun allgemein

Satz II1. Sind K und L rationale Kurven mit dem Geschlecht
a resp. B, B=a, und existiert eine isolierte Zahl y = f und eine
endliche Zahl n derart, dass der Durchschnitt K. L in jedem seiner
Punkte von einem Typus < (y, n) ist, so ist die Summe S der beiden
Kurven von einem Typus < (a4 7. n).

Beweis: p sei ein Puokt von K.L und U(p)(CC Z(p) eine
charakteristische Umgebung von p beziiglich K.L, so dass

(K.L.BU)r

_hochstens » Punkte enthilt. Jeder Punkt von (S— K .L).B(U) ist

in beliebig kleinen Umgebungen enthalten, deren Begrenzungen mit
S Durchschnitte mit leeren a-ten Ableitungen hat. Aus diesem un-

1#) Menger, Uber die Summe reguldver Kurven, Wiener akad. Anzeiger.
1929 Nr. 1.

13) Diesen Beweis verdanke ich einer perstnlichen Mitteilung von Menger.

1) Auf Grund eines Satzes von Menger (Math, Ann, 95, 8. 287; vrgl. auch
Fund. Math, 10, 8. 113)
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hegrenzt feinen Uberdeckungssystem greifen wir eine die ﬁ"g—lYIen.ge
(S—K.L).B(U) tberdeckende Folge {U/} heraus, go dass in je-
der Umgebung von (S— K.L). B(U) fast alle U, liegen und je-

des U, CC Z(p) ist. )
=0+ 0.
kol

ist eine Umgebung von p(C Z(p), fur deren Begrenzung B* gilt:

B*C B(U)-+ B (211,‘)

fwa |

(1) s.B*cx.L.B(U)+s.B(Zm).

A 1

Entsprechend dem Beweis von Satz II gilt auf Grund des verall-
gemeinerten Additionssatzes fur Begrenzungen

@) s B(Z‘U,,)CZS.B(U,,)+K.L.B(U)
o | k]

also aus (1) und (2):

(3) ‘ §.B*CS.B(U)+ K. L. B(U).

Fir die a-ten Ableitungen gilt mit Anwendung des Hilfssatzes

(8.B%C 3 (5. B(U)r 4 K. L. B(D).

k]

Da alle (8. B(U.)", (k=1,2,...), leer sind, so ist
(S.BYCK.L.B(U)

und

(S. B¥etyt C (K. L. B(U)T~!

(8. B***1~" enthiilt daher hochstens n Punkte. Innerhalb jeder vor-
gegebenen Umgebung Z(p) existiert also eine Umgebung U* von
p, 8o dass die (¢ +4 y — I)-te Ableitung ihrer Begrenzung htchstens
# Punkte enthilt. S ist also in jedem ihrer Punkte von einem Ty-
pus =< (a - y,n), wie Satz III behauptet. ‘
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Ordnen wir einer diskontinuierlichen Menge das Greschlecht o
zu, so ist der Satz, dass die Summe zweier Kurven mit diskonti-
nuierlichem Durchschuitt das Geschlecht jemer Kurve besitzt, die
das griéssere Geschlecht hat, ein Spezialfull von Satz ITT fiir y=0,

3. Uber die Struktur rationaler Kurven.

Satz IV: Ist eine rationale Kurve K in einem Punkt P von
einem Geschlecht = a, 30 ist die Menge aller Kurvenpunkte von einem
Geschlecht > B, fir 8 < a, in p von einem Geschlecht = — 8+

Wir wollen den Satz in folgender Form beweisen: Wenn die
Menge aller Punkte von K von einem Geschlecht > g, die wir
mit BK bezeichnen wollen, in p von einem Geschlecht < —f+
ist, s0 ist p ein Punkt von einem Geschlecht < o in K.

Wir fuhren den Beweis zunichst fur den Fall, dass a eine iso-
lierte Zahl der ersten oder zweiten Zahlenklasse ist. Wirl setzen
also voraus, p sei in BK von einem Geschlecht <X —f—+a— 1.
Es existiert daher zu jeder vorgegebenen Umgebung Z(p) eine
Umgebung (Up) CC Z(p), so dass die (— 4 a— 1)-te Ableitung
von K. B(U) leer ist. '

B(U)=(E—FK).B(U)+BK . B(U)

ist eine Spaltung der Begrenzung von U, wobei K als Raum auf-
gefasst wird, in zwei fremde Teile, derart dass die Menge
(K —FK).B(U) nur Punkte von einem Geschlecht << g enthalt
und die (— -+ @ —1)-te Ableitung der Menge A = BK . B(U) leer
ist. Die Menge B(U)— A, (4 bedeutet die abgeschlossene Hiille
von A) ist Teil von (K — PK). B(U) und als Differenz zweier ab-
geschlossener Mengen ein F,. Fiur B(U)— 4 existiert ein unbe-
grenzt feines Uberdeckungssystem offener Mengen, deren Begren-
zungen leere [-te Ableitungen besitzen. Aus diesem greifen wir
nach dem Uberdeckungstheorem fiir halbkompakte Mengen eine
Mengenfolge {U,} mit folgenden Eigenschaften heraus:

3) B)—2C3 U,
b) BE(U,)=0 (k=1,2,..);

¢) In jeder Umgebung von B(U)— 4 liegen fast alle Uj,
d) UkCCZ(P) *k=12..)
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Die Menge .
# = [J4 ZU"

kel

ist dann eine Umgebung von p(C Z(p), von deren Bc?grenzung B*
wir zeigen wollen, dass sie eine leere (@ —1)-te Ableitung hat.

B*C B(U) —{—(Zlfk).

e |

Bilden wir den Durchschnitt mit B¥, so ist

B*C B(U).B*+ B B (217*)
s 1
und erst recht

(1) B*C B(U). B*+ B(ZU,,).
ke |
Da wegen ) B(U)— AC U* gilt, so ist B*(B(U)— 4)=0 und
erst recht B
B(U)B* (B(U)— 4) =0,

also

@) B(U).B*C 4.

Der mit Rtcksicht auf a) und c) angewendete Additionesatz flr
Begrenzungen ergibt

B(SUk)CjB(L&)+i-

ke

(3)
Aus (1) folgt daher mit Ricksicht auf (2) und (8)

B*CS'B(U.H—Z-

k]

Unter Verwendung des Hilfssatzes gilt

B*BCZ BE(U) + 4

kel
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EB@(U}) ist leer wegen b), daher ist
dwl
B*MC A

Da die Menge der Huufungspunkte einer Menge A gleich der Menge
der Hunfungspunkte ihrer abgeschlossenen Hulle 4 ist, so gilt

ABHot = f-pte—t —
also :

B pH—fa-n — Bra-1— g-pta—t

Um p existiert also innerhalb Z(p) eine Umgebung U*, deren Be-
grenzung eine leere (¢ — 1)-te Ableitung hat. p ist also von einem
Geschlecht < @, was wir beweisen wollten,

Es bleibt noch der Beweis zu erbringen, ftr den Fall, dass a
eine Grenzzahl ist. Nach der Voraussetzung, dass BK im Punkte p
von einem Geschlecht < —f -}« ist, gibt es eine isolierte Zahl
v < @, so dass beliebig kleine Umgebungen U(p) existieren, fiir
die die Menge (BK.B(U)yB+1=0. Es sei U(p)CC Z(p) eine
Umgebung von p mit dieser Eigenschaft; wir wollen innerhalb Z (p)
eine Umgebung U(p) aufweisen, deren Begrenzung schon eine leere
y-te Ableitung hat. Wir bezeichnen wie oben BK . B(U) mit 4 und
tiberdecken die F,~Menge B(U) — 4 mit einer Folge von offenen
Mengen {U,}, deren Begrenzungen leers f-te Ableitungen besitzen
und so dass in jeder Umgebung von B(U)— A fast alle U, liegen
und jedes U, C(C Z(p). Wie cben folgt fir die Begrenzang B* der

offenen Menge U* = U -+ 3 U, die CZ(p)
k=l

BEC Y BE(U)+4

k=1
und daraus

B (C 4,
weil E‘Bﬁ (Uy) = 0. Da mit A~B*Y auch A—B+Y leer wird, so ist
k-]
B+ = B*Y =,
w. z. b. w.

Mit Hilfe derselben Methode kann man zeigen, dass ein Punkt p
von K, der in K von einém Typus =(a,n) ist, in KX von einem
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Typus =(— f+ a, n) ist, wenn @ eine igolierte Ordinalzahl und n
endlich ist.

Dass in dem eben bewiesenen Satz im allgemeinen nur die Un-
gleichung =— § 4« und nicht stets das = Zeichen gilt, zeigt fol-
gendes Beispiel einer ebenen Kurve K, die vom Geschlecht 2 ist,
und fur die doch die Menge der nichtreguliren Punkte vom Ge-
schlecht 2 ist.

K:s+%‘&+§é‘§%+gé'§?
S:p=0, 0=sr=1,
Sip=4g, 0=r=I,

Ry ist die Strecke, deren Endpunkte die Koordinaten

2%—Nn 1 n 1
u" y '—*,: \]nd =y m.’:_::l:
Qk+n %! o 9o

haben, und 7, ist die Strecke, deren Endpunkte die Koordinaten

. .
((3__.121 L) wmd (7 _1_,_)
Qktn 25; o 22--"

haben. K ist z. B. im Koordinatenursprung 0 vom Typus (2,1),
denn die erste Ableitung der Begrenzung von U (0, 1/2) ist der Punkt
mit den Koordinaten (0, 1/2). Nach Weglassung der regultren Punkte,

das sind die Punkte von R? und £%, bleibt X in 0 vom Typus (2, 1).

4. Verallgemeinerungen von Siitzen iiber reguliire Kurven.

Im Folgenden sollen einige Shtze tiber regulire Kurven von
Urysohn, Whyburn und Kttnneth fur rationale Kurven ver-
allgemeinert werden 15),

1) Urysohn, Mémoire sur les multiplicités Cantoriennes, Verhand. Kom.
Akad, v. Wetensch. XIII, S. 105,
Whyburn, On regular poinis of continua and regular curves of at most
order n. Bulletin of the Am. Math, Soe, 35, 8. 218,

Kinneth, Ein Theorem der Kurventheorie. Monatsh. f. Math, und Phys.
36, 8. 149. '
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Zunichst beweisen wir den

Hilfssatz 1: Sei p ein nichirequlirer Kurvenpunkt von einem
Typus = (a,n), wobei & cine isolierte Ordinalzahl und n endlick
ist, und U(p) eine hinlinglich kleine, charakieristische Umgebung von
P, dann enthilt ihre Begrensung B mindestens einen Punkt q, der
Haufungspunkt sowohl von U als auch von K— U ist, aber nicht der
hichstens n-punktigen Menge B*' angehirt.

Zum Beweis zeigen wir: Wenn zu einer jeden vorgelegten
Umgebung Z(p) eine charakteristische Umgebung U(p) CC Z(p)
existiert, deren Begrenzung B keinen solchen Punkt ¢ enthlt, dann
existiert auch eine Umgebung U*(p)(C Z(p) mit hochstens endli-
cher Begrenzung entgegen der Vorausseizung, dass p ein nichtre-
guldrer Punkt ist. U(p) sei also eine charakteristische Umgebung
von p(C Z(p), so dass jeder Punkt der Menge B'=—= B— B> Hiu-
fungspunkt von hochstens einer der Mengen U und K— U ist. Zu
jedem Punkt a von B’ gibt es dann eine positive Zahl r/a), derart
dass entweder in U oder in K — U jeder Punkt von K einen Ab-
stand > r(a) von a hat und dass U(a, r(a))C(C Z(p). Ordnen wir
jedem Punkt a von B’ alle Umgebungen zu, die Teil von U(a, 7(a))
sind, so bildet die Gesamtheit dieser Umgebungen ein unbegrenzt
feines Uberdeckungssystem von B’. Aus diesem greifen wir eine
B’ tberdeckende Folge von Umgebungen {U,}, (# =1, 2, ...) heraus,
deren Begrenzungen zu B’ fremd sind und deren Durchmesser ge-
gen 0 konvergieren. Dazn gehen wir folgendermassen vor: wir
denken uns die Punkte der abzihlbaren Menge B’ in eine Folge
geordnet und mit ay, as,..., a,,... bezeichnet. Um jeden Punkt a,
wihlen wir eine Umgebung U, U(a,, r(a,)) mit einem Durch-

messer <—:2 , deren Begrenzung zu B’ fremd ist; das ist moglich,

da B’ nulldimensional ist. U, U,,,... seien diejenigen der U,, fiir
die T,. U leer ist und U, Uj,... diejenigen, fur die U,.(K—U)
leer ist, Betrachten wir die Menge

U* = U+2'U_r,,— 217&,--
: i

Un zu zeigen, dass U* offen ist, zeigen wir die Abgeschlossenheit
jhres Komplementes K — U* = (K — (U~ 3U,)) + 3U,, Der erste
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Summand ist sicher abgeschlossen. Ein Hiufungspunkt von 4’2’ U’,‘”

der nicht zu 3T, gehort, liegt, da die Durchmesser der U, gegen
i

0 konvergieren, in dem picht iiberdeckten Teil von B, also in
B« und daher im ersten Summanden. U* ist eine Um_gebuug von
p, denn U¥, aber keine der Mengen U, enthlt p, da U,,I.. U leer

ist. Ferner ist U*(C Z(p) und ihre Begrenzung
3l
el

j Un) )

-]

denn B = B*'~+ (B—B*") und B— B> ist als Teil von E’(./},

nm]

B*CB+B (
oder

B*CB**4 B (

fremd zu B(E U,), also auch zu B*. Nach dem verallgemeinerten

nwl
Additionssatz ftir Begrenzungen ist B(Eu?1 U,,)CgiBl(l,',,)—f—B““‘. Es

ist also

BC B+ 3 B(U,).
nml
Fiir jedes n ist B% B(U,) =0, denn U* war so konstruiert, dass

jener der Teile U.B(U,) und (K— U).B(U,) zu B* gehort, der
leer ist und die U, wurden ausserdem so gewhlt, dass B —- B~
zu B(U,) fremd ist. Daher ist B*( B und U* eine Umgebung
von p(CZ(p) mit hochstens endlicher Begrenzung.

Satz V: In einer nichireguliren rationalen Kurve K, die in je-
dem ihrer Punkte hochstens vom Typus (a, n) ist, wobei a eine iso-

lierte Ordinalzahl und n endlich ist, liegen die Punkte von einem .

n

Typus = (a, 2-) dicht.
Fir regulire Kurven von hdchstens n-ter Ordoung gilt bloss,
dass die Punkte von einer Ordnung = % ~1 in ihnen dicht liegen.

Der analoge Satz fur nichtregulire Kurven ist also schirfer,
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Beweis: Wir wollen zeigen, dass in jeder vorgelegten Umge-
bung Z(p) eines Punktes p von K ein Punkt von einem Typus

n\ .. . .
= (a, 2—) liegt. Da p ein Punkt von einem Typus < (e, n) ist, so

gibt es nach Hilfssatz 1 eine Umgebung U(p)(C(C Z(p), so dass
B+~ (U) hochstens n Punkte enthult und dass ein Punkt g, von
B(U)— B“*(U) existiert, der Huufungspunkt sowohl von U’ als
auch von K — T ist. Da ¢, als Punkt von K von einem Typus
=(a,n) ist, 5o gibt es um ¢, beliebig kleine Umgebungen V' (gy),
so dass B*~!(V’) hichstens n Punkte enthilt. Wir wihlen eine sol-
che Umgebung V’(q,) so klein, dass V'(¢,)C C Z(p), der Durchmes-
ser.d(¥”) < 1 ist und dass ¥’ keinen Punkt von B* !(U) enthalt,
was moglich ist, weil B*(U) hichstens n Punkte enthilt und g,
nicht zu B*!(U) gehort. Wir bezeichnen mit 1% die offene Menge
V(gy).(K— U(p)) und mit P die offene Menge V(q,). U(p). Die
Begrenzung von jeder dieser Mengen ist enthalten in B( V")~V B(1").
Die (a— 1)-te Ableitung der Begrenzung beider Mengen ist aber
gleich B (V") da (V. B(U)*? = 0. Mindestens eine der Mengen

B=(¥1) und B*7'(F7) muss also hchstens ;—l Punkte enthalten,
denn enthielte jede der zu einander fremden Mengen B*~(¥7) und

B*-1(V{) mehr als Z Punkte, so wiirde ihre Summe B**( V') mehr

als » Punkte enthalten. Wir bezeichnen mit V, diejenigen der
Mengen V¢ und Vi, fur die B*'(¥,) hochstens gPunkte enthilt,
Trifft es ftr beide zu, so wihlen wir irgend eine der beiden Men-
gen. Da ¢, Hiufungspunkt sowohl von U als auch von K—1 ist,
kann ¥, nicht leer sein. Wir withlen einen Punkt p, aus V,, der
als Punkt von K hochstens vom Typus (a,n) ist. Nach dem Hilfs-
satz 1 gibt es um p, eine Umgebung U, (p,)CCV;, so dass B(U)
htchstens n Punkte enth#lt und ein Punkt ¢, von B(U,) —B**(1))
existiert, der Hiufungspunkt von U, und K —U0, ist. Um ¢, wird
eine charakteristische Umgebung V"’ so klein gewshlt, dass V' C (CV,,

&V <% und dass V. B*'(U,)=0. Wie oben schliessen wir,

dass mindestens eine der nicht leeren Mengen V. U} und V"':(K—U7,)
Fundamenta Mathematicae. T. XV, 3


Yakuza


34 H. Reschovsky:

eine Begrenzung besitat, deren (a—1)-te Ableitung hichatens ;

Punkte enthult. Diejenige, fur die das zutrifft, bezeichnen wir mit
1 - .

V,. Es ist dann V,CCVy und d(V)) <-2~. Auf diese Weise fort-

fahrend erhalien wir eine monoton abnehmende Folge offener Men-
gen CCZ(p): VDD VDD Vs, deren Durchmesser gegen O

o .
konvergieren. Nach dem Oantor’schen Durchschnittssata ist 1}1( v,
Lot

nicht leer und enthalt einen und nur einen Punkt ¢, der wegen
Viu CCV; auch in allen offenen Mengen V, enthalten ist. ¢ ist
daher ein Punkt, -der in beliebig kleinen Umgebungen mit Be-
grenzungen enthalten ist, deren (& —1)-te Ableitungen hochstens

; Punkte enthalten, also ein Punkt von einem Typus = (a, Z)

Ftir regulire Kurven wurde bewiesen %), dass fiir eine endliche
Zahl # > 2 keine Kurve existiert, die in allen Punkten von glei-
cher Ordnung n ist. Der topologische Kreis ist demnach die einzige
regulire Kurve homogener Ordnung. Nennen wir eine rationale
Kurve, deren Greschlecht o isoliert ist und die in allen Punkten
vom Geschlecht & von endlichem Typus ist, eine isolierttypige Kurve,
so konnen wir aus Satz V folgern:

Satz VI: Unter den isolierttypigen Kurven ist der topologische
Kreis die einzige homogentypige Kurve,

Hilfssatz 2: N sei ein Teilkontinuum von K, p ein Punkt von N.
Die Begrenzung jeder hinlinglich kleinen charakteristischen Umgebung U
von p enthdlt mindestens einen Punkt g von N, der Hiufungspunkt
sowohl von N.U, als auch von N—TU ist.

Wenn zu einer vorgegebenen Umgebung Z(p) eine charakie-
ristische Umgebung U(p)(CC Z(p) existiert, deren Begrenzung kei-
nen solchen Punkt ¢ enthalt, so wollen wir innerhalb Z(p) eine
Umgebung U*(p) aufweisen, deren Begrenzung zu N fremd ist ent-
gegen der Voraussetzung, dass N ein Kontinuum ist. {/(p) sei also
eine charakteristische Umgebung von p(C(C Z(p), so dass jeder
Punkt von B(l/). N Hiufungspunkt von hchstens einer der Men-

#) Urysohn, Whyburn, Kitnneth, loe. cit, 1¥),
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gen N.U und N— U ist. Zu jedem Punkt a von B(U).N gibt
es dann eine positive Zahl r(a), so dass entweder in U oder in
N— U jeder Punkt von N einen Abstand > r(a) von a hat und
dass Ul(a, 7(a))CC Z(p) ist. Von dem unbegrenzt feinen Uber-
deckungssystem fir B(U). N bestehend aus allen Umgebungen eines
jeden Punktes a innerhalb U(a, r (a)), lassen wir alle jene Umgebungen
weg, deren Begrenzungen mit B(U).N Punkte gemeinsam haben.
Da B(U).N npulldimensional ist, so ist jeder Punks in beliebig
kleinen Umgebungen enthalten, deren Begremzungen zu B(U).N
fremd sind; daher bleibt noch ein unbegrenzt feines Uberdeckungs-
system Ubrig. Aus diesem greifen wir nach dem Borelsche Theo-
rem endlich viele die abgeschlossene Menge B({7).N iiberdeckende
offene Mengen U;: (i=1,2,...,n) heraus. Fir i=1,2,...,j sei
U,.N.U und ftir i=3+1,...,n sei U,.(N—U) leer.

U*=U—§(Z+§Us
fm i)

ist eine Umgebung von p(C Z(p), deren Begrenzung B* mit N einen
leeren Durchschnitt hat, denn:

B NCB(U).N+ Y N.B(U)
im1
B*, N ist leer, denn B(U). NC}?U, und daher fremd zu B* und
im1

fir jedes i ist B* N.B(U) leer, da jener der Teile N.B.B(U)

und (N— U).B(U) zu B* gehort, der leer ist. Ausserdem wurden
die U, so gewnhlt, dassihre Begrenzungen zu B (/). N fremd sind

Satz VIIL: In einem Teilkontinuum N einer rationalen Kurve K,
in dessen samtlichen Punkten K hichstens vom Typus (a, n) ist, wobei &
eine isolierte Zahl und n endlich ist, liegen die Punkie von einem

Typus = (a, g—|-1) dicht.
Dass man nicht wie in Satz IV die schirfere Form beweisen

kann, dass schon die Punkte von einem Typus = (a, g) in N dicht

liegen, hat seinen Grund darin, dass ‘man im Hilfssatz 2 nicht die
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einschrinkende Forderung stellen kann, dass der Punkt ¢ von
B(U). N, der Huufungspunkt von N.U und N— T ist, nicht
B#-}(U) angehtre. Denn es kdnnte z. B, B(U). N Teil von B* '(I])
sein.

Beweis: Wir wollen innerhalb einer beliebigen offenen Menge

Z. N einen Punkt von einem Typus < (a, g + 1) aufweisen, Ein Punks

p von Z.N ist nach Voraussetzung von einem Typus = (e, n). Nach
Hilfssatz 2 existiert eine charakteristische Umgebung {/ von p( %, so0
dass B(U). N mindestens einen Punkt ¢, enthult, der Huufungspunkt
sowohl von N. U/ als auch von N. T ist. Als Punkt von N ist g, von
einem Typus < (o,7), es gibt eine charakteristische Umgebung
V' (q,) so klein, dass V"(g,)C(C 4, d(V’) <1 und dass V' ausser ¢
(eventuell) keinen Punkt der endlichen Menge B*"*((]) enthult.
Betrachten wir die offenen Mengen V!=V'.l/ und Vi =V'.(K— i );
die Begrenzung von jeder dieser Mengen ist Teil von B(V’) -+ V. B(U]).

Da (V. B(I"))** hochstens einen Punkt, nimlich g, enthult, so muss
mindestens eine der Mengen F; und V}, sie heisse V;, eine Begren-

zung haben, deren (a — 1)-te Ableitung Sg —+ 1 Punkte enthilt.

Weil ¢, Hiufungspunkt. von N.U sowie von N— I ist, gibt es
einen Punkt p,, von V. N. Mit p, wiederholen wir diesen Vorgang:
wir wihlen eine charakteristische Umgebung U/ (p,)CCV,, einen

Punkt g, von B(U,), der Huufungspunkt von N. und N — 7 ist,
eine charakteristische Umgebung V" (¢,)CCV, mit einem Durch-
messer <}, so dass V" ausser ¢y keinen Punkt von B“*(l)
enthalt. J,(C(CV; ist eine der Mengen P”. U, und V".(K— 7),

fiir die die (@ — 1)-te Ableitung ihrer Begrenzung hochstens g—{—l
Pankte enthalt ete.

- . » . . 09 e
Indem wir wie beim Beweis von SatzV schliessen, erhalten wir in IV,
. [

einen Punkt ¢ von einem Typus S(a, %—{—1) innerbalb Z, der

als Haufungspunkt der Punkte g, der abgeschlossenen Menge N
auch zu N gehort.
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Satz VIII: In einer rationalen Kurve K ist die Menge K
aller Punkte vom Typus (e, n) fiyr eine isolierte Zahl o und n> 2
diskontinuierlich.

Wiare K* nichtdis kontinuierlich, so gibe es in K” ein Kontinuum
N von Punkten vom Typus (e,n) in K. Nach Satz VII liegen aber

die Punkte von einem Typus S(a, g—}—l) dicht in N. Firn>2

ist %»l— 1 <<mn, N sollte aber nur aus Punkten vom Typus (e, n)
bestehen.

Es liegt die Vermutung nahe, dass auch fiir ¢ > 1 die Menge
K} aller Punkte vom Typus (@, 1) diskontinuierlich ist. Weon Kg
nicht leer ist, so gibt es in K auch Pankte von einem Typus
> (@, 1). Das folgt aus dem Satz, dass die Menge aller Punkte von
einem Typus > (a,1) in einem Punkt vom Typus (@, 1) mindestens
von einem Typus (1,1) ist?7).

Satz IX: Sind in einer isolierttypigen Kurve alle Punkte von
einem Typus < (a,n), so ist dic Menge H aller Punkte von einem

Typus > (a, g——{»I) nulldimensional.

H ist diskontinuierlich, dex;n enthielte H ein Kontinuum N, so
wiren nach Satz VII die Punkte von einem Typus < (a, %—l—l)
in N dicht, N enthult aber als Teil von H nur Punkte von einem
Typus > (a, g+1) . Da H ein F, ist, so ist H nulldimensional '¢).

17y Menger, Fund. Math, X. 8. 115.
18) Menger, Dimensionstheorie, S. 213.
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