24 H.Blumberg: 4 theorem on arbitrary functions.

cular, if p==—o00 and g==-}-o0, we set u* (§; —oo, 4-00; 1 —0)=u*(£)
and u, (§; — oo, + 00; 1 — 0)=wu,,(£). These numbers u*(§), u..(£) —
as we may readily see — are so related to the numbers L*(£),
1£(8) of Kempisty %) that our result, that the validity of w*(£)=
= ux(£) for all &5 not in a certain denumerable set, implies the
theorem of Kempisty, 1. ¢. Kempisty defines L%(£) as the
lower boundary of all real numbers a such that E[f(z) < a, 2= §
is of metric density 1 at & and *(£), as the upper boundary of
all real numbers a such that E[f(x) =a, 2= £] is of metric den-
sity 1 at & If y> L*(§), the metric density of E[f(%) >y, 2> £]
is. 0 et §; therefore, if 0<<r<C1 and > ¢ is sufficiently near £
we have u(f; & #; —oo, 4 00; ) <y and hence u*(§) Sy. We
conclude that wt(§) =< L*(§). If y<<It(£) the metric density of
Elfx) <<y, x>E] is 0 at £ therefore, if 0<<r<<1, we have
u(f; § y; —oo, 4-00; r)=y; therefore u, (§) =y, and hence
u,.(§) = I*(§). Likewise, of course, (&) < L~(&) and u_(&) = I~ ().
Thus, since w*(§) = ux(£) except possibly for &, £'s, we conclude:

(Theorem of K emp isty). For every real function f(z) E[L*(z) <
(2)] is at most denumerable.

Since every interval function offers an application of Corollary II,
it would be easy to cite other interesting implications for arbitrary
real funetions, or for that matter, for arbitrary planar sets.

1) Sur les fonctions approximativement discontinues, Fund, Math,, vol, 6
(1924), p. 6.
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Sur les suites des fonctions presque partout
continues.
Par
L. Kantorovitch (Leningrad, U. R. 8. S)).

Le but de cette Note est de démontrer la proposition suivante

Théoréme. Pour que la fonction F(x) puisse éire représentée par
la relation de la forme

) F(o) =lim £,(o)

ot les fonctions f,(x) somt presque partout continues dans (a,b), il
Saut et il suffit qu'il ewiste deux fonctions: @(x) du type (ga)Y):
au plus [dans la classification de M. Young] et w(z) du type (G,)
au plus, remplissant partout la relation

@) 9@ < Fle) <y (@)
et presque partout la relation
@ (@)= F(z) = p(2).

Les conditions sont nécessaires. Supposons que la re-
lation (1) a lien, Posons:

4) Fa(@) = Max {£,(@), fona(®), -}

On voit que la fonction @,(x) est semicontinue inférieurement
au moins dans tous les points, ol toutes les fonctions f, (x) [v=mn,
n+1,...] sont continues, c'est-h-dire presque partont. D’aprés la
définition de la fonetion §,(«), nous aurons immédiatement '

(5) @n—i—l (x) < ¢n (16); Eﬂﬁn(x) = F (x)' ‘

1) Nous utilisons ici [et dans la suite] les notations de M. H.Habn, v. The-
orie der reellen Funktionen [Berlin 1921), pp. 328, 834.
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26 L. Kantorovitch;

Soit maintenant @,(x) la borne inférieure de §,(x) au point w,
Pest-h-dire, si l'on désigne par my[®,(x)] la borne inférieure de
@ (%) dans lintervalle (x —d, x -4 d), nous posons

®) o (&) == lim 1[5, ()]

On voit que la fonetion @,(x) est partout semicontinue inférieu-
rement, et de () et (6) il résulte:
M Pra(2) S Pul@); 90(®) < Pule):

En outre, on a presque partout (notamment, dans tous les points
oll @,(») est semicontinue inférieurement) la relation:

® Pu(@) = G ().
Maintenant nous définissons la fonetion () de la manidre suivante:
) ¢ (@) = lim @, (z)

1l suit des relations (8) et (7) qu'elle est du type (g,) et satis-
fait bien aux relations (2) et (3). Si nous considérerons la fonction
— F(z) au lieu de F(x), nous trouverons la fonetion ¥'(x) du type
(G5) qui. également satisfait aux relations (2) et (8). Done, la néces-
sité des conditions (2) est (3) est établie.

Les conditions sont suffisantes. Supposons qu'il exi-
stent des fonctions @(z) du type (g,) et ¥(z) du type (G,), telles
que les conditions (2) et (3) soient remplies.

Construisons les suites des fonetions P.(x) et v, (x), semicontinues
inférieurement, resp., supérieurement, telles que

(10) Pra (@) < Pu®@); P (@) > ()
(11) Jim 9,(@) = 9@);  lim y,(2) = (a).
Posons maintenant -
(12) B, = E[p,(2) > v, ()}
Les ensembles E, sont ouverts et on voit sans peine que
(13) mCE, =0,

. Lrensemble ouvert E, est la somme d'une infinité dénombrable des
intervalles ouverts d® sans points communs deux-h-deux, ¢’est-a-dire

(14) E, ==2°: d¥.
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D’aprés le théordme connu de M. H. Hah n %) [Einschiebungssatal,
il existe une fonction A¥(x), continue dans df, telle que

(15) @u(x) 2= A0(2) > ¢, (x) (dans d¥).
Nous définissons maintenant la fonction f,(x) de la maniére
suivante:
__ [ AD(x) dans Dintérieur de d [t==1,2,3,...]
(16) /. "(”)"{F(x) dans OF,, .

La fonction f, (%) est continue dans Vintervalle (a,b), & I'ensemble
CE, prés, c'est-i-dire, presque partout. Nous démontrons maintenant

que la relation (1) a lieu.
Soit # un point queleconque; choisissons & volonté un nombre
positif & D’aprés (11) existe un nombre naturel N, tel que

(17) Pu@)—p(@) < & Y(@)—wa(®@) <& pourvu que n=N.
Nous montrons que I'on a, pour nZz=N,

(18) \fulz) — F@)| <.

En effet, soit n,>/ N; i le point « est contenu dans lintérieur
d'un des intervalles d®, on a (18) daprés (2), (16), (1B) et 17);
or, si zeCE, Vinégalité (18) encore a lieu, d’aprés (lg?.Q. oD,

Corollaire. La fonction F(x) qui est représeniable @ns la forme
(1), est dquivalente & une certaine fonction de la premucre classe de
Baire. o

Démonstration. D'aprés le théoréme précédent, ’11 existe
les fonctions p(2) et (), telles que (2) et (8) sont %'emplles. A:lox:g
du théoréme connu de MM, Hahn-Hausdorff?) 11.résu1ta Pexi-
stence d'une fonction @(x) de la premidre classe de Baire, telle que

(19) P(0) < Blo) < y(®)-
En vertu de (19), (2) et (3) nous avons presque partout
O(x) = F(z)

C.QFD.

%) H, Hahn. loc. cit. p. 164. Cf. aussi ¥. Hausdorff Mat. Zeitschr. B.b

p. 295, i
3) F. Hausdorff, loc. cit, p. 809.
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Remarque I. M. M. Feldstein et Sierpiniski¢) ont posé le
probléme suivant: Existe-t-il une fonction de deuxidme classe qui
ne soit pas la limite des fonctions presque partout continues? Ce
probléme a été résolu par M. Zalcwasser®). D'aprés le corollaire,
la solution affirmative de ce probléme résulte de I'exemple connu
d’une fonetion de deuxidme classe qui n’est équivalente & aucune
fonetion de premiére classe.

Remarque I1. Dans le corollaire, nous avons énoncé que l'dqui-
valence de la fonetion F(z) & une fonetion de premitre classe est
nécessaire pour qu'elle soit représentable dans la forme (1).

On pourrait croire, que cette condition est suffisante aussi; or,
il en n'est pas ainsi, comme le montre l'exemple suivant:

Soit E un ensemble @, de mesure nulle, tel que CE est I'en-
semble de premidre catégorie. Désignons par F(x) la fonction cara-
ctéristique de l'ensemble E, c'est-h-dire, posons

1 dans E
F(x) = { 0 dans CE.

Nous démontrons que la fonction F(z) n'est pas représentable
dans la forme (1). En effet, #'il en était autrement, il existait une
fonetion @'(x) du type (G,), équivalente & F'(z) et telle que &(z)>=>
2 F(@). Or, l'ensemble E, = E(T(z) > ) DE étant du type F, et
de deuxiéme catégorie, il aura forcément une mesure positive m E, > 0
fat, par conséquent, &¥'(x) n’est pas équivalente & F(x). Done, il est
impossible qu'il existe une fonetion ¥(z) remplissant les conditions
du théoréme au debut, ce qui prouve notre assertion.

‘) Fund. Math., t. 1, p. 224, probléme 10.

§) Cest signalé dans les Fund. Math. t. IV, p. 869. [L’exemple de M, Zalc-
wasger est la fonction caractéristique d'un ensemble F, qui, en méme temps que
son complémentaire, est de mesure positive dans tout intervalle, Rem. de la Rédaction),
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Uber Grenzzahlen und Mengenbereiche.
Neue Untersuchungen iiber die Grundlagen der Mengenlehre.

Von

Ernst Zermelo (Freiburg i. Br).

In der folgenden Arbeit handelt es sich um die Untersuchung
der ,Bereiche, bestehend aus Mengen und Urelementen, in denen
die ,allgemeinen“ Axiome der Mengenlehre (die ,Zermelo-Fraen-
kelschen Axiome® mit einer Erginzung) erfillt sind, und um den
Nachweis, daB ein solcher ,Normalbereich“ bis auf isomorphe Ab-
bildungen bestimmt ist durch zwei Zahlen, durch die Muchtigkeit
seiner ,Basis* d. h. der Gesamtheit seiner ,Urelemente” (die keine
eigentlichen Mengen sind) und durch seine ,Charakteristik® d. h.
den Ordnungstypus aller in ihm enthaltenen , Grundfolgen“ oder aller
in ihm durch Mengen vertretenen Ordnungszahlen. Es wird gezeigt,
daB diese beiden Zahlen unabhingig von einander beliebig gewihlt
werden konnen, sofern die ,Charakteristic“ den Bedingungen einer
,Grenzzahl“ gentigt, nimlich gleichzeitig eine ,Kernzahl® oder ,re-
gulire Anfangszahl“ und ,Bigenwert“ oder ,kritische Zahl einer
gewissen ,Normalfunktion® zu sein. Die schrankenlose Fortsetzbar-
keit der transfiniten Zahlenreihe gestattet danach die Darstellung
der Mengenlehre in einer ebenso unbegrenszten Folge wohlunter-
schiedener ,Modelle“. Und eben die scharfe Unterscheidung zwi-
schen den verschiedenen Modellen des (nicht-kategorischen!) Axio-
mensystems sichert uns auch eine befriedigende Aufklirung der
pultrafiniten Antinomien®, indem immer die ,Unmengen“ des einen
Modells sich als eigentliche ,Mengen“ darstellen im nichstfolgenden
wie in allen hoheren Modellen.

Als Hilfsmittel der Untersuchung bieten sich einmal die ,Grund-
folgen“, nimlich die in jedem Normalbereich vorhandenen einfach-
ston Vertreter der verschiedenen Ordnungszahlen, und zweitens die
»Entwickelung“ des Normalbereiches, seine Zerlegung in eine wohl-
geordnete Folge getrennter ,Schichten®, wobei die einer Schicht
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