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die Koeffizienten einer jeden integrierbaren Funktiongegen Null
streben, es miisste also lim ¢, (#)==0 sein und das ist ein Wider-

V—r0
spruch. Aus dem vorigen folgt, dafl die entsprechende Menge 4,
da sie jedenfalls M enthilt, von positivem Mafle sein muss. Nun
kénnen wir den Satz 2 bezw. 2’ anwenden.

Der Satz 4 ist in gewissem Sinne, wenn wir beliebige gleich~
missig beschrinkte Orthogonalsysteme betrachten, nicht weiter
verallgemeinerungsfihig. Einerseits wissen wir nach jhm, daff zu
jedem solchen System eine beschrankte Funktion mit der Diver-
genzpunktmenge von der Machtigkeit des Kontinuums existiert.
Andererseits existieren gleichmassig beschrinkte Orthogonalsyste-
me, bei welchen diese Divergenzpunktmengen immer Nullmengen
sein miissen. Ein solches ist z. B, das bekannte Rademacher-
sche Orthogonalsystem !5), welches die Eigenschaft hat, daf} die
Entwicklung jeder quadratisch integrierbaren Funktion fast iiberall
konvergiert. '

15 Ich verstehe darunter das von Herrn H. Rademacher definierte
Orthogonalsystem; H. Rademacher, Einige Sitze iiber Reihen von allgemeinen
Orthogonalfunktionen, Math, Ann. 87 (1922), insbes. p. 130—138.

(Regu par la Rédaction le 9. 4. 1930).

Eine Bemerkung iiber Divergenzphinomene von Orthogonal-
entwicklungen

von

W. ORLICZ (Lwéw).

Fragt man sich iiber Divergenzphinomene von Orthogonal-

entwicklungen gewisser Funktionenklassen bei beliebigen Orthogo-
nalsystemen, so ist von vornherein zu erwarten, daf man keine

weitgehenden Aussagen wird machen konnen. So kann man be-
kanntlich nicht behaupten, daf} fiir jedes Orthogonalsystem eine
stetige Funktion existiert, deren Orthogonalentwicklung in mindes-
tens einem Punkte divergiert. Ebensowenig darf man im allgemeinen
die Existenz einer stetigen Funktion behaupten, deren Orthogonal-
entwicklung im Definitionsintervall nicht gleichmdfig konvergiert 1),
Wie stehen nun die Sachen bei der allgemeineren Klasse der be-
schrénkten Funktionen ? Unter zusatzlichen Bedingungen von recht
allgemeinem Typus (gleichmiBige Beschriinktheit der Funktionen
des Systems?), Abgeschlossenheit des Systems im Bereiche der
quadratisch integrierbaren Funktionen?) existiert immer eine be-
schriinkte Funktion, deren Orthogonalentwicklung in mindestens
einem Punkte divergiert. Im Allgemeinen ist aber auch das nicht
der Fall. Das lehrt das folgende triviale Beispiel: -

Wir setzen die n-te Funktion des Systems ¢n (?) gleich y2+
in (271_1_3 ) 51;} und sonst im Intervalle ¢0,1) gleich 0. Offensichtlich

) Das bekannte Haarsche Orthogonalsystem (A. Haar, Zur Theorie
der orthoEgonalen Funktionensysteme, Math. Ann, 69 (1910) Kap. 111, p. 361—369)
1

hat die Eigenschaft, daff die Entwicklung jeder stetigen Funktion gleichmafig
konvergiert. i o
7y W. Orlicz, Finige Bemerkungen tiber die Divergenzpunktmengen von

Orth lentwickl , Studia Math. 2 (1930) p. 72—86, Satz 4.
og‘aongve:‘ndrd l"(il: : ,g e)Z“ur Theorie der Orthogonalreihen, Bull, Acad. Pol. Ser. A,

(1927) p. 95, Satz 2.
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bilden die Funktionen {¢,(#)} ein Orthogonalsystem und man sieht
auch ohne Weiteres, daf die Orthogonalentwicklung jeder inte-
grierbaren Funktion dberall konvergiert.

Der Reihe nach kann man sich jetzt noch fiir gleichmiBige
Konvergenz von Orthogonalentwicklungen beschrinkter Funktionen
interessieren. In dieser Hinsicht kann man die folgende, allgemeine
Tatsache behaupten:

Satz. Fir jedes Orthogonalsystem {9.({)} existiert eine be-
schrinkte Funktion, deren Orthogonalentwicklung nicht wesentlich
gleichmdfiig *) konvergiert.

Beweis. Wir werden zwei Fille unterscheiden:

1
1°, lim inff1¢n(x)\dx>o, |
n~0 ]

1 |
2°. lim inf ﬂqo,,(x)ux:o.
0

Zuerst setzen wir voraus, daB der Fall 1° vorliegt.
Wir nehmen an, daf} die Orthogonalentwicklung

M 3 k9.0 dx.0,0
=1 5 .

jeder beschrinkten Funktion % (f) wesentlich gleichmifBig konver-
giert. Da fiir jedes beschrinkte A (i)

@)  lm f R () 9 () dx. gu(d) =0
0

gleichmaflig in ¢ nach AusschluB einer Nullmenge gilt, so folgt
daraus nach einer bekannten Schlufiweise *) die Existenz einer Zahl

M> 0, so daf} fast iiberall in €0,1) die Ungleichung

® flom@idepmdl <M a=1,25...

*) Eine Funktionenfolge { f;()} heiBt wesentlich gleichmifig konvergent,
wenn die Konvergenz, nach Ausschluf héchstens einer Null i ai
im Definitionsintervalle stattfindet. wimenge, gleichmifig

berhaupt, man sagt, eine Eigenschaft bestehe swwesentlich
der ganzen Definitionsmenge mit Ausnahme einer Null

5) Vgl. H. Hahn, Ub
singulére Integrale, Mitt. I, Denkschr. d. Ak. d. Wiss, in Wien, 93 (1916).
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b?steht. Es bezeichne a>0 die untere Schranke aller Zahlen
f | 9= (x) | dx; aus (3) folgt |y, (t)|\<%, dieses System ist also

0

wesentlich gleichmiBig beschrinkt. Es gibt aber fiir ein solches
System eine Menge A von positivem Mafe mit der Figenschaft,
daf} fiir jedes ¢& A eine beschrinkte Funktion existiert, deren Ortho-

gonalentwicklung in # divergiert). Es sei 4 eine Untermenge von

A von positivem Mafle, auf welcher alle Funktionen ,(f) stetig
sind”). Wenn A(#) eine beschrinkte Funktion bedeutet, deren
Orthogonalentwicklung in einem zu 4 gehérigen Punkte divergiert,
so kann auch offensichtlich diese Entwicklung, im Gegensatz zu
der Voraussetzung, nicht wesentlich gleichmiBig konvergieren.
Jetzt gehen wir von der Voraussetzung 2° aus.
Aus 2° folgt die Existenz einer Teilfolge {g, ()}, fiir welche

€)) r}‘_‘:g g’p,.(t) =0

fast iiberall gilt. Nach dem bekannten Egoroffschen Satze®)
existiert zu jedem ¢ eine Menge £, deren Mafl >1—e ist, auf
welcher die Folge {¢, ()} gleichmiBig konvergiert. Indem wir die-
sen Satz, den Lusinschen Satz und die normierende Bedingung

1
92 (x)dx=1 auf (4) anwenden, beweisen wir leicht die Existenz

?ziner Folge {E,} und einer Teilfolge {¢:, ()} mit den folgenden
Eigenschaften :

1) E.E=0 iFj,

2) @ (f) ist auf der Menge E, beschrinkt,

3) f 9 () dx> L,

Ep,
1
4) es istf] 01, () | dx . M, < =
S,
’l'mn-l—l

wo M, die wesentliche obere Grenze der Funktion | ¢z (f) | auf der
Menge E, bezeichnet. -

8 1 ¢. ¥, Satz 4, Beweis.

'; Die Existenz einer solchen Menge folgt leicht aus dem bekannten

Lusinschen Satz (Einen einfachen Beweis des Lusinschen Satzes findet man bei

L.W.Cohen, A new proof of Lusin’s theorem, Fund. Math. 9 (1927) p. 122—123),
8 D. Th. Egoroff, Sur les suites de fonctions mesurables, C, R, 152

(1911) p. 244.
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Jetzt werden wir folgendermaflen eine beschrinkte Funktion

h() = 23 h. (D definieren:
r==
Zuerst definieren wir Ay (f), indem wir A;(f) ==sign ¢y, () (wir
setzen k; =k,) auf der Menge £, und 0 in CE| setzen. Da unserer
Voraussetzung zufolge die Orthogonalentwicklung von A;(¥) we-
sentlich gleichmiflig konvergiert, kénnen wir einen Index £, finden,
so dafl die Ungleichung

} [, ) ‘ M, <3

; 0
besteht. Dann setzen wir hs(f) =sign @, (#) in der Menge £, und
hy(f)=0 in CE,. Jetzt kbnnen wir einen Index k, finden, so dafl

1

1
IR+ s (N, (9 ’ M<F
0 .
ist, und wir setzen Ay(f) =sign 9r, (@ fir t¢ £, und Ay()=0 fiir
te CE,. Das weitere Verfahren ist evident. Es wird allgemein
gelten

)

1

/

lo

Die Orthogonalentwicklung der Funktion A (¥, die, wie au

der Definition folgt, absolut genommen < 1 ist, ist nicht wesentlich

gleichmiBig konvergent. Wir werden nimlich noch mehr zeigen:

Das allgemeine Glied (2) der Entwicklung (1) strebt nicht wesentlich
gleichméBig gegen Null. ©

Mit R, bezeichnen wir den n-ten Rest der Reihe }'E, . Es

['*2}1 h, (x)] P, (x) dx M;n < %.

M=l

gilt (nach (5), 3), 4)) die Abschitzung =l
1 1 n—1 !

M, f ()9, ()dx|=M,, f [ Zhw(x)}%rn(x)dx + f k), (2)dx+

° 1 - b | ‘ .

+ 2 b, @dx>— L+
o ¥==n-1 :
+ 01, [190, @) dx—, [1, (9| de>— T 111
E,n Rni1

woraus die letztgenannte Behauptung ohne weiteres folgt. Diese
widerspricht aber unserer Voraussetzung.

(Regu par la Rédaction le 10. 4. 1930).

p. 307—310.

Zur Theorie der Fourierschen Doppelreihe
von

S. KACZMARZ (Lwéw).

In dieser Note wird der folgende Satz aus der Theorie de.
einfachen Fourierschen Reihen auf die Fourierschen Doppel-
reihen iibertragen:

Wenn die Fourierkoeffizienten der Funktion f (x) die Bedin-
gung w0 :

2@ +8)lgn <+o
1

erfilllen, dann konvergiert fast iiberall die Reihe
—;—ao + 2 (ancosnx -+ b,sinnx) 9.
1

Zu diesem Zwecke sei f(x,y) eine Funktion, die im Grund-
quadrat  mit den Seiten (0,27), (0,27) quadratisch integrierbar
ist. Ihre Doppelreihe sei

<0
2 hran[@mn cos m xcos ny+bpnsinm x cos nYy-+cmn cosm xsin ny+
mn|0
“+ dansinm xsinny],
wo

fuir m=n.=0,

=)=

lmnr‘ —_ ﬁir m:O, n_>0 Odel' m>0, n==>_0

1 fiir m>0, n>0.

%]

am,l=l§fff(x,y)cosmxcosnydxdy u. s. W.
T
Q .

) A, Plessner, Crelles Journal 155 (1925) p. 15—25.
Kolmogorc;w et G. g‘oeliwerstow, Rend. R. Acc. dei Lin. 3 (1926)





