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4. Fir iede stetige Funktion g(x)=5=0 gilt die Ungleichung
1
[Mr0-gde>1.
o

Sei J ein Intervall, in welchem —g(x)> 0 ist; wir bezeich-
nen mit m das Minimum von —g(x) in d. Es ist m>0. In d sei
das Intervall d, mit rationalen Endpunkten enthalten. Wir wéhlen

I, so, daf}
n, =p; m>n, fir >4,

Dann ist

1
[M15e-g N x> M@ -g N dx
T2 £l
— [MU—g (N de> [Mh+mldx > [MTL +7)dx

(0.} 2Xip) Ei)
E’ng nj, Sy

—|EW| MG +1)>1.

Eine analoge Uberlegung fihrt zum Ziel, wenn iiberall

g(x)> 0 ist.

(Recu par la Rédaction le 31. 7. 1930).

Uber einige Eigenschaften der lakuniren trigonometrischen
Reihen

von

S. BANACH (Lwéw).

In der vorliegenden Arbeit beschiftige ich mich mit der
Untersuchung einiger Eigenschaften der lakundren trigonometri-
schen Reihen. Eine trigonometrische Reihe soll dabei lakundr
heiflen, wenn sie die Gestalt

) % 1 3 (aucos knt+ bysin ky )
n=1

hat, wo die Folge {k.} aus der natiirlichen Zahlenfolge durch
Weglassen unendlich vieler Glieder entsteht. Es sind iber die
lakuniren Reihen einer besonderen Klasse, iiber die Reihen nim-
lich, fiir welche die Bedingung

@) k;":’l >k>1 (n=12,..)

stattfindet, zwei bemerkenswerte Sitze bekannt. Der erste riihrt
von Herrn S. Sidon her und lautet: Wenn die Reihe (1) die

Fourierreihe einer meBbaren beschrinkten Funktion ist, so mu8

die Reihe
Slarl+[8:])
nz=]

konvergent seinl). Den zweiten hat Herr A. Zygmund bewie-
sen: Stelit die Reihe (1) die Fourierreihe einer integrierbaren

1) S. Sidon, Ein Satz iiber die ahsolute Konvergenz von Fourierreihen,
in den:n sehr viele Glieder fehlen, Math. Ann. 96 (1927) p. 418—419; S. Sidon,
Verallgeme:nerung eines Satses tiber die absolute Konvergenz von Fourierreihen

mit Licken, Math., Ann, 97 (1927) p. 675—676.
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Funktion dar, so ist diese Funktion mit jeder positiven Potenz
integrierbar — im besonderen also konvergiert die Reihe?)

J@+.

n==1

Ich gebe hier gewisse neue Eigenschaften der lakundren tri- -

gonometrischen Reihen der oben erwihnten Klasse an. Ich zeige
z. B, dafi es, falls die Voraussetzung des Satzes des Herrn Zygmund
erfiillt ist, eine stetige Funktion x () gibt, derart dafl die Euler-
schen Formeln
2z 2
®) an=—[x@)coskatd, b= [x()sinkatdt (n=0,1,..)
0 0

stattfinden®). Als eine einfache Folgerung dieses Satzes ergibt
sich die Existenz von Fourierreihen, die die Carlemansche —
und sogar eine stirkere — Singularitit aufweisen*).

Es gilt nimlich der folgende '

Satz a. Wenn {e.} eine gegen Null konvergente Folge posi-
tiver Zahlen ist, so gibt es eine stetige Funktion x(f) derart, daf
die Reihe

Sal* 415,17,
wo an, by (n=1,2,...) die Fourierkoeffizienten der Funktion x (%)
sind, divergent ist. :
Beweis. Es sei {k,} eine Folge wachsender natirlicher
Zahlen, fiir die die Bedingung (2) stattfindet. Betrachten wir zwei
Zahlenfolgen {a,}, {p.}, fiir welche die Reihe

S+
n=l1
konvergiert und zugleich die Reihe

f( l an|2—£k"+]ﬁn]2—skn)

n=l

) A. Zygmund, Sur les séries trigonométriques lacunaires, Proc, Lon-

don Math. Soc. 5 (1930) p. 138—145.
3) .

4 Siehe: T. Carleman, Uber die Fourierkoeffizienten einer stetigen
Funktion, Acta Math. 41 (1918). p. 377—384. :
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divergiert; die Konstruktion solcher Folgen bietet keine Schwie-
rigkeiten. '

Setzen wir @ =a, bkn=ﬂn (n=1,2,...). Auf Grund unseres
vorher ausgesprochenen Satzes gibt es eine stetige Funktion x (9),
derart daf}

27 2
1
a, = | xOcosk,tdt, b =[x@sink,td (n=1,2,..)
0 ‘ s
ist; es ist klar, daf diese Funktion die verlangten Eigenschaften
besitzt.

Ich beweise weiter, daBl man, falls die Bedingung (2) erfiillt
ist, zu jedem Paar gegen Null konvergenter Folgen {a,}, {4,)
eine integrierbare Funktion x(!) konstruieren kann, derart daf
die Gleichungen (3) gelten. Daraus folgt wieder leicht der folgende

Satz b. Wenn {1} eine gegen + 0 divergente Folge posi-
tiver Zahlen ist, so gibt es eine integrierbare Funktion x(f) derart,
dafl die Reihe

S Caaltat b)),
n=1

wo an, by (n==1,2,...) die Fourierkoeffizienten der Funktion x(®)
sind, divergiert.

Da wir mit der Methode der Theorie der Operationen arbei-
ten, wollen wir zuerst, die aus diesem Gebiete unten vorkommen-
den Begriffe und Sitze kurz besprechen, ohne iibrigens auf ge-
nauere Erlduterungen und Beweise einzugehen. Unter einem Raume
vom Typus (B) werden wir stets einen linearen, normierten und
vollstindigen Raum verstehen. Wir werden mit den folgenden
Raumen dieser Art zu tun haben: ‘

1. (Z): Der Raum aller1 in 0,1) erklrten, integrierbaren

Funktionen x (2, wobei |x|= f | vx(t) I df ist?).

2. (C): Der Raum alleg in {0,1} erklirten, stetigen Funk-
tionen x (); ﬂxﬁ=0 gtasxl] x(@®].

3. (I»): Der Raum aller Zahlenfolgen {&,} von dieser Eigen-
schaft, daB die Reihe 352 konvergiert, wobei Hx{j=( j §]21)?ist 5).

=1 n==}
%) x=1x(#); analog im Falle 2.
%) x = {fr}; ebense im Ramme (¢,).

Stodia Mathematica. T. IL. 14
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4. (c): Der Raum aller gegen Null konvergenten Zahlen-
folgen {£n} ; || x| = Max| &|.

Wenn in einem Raume X vom Typus (B) eine Funktion
y=~F(x) erklart ist, deren Werte einem Raume Y vom Typus
(B) angehoren, so spricht man von einer Operation; ein Funktio-
nal ist eine Operation mit reellem Wertbereich. Die Operation
F(x) heifit additiv, wenn fiir jedes Elementenpaar x/, x” aus X die
Gleichheit F(x"+ x")=F (') + F(x") stattfindet; sie heiBt stetig,
wenn immer aus x, ¥ CX (n=1,2,...), x,— x die Beziehung
F(xn)— F(x) folgt. Damit eine additive Operation F(x) stetig
sei, ist notwendig und hinreichend, dafl es eine Zahl X gibt, fir
die die Ungleichung |F(x)|< K| x| im ganzen Raume X erfiillt
ist; die kleinste Zahl von dieser Eigenschaft nennt man die Norm
der' Operation F(x) und bezeichnet sie mit |F||. Eine additive
und stetige Operation heifit /inear. Bekanntlich hat jedes in den
Raumen (/) und (co) erklirte lineare Funktional die folgende
Gestalt:

n=1 - n=1

3. L()= 3'E.En, wobei (B () und HL”:(ZBO’_S,%)% ist,
bzw. ‘

4, L(x)= )f' &, &n, wobei die Reihe _5? E,; absolut konvergiert

n==] n=1

und ]!L]]=2:I§_nl ist.

Bezeichnen wir mit X* die Menge aller in X erklarten line-
aren Funktionale L (x). Diese Menge bildet, bei der gewohnlichen
Definition der Verkniipfungen einen linearen Raum. Wenn wir
als Norm eines dem Raume X* angehorigen Elementes x* = L (x)
die Norm des Funktionals L(x) erkliren, so wird dieser Raum
auch vom Typus (B) sein. Wir nennen den Raum X* den zu X
konjugierien Raum. Es sei weiter y = F(x) eine lineare Operation
und y*==L(y) ein Element des zu Y konjugierten Raumes ¥ *.
Ordnen wir dem Element y* das Element x*=L (F () ) des Rau-
mes X* zu. Die so entstandene lineare Operation x*=F* (™
nennen wir die zu F(x) konjugierte Operation.

Es seien L(x) und L,(x) r=1,2,...) beliebige im Raume X
erklirte lineare Funktionale. Wenn fiir jedes Element x, dieses

Raumes die Folge der Zahlen {L, (x)} gegen die Zahl L (x;) kon-
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vergent ist, so sagen wir, dafl die Folge der Funktionale {L,(x)}
gegen das Funktional L (x) schwach konvergiert.

Wir brauchen in dieser Arbeit die folgenden Sitze (unter
Beibehaltung der vorigen Bezeichnungen):

Satz a. Wenn die Operation F*(y*) eine lineare Um-
kehrung besitzt und die Folge der Funktionale {F*(y})} gegen
ein lineares im Raume X erklirtes Funktional L(x) schwach
konvergiert, so gibt es im Raume Y* ein Element y*, derart daf
L (x)=F*(y*) ist7).

Satz 8. Wenn die Operation F*(y*) den Raum Y* auf
einen abgeschlossenen Teil des Raumes X* eineindeutig abbildet,
so ist die Umbkehrung dieser Operation linear®).

Satz 9. Damit die Operation F*(y*) eine lineare Um-
kehrung besitze, ist notwendig und hinreichend, daf die Operation
F(x) den Raum X auf den ganzen Raum Y abbilde®).

. § 1
Es seien a,(f) (n=1,2,...) beliebige, meBbare und be-
schrinkte, in ¢0,1) erklirte Funktionen; setzen wir voraus, daf
sie ein orthogonales, normiertes System .S bilden. Man sagt, dafl
die Reihe 3
' 2 et ()

n=1
die Entwicklung einer gegebenen integrierbaren Funktion x (%)
nach dem betrachteten System ist, wenn die Koeffizienten ¢, dieser
Reihe durch die Gleichungen
1

cn=|x () a.(ddt (n=1,2,..))
0
definiert sind ). In diesem § werden wir ausschlieBlich mit dem
Fall zu tun haben, wo das System S einer speziellen Bc'adingung
geniigt, aus der sowohl die Vollstandigkeit wie auch die Abge-
schlossenheit dieses Systems im Raume (L) sofort folgt. Es han-
delt sich nimlich um die folgende

7) S. Banach, Sur les fonctionnelles linéaires 11, Stud. Math. 1 (1929)
—239, insb. Lemme 9. . )
p- 223 3)2 Siehn;sThéoréme 7 der unter 7) zitierten Arbeit. ]
5) Siehe Théoréme 5 und & der unter ") zitierten Arbeit.
1) Wenn wir kurz von Funktionen sprechen, so sind stets diein <0,1>
erklirten Funktionen gemeint )
14
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Bedingung I Ist z(f) eine integrierbare runktion, so
kann man die Zahlen <™ (n=12,... m; m=1,2,...) so

wéhlen, daf — z,()=2'c™ ¢ () fiir m=1,2,... gesetzt —:
n=l|
1

1
L dim [lon()-2()1de=0 ist; 2. aus [2()@n()) dt=0 fir cin
0 ' 0
gewisses m, die Relationen ¢™=0 (m==n, n+1,...) folgen.
Es sei nun {k,} eine monoton wachsende Folge natiirlicher
Zahlen; wir erkldren fiir eine derartige Folge die drei Eigen-
schaften A, B und C folgenderweise:
A: Es gibt eine Konstante K, derart daf3 fiir jede Zahlen-
folge {ca} die Ungleichungen

]

(1) (Z’ci)F\gK | Mena, ())dt  (m=1,2,..)
=1 § n=l
gelten. '
B: Wenn die Reihe
V)] 2en &k, ®
n==1

die Entwicklung einer integrierbaren Funktion nach dem System
S ist, so konvergiert die Reihe

£6) S,
n=1

C: Wenn die Reihe (3) konvergent ist, so gibt es eine stetige
Funktion x(#), die den Gleichungen '

(4) f x(8) @, () dt = e (n=1,2,...)

0
- geniigt,

Wir werden jetzt den folgenden grundlegenden Satz be-
weisen: :
Satz L. Die Eigenschaften A, B und C sind dquivalent.
Beweis. Es sei x=x(#)C(C); setzen wir
1
nn(x)zfx(t)akn(t)di (n=1,2,..)).

0 .
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Durch die Gleichung
Fx)= {na (x)}

ist im Raume (C) eine lineare Operation definiert, die ihn auf
einen Teil des Raumes (/%) abbildet; die Stetigkeit der betrach-
teten Operation folgt unmittelbar aus der Bemerkung, daff

1
f 2 (9 dt

Q

1
2
<

|F ()= ({n <x>) < e

ist. Es sei ferner y*=L (y) ein lineares im Raume (/%) erkldrtes
Funktional; wir haben also

L (y) :Z‘Wﬂﬁny
n=1

wobei y= {7} und {1} C (7%) ist. Infolgedessen erhalten wir
1
LF@)=3[x@e, 0 d
n==1

0

und
1

&) F*(g")=|x®*@dt,
0
wenn mit x (f) die durch die Beziehung
1

m 2
®) lim (s; 0-37 a;zn(t)) dt—0
m—>® n=1
bestimmte Funktion bezeichnet wird. Wir bemerken hier, daff —
wie leicht nachzupriifen ist — die Gleichheit

™ 1F*(gl= [170 | d
.

stattfindet.
Wir wollen jetzt zeigen, daf jede der Eigenschaften A4, B

und C der Folge {k.} mit der Existenz einer linearen Umkehrung

der Operation F*(gy*) dquivalent ist. .
A: Wir werden uns hier der einfachen Bemerkung bedienen,

nach der die Operation F*(y*) dann und nur dann eine stetige
Umkehrung besitzt, wenn es eine Zahl K gibt, welche die Un-
gleichung '
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® 1g*| < KIF* (M
fir alle z* befriedigt.

Setzen wir voraus, daB die Folge {k,} die Eigenschaft A4
besitzt; es ist

lf 1 m .
® 2353) <KfIZ Teor,@)|di  (m=1,2,...).
| o 0

n=xl

Aus (6) und (7) folgt nun

10) lim (1 370, 0| de=F* (591

m—rw

es geniigt also noch die Relation

0 ¥

an 1= (57
zu beriicksichtigen, um aus (9) durch Grenziibergang die Unglei-
chung (8) zu gewinnen. Aber auch umgekehrt, wenn die letzte
Ungleichung fiir alle y* erfiillt ist, so kommt der Folge {k.} die
Eigenschaft 4 zu. Es sei nimlich {c.} eine beliebige Zahlenfolge
und m eine natiirliche Zahl. Setzt man 5,,=c,, fir n<m, =0
fir n>m (m=1,2,...), so ist wegen (10) und (11), die Rela-
tion (8) mit (1) ersichtlich gleichbedeutend.

B: Nehmen wir an, dafl die Folge {k.} die Eigenschaft B
besitzt. Es sei { g7} ={L,(x)} eine Folge der linearen im Raume
(%) erklarten Funktionale; man kann sie also in der Form

L, (x) =2 Nn ;7:5’)
n==1 .
schreiben, wo x= {1} ist und {77} C (1% (r=1,2,...). Setzen
wir weiter voraus, dafl die Folge {F*(y¥)} gegen ein Element
L (x) des zu (C) konjugierten Raumes konvergiert. Es ist stets,

nach dem Vorigen,
1

F*(g*) =[x % @ dt,

0
wobei die Beziehungen

(12) tim [ - 278, () de=0
0

n==l
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gelten; da weiter )
IF*(a)-F*(gDl=[150-%0ld  (pg=12-.)
0

ist, so muf die Folge {x; (/)] gegen ein Element des Raumes (L),
konvergieren. Es existiert also eine integrierbare Funktion x(#),
fiir die die Relation

1
3) lim f 1% () -% ()| dt=0

stattfindet; es ist offenbar

1
Lx)=]x@x(Ddt
0
fiir jede dem Raume (C) angehdrige Funktion x=x(2). Betrachten
wir jetzt -die Reihe

1
(14) 2, @) | x® ok, @) dt;
0

n==1

aus den Relationen

1

1
f F(f) 2 (f) dt = lim lim f ( z’ﬁ£'>akn(t)) add  (=12..),
0 r—00 m—)ﬂoo n=1 -

die man unter Bezugnahme auf (12) und (13) leicht verifiziert,
folgt unmittelbar, daB die Reihe (14) die Entwicklung der Funktion
%({) nach dem System .S ist; wegen der Voraussetzung mufl also
die Reihe

> [ f % () () dt

n=1

konvergieren. Daraus schlieBen wir sofort, dafl —
1

Na=| X (t) o, (D) dt n=12..)
0 .
gesetzt — die Beziehung (6) erfiillt ist; infolgedessen haben wir,
fir das durch die Gleichung
'y* ‘—_—2 Ta 7_1n

n=1
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im Raume (/%) erklirte Funktional,
L(x)=F*(y"):

Auf diese Weise sehen wir, daB die Operation F*(y*) den
zu (I°) konjugierten Raum auf einen abgeschlossenen Teil des zu
(C) konjugierten Raumes abbildet; da diese Abbildung einein-
deutig ist, so besitzt, wegen des Satzes §, die Operation F*(g%
eine lineare Umkehrung. :

" Setzen wir voraus, daB die Operation F'*(y*) eine stetige
Umkehrung besitzt. Es sei die Reihe (2) die Entwicklung einer
. integrierbaren Funktion X (f) nach dem System S. Das System S
geniigt der Bedingung I; man kann also die Zablen 1Y (n=1,2,...7;
r—=1,2,...) so wihlen, daf} —

%) =217 @, @ (r=1,2,..)
n=1
gesetzt —

.
lim flE,(t)—E(t)ldtzO
r—>mw b

ist. Wir erkliren jetzt im Raume (C) die Funktionale L (x) und
L.(x) (r=1,2,..) folgenderweise:

Lix)=|x®x®dt, L.(x)=|x({®x () dt,
o= /

wobei x(f) das Element x bezeichnet. Es existieren offenbar in
dem zu (/%) konjugierten Raume Elemente y so beschaffen, daf

L (x)=F*(g7)

ist. Da die Folge {F*(y¥)} gegen das Element L (x) konvergiert
und nach dem Satz o die Operation F'*(y*) den zu (/*) konju-
gierten Raum auf einen abgeschlossenen Teil des zu (C) konju-
gierten Raumes abbildet, so gibt es in dem zu (/%) konjugierten
Raume ein Element y*, derart dafl '

Lx)=F*(y"

ist. Infolgedessen ist die Funktion x(#) mit der durch die Relatio
(6) erklirten Funktion identisch und folglich quadratisch integrie
bar; die Reihe (3) mufl also in der Tat konvergieren.
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C; Um diesen Teil des Beweises zu erledigen, geniigt es
zu bemerken, dafl die Folge {k.} dann und nur dann die Eigen-

schaft C besitzt, wenn die Operation y=F(x) den Raum (C)

auf den ganzen Raum (I?) abbildet — und den Satz y anzuwenden.
Ersichtlich erfiillt das trigonometrische System die Bedin-
gung [. Wenn nun die Folge {k,} der Forderung

knta
ko

geniigt, so besitzt sie nach dem zitierten Satz des Herrn A.
Zygmund die Eigenschaft B; auf Grund unseres Satzes | kommt
ihr also auch die Eigenschaft C zu. Das heifit aber, dall man,
wenn die Zahlenreihe

>k>1 (n=1,2,...)

j‘(aﬁ + b2
‘n==1

konvergiert, eine stetige Funktion x(t) so wihlen kann, dafB die
Gleichungen

27 27
av—t [x(@)cos kutdt, b,.=—gl?fx(t)sinkntdt (n=1,2,..)
. 0 0 '
stattfinden.

§ 2

Setzen wir jetzt voraus, dafl die Funktionen @, O (n=1,2,...)
nicht nur individuell, sondern auch gemeinsam beschrinkt sind.
Wir werden auBerdem annehmen, daB fir das System S die fol-
gende Bedingung erfiillt ist:

Bedingung 1. Wenn z(i) eine beschrinkte mefibare
Funktion ist, so kénnen die Zahlen ™ ngn-——-l, 2,...m; m=1,2,..)

so. gewdhlt werden, dafi — zn BH=2cma. () fir m=1,2,...

n=1

gesetzt — 1. fast iberall lim Zm() =z (t) ist; 2. die Funktionen

Zn@® (m=1,2,...) ge:;'l—gglsam beschrankt sind; 3. wenn
1

f z(D 0. () df=0 fiir ein gewisses n ist, so ist (™ =0 (m=n,
0 )

n+1,..).
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Es bezeichne wieder {k,} eine beliebige wachsende Folge
natiirlicher Zahlen; wir erkliren fiir derartige Folgen die Eigen-
schaften 4’, B" und C’ folgendermafien:

A': Es gibl eine Konstante K, derart daf fir jede Zahlen-
Jfolge {c.} die Ungleichungen :

2| ea| <K . wesentliche obere Grenze | X cnox (] (m=1,2,...)
n=1

0=+=1 n=1

stattfinden.
B': Wenn die Rethe

2 Cnt (D)
n==1

die Entwicklung einer beschrinkien mefbaren Funktion nach dem
System S ist, so ist die Reihe

o
2l
n=]
konvergent.

C’: Wenn {ca} eine gegen Null konvergenie Zahlenfolge ist,
so gibt es stets eine inlegrierbare Funktion x(f), fiir welche die
Formeln ‘

fx(t)akn(t)dt=cn ‘ (n=12...)

gelten.
Wir beweisen jetzt den zu Satz | analogen

Satz 1. Die Eigenschaften A’, B und C’ sind dquivalent.
Beweis. Es sei x=x(# C(L); setzen wir
- | e
N (x) = [ x (1) o:kn(t) dt ‘ (n=1,2,..)

0

F ()= {1 (x)}.

Da nach einem bekannten Satze die Folge {7, (x)} gegen Null
konvergiert, so bildet die durch die letzte Gleichung . erklirte"
Operation den Raum (L) auf einen Teil des Raumes (c,) ab; diese
Operation ist ersichtlich linear, da die Ungleichung

und
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1
|F(x)]< obere Grenze |a, (8] f % ()| dt
ndf‘-i;l,ﬁé,_l :
statthat. Wir werden jetzt die Gestalt der zu F(x) konjugierten
Operation F'*(y*) bestimmen. Es bezeichne y*=L(g) ein belie-
biges im Raume (c;) erklartes Funktional; es ist also

L(y)=2’7n5m
n=1

wobei y={n,} ist und die Reihe 3’ nn absolut konvergiert. Wir

n=1
haben

LE@)=23 [x@a, @dt
n=1
und daher ’

1
F*(yH=[x(x@)dt,
0
wobei

% () =31 02 (D)
n=l

ist; auBerdem gilt die Gleichung

[F*(y*)|= wesentlich§<?21ere Grenze | X (8)|.

Man kann nun leicht beweisen, daB jede der Eigenschaften

A’, B’ und C’ der Folge {k} damit gleichbedeutend ist, daB die

Operation F*(y*) eine lineare Umkehrung besitzt. Der Beweis

verliuft ganz analog dem entsprechenden Beweis des vorigen §.

Offenbar ist fiir das trigonometrische System die Bedingung

I erfillt. Dem in der Einleitung erwahnten Satze des Herrn S.

Sidon zufolge besitzt die Folge {ka} die Eigenschaft B’, wenn
sie nur der Bedingung

]%>k>1 (n=1,2,..)

geniigt; dann hat sie also auch nach unserem Satze I’ die Eigen-

schaft C’. Dieses bedeutet, daf es, wenn die Zahlenfolgen {ax}



220 S. Banach.

und {b,} gegen Null konvergieren, eine integrierbare Funktion x (¢
gibt, fiir welche die Relationen

27 27
m‘—“%fx(t)cosknta'i, b,,=—a—1t~fx(t)sinkntdt (n=1,2,..)
o 0

- erfiillt sind.

(Recu par Ia Rédaction le 3. 70. 1930).

On the partial sums of Fourier series

by
R. E. A. C, PALEY (Cambridge) and A, ZYGMUND (Warsaw).

1. Let f(6) (0627 belong to L” (p>1), and let
2@ =3s,(f;0) and 0, () =0.(f;0) (n=0,1,2,...) denote
respectively the partial sums and the first arithmetical means of
1.1 —;—ao + X (ancosn 84 b,sinnb),

n==l
the Fourier series of £(f). A number of papers?) have appeared
recently on the behaviour of integrals
27 27
.2 f 5ny(0) d0 1.3) f 6ag (6 0,
0 0
where n, depends arbitrarily on 6.

It is evident that the necessary and sufficient condition that
e integral (1.2) should be finife (or, what in this case is equi-
salent, bounded) is the existence of a function @ (6) integrable L,
such that

1.4 |5, (8) | < 2(6) (n=0,1,2,...).
Similarly the neccessary and sufficient condition that the integral
(1.2) may be always greater than — o is the existence of a function
@*(0) C L, such that

(1.5) 5, (0) > — D*(6) (n==0,1,2,...).
The existence of a function @C L (r> o), such that (1.4) is
satisfied, is equivalent to the inequality

1) Kolmogoroff and Seliverstoff [3]; Plessner [5]; Hardy and Littlewood
[2]; Paley [4]. )





