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Nullen ersetzt und definieren zundchst eine gleichmiBige Vor-
zeichenverteilung {z,}, fiir welche 'z, d, konvergiert.

Um eine derartige Vorzeichenverteilung zu erhalten, geniigt
es sich auf diejenigen Verteilungen zu beschrinken, in welchen
&, ; und &, stets verschieden sind. Jede derartige Verteilung ist
offenbar gleichmaflig und man hat

2n -
Zeryduz:: i (dl—'cz;) i (‘Z}"CL—) i LRCIRS i (J;n—l_d_Zn);

=1
wobei die vor den Klammern stehenden Vorzeichen noch beliebig
sind. Durch passende Wahl dieser Vorzeichen kann man offenbar
erreichen, dafl die Folge der Teilsummen gerader Ordnung und
daher auch (wegen d,~0) die Folge aller Teilsummen von ¢, d,
konvergent ist.

Wie leicht ersichtlich, lassen sich die Vorzeichen é;p in be-
liebiger Weise durch andere ersetzen, ohne daff dadurch die Gleich-
méiBigkeit der Verteilung gestort wird.

Wir versehen die Glieder der divergenten Reihe 3'g, mit
Vorzeichen &, derart, daf o

lim e, d, =I-s, lim Z'ekmdksz—s
n—po0 1221 . 0 o )
ist, wo [, L die vorgegebenen Hauptlimites und s die Summe der

konvergenten Reihe Y's d bedeuten.

L a4

_ Es bezeichne {s,} diejenige Vorzeichenverteilung, welche aus
{¢,} entsteht, indem man jedes &, durch ¢, ersetzt. Diese Ver-

teilung ist nach einer soeben gemachten Bemerkung gleichmaBig.

Ferner ist 3'e,d, immer die Summe einer Partialsumme von

o}

2'e,d und einer Partialsumme von Y & woraus leicht

lim Ye,d,=1, lim X d=L

n-»0 ¥==1 [ == |

folgt.

(Regu par la Rédaction le 71. 10. 1930).

Le systéme orthogonal de M. Rademacher
par

5. KACZMARZ et H. STEINHAUS (Lwéw).

Cet article est un produit d’une collaboration de plusieurs
personnes qui ont contribué par leurs travaux récents a élucider
les propriétés de séries dites de M. Rademacher. Nos prepres
rechérches ont été paralléles et contemporaines & celles enterprises
sur des sujets analogues par MM. Paley et Zygmund & Cam-
bridge. Par des lettres de M. Zygmund, nous avons été ienu
au courant de leurs résultats publiés en partie dans les Procee-
dings of the Cambridge Philosophical Society?). Il s’agit 1a de
Pinfluence qu’un facteur, de module unité, dont le signe dépend
de Thasard, exerce sur la convergence de séries. Les recherches
de MM. Rademacher?), Khintchine et Kolmogoroff?)
sur ces problémes,. ainsi que les travaux de M. Zygmund?4) et
M. Kolmogoroffs) sur les séries trigonométriques lacunaires
doivent &tre rappelés ici; la notion de la mesure dans l'espace
3 une infinité des dimensions et les fonctions orthogonales, intro-

~duites par M. Steinhaus®) tout récemment, ont servi a leur

) R. E. A. C. Paley B. A. and A. Zygmund, Oz some series of
functions (1), Proceedings of the Cambridge Philosophical Society 26 (1930) p.
337—357.

%) Einige Sitze iiber Reihen von allgemeinen Orthogonalfunktionen, Math.
Ann. 87 (1922) p. 112—138. . .

8) Uber Konvergenz von Reihen, deren Glieder durch den Zufall bestimmt
werden, Recueil Math. de Moscou 32 (1925) p. 668—677.

4) Sur les séries trigonométriques lacunaires, Journal of the Lond. Math.
Soc. 5 (1930) p. 138—145; On the convergence of lacunary trigonometric series,
Fund. Math. 16 (1930) p. 90—107. . .

5) Une contribution 2 Pétude de Ia convergence des séries de Fourler,
Fund. Math. 5 (1924) p. 96—97.

) Sur la probabilité de la convergence de séries, premiére communica-

tion, Stud. Math, 2 (1930) p. 21—39.
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tour a MM. Paley et Zygmund dans leurs recherches ulté-
rieures de ce genre?),

Les résultats de M. Zy gmund?) ont donné 3 M. Banach?)
Poccasion de montrer encore une fois Péfficacité de I'analyse
fonctionnelle appliquée au probléme de séries orthogonales lacu-
naires et nous avons — A notre tour — vérifi€ que les résultats
de M. Banach s’appliquent bien au systéme que nous considé-
rons ici. Le systtme orthogonal de M. Walsh%) étudié de plus
prés par M. Kaczmarz!) (qui a remarqué que 'on peut s’en
servir pour compléter le systtme de M. Rademacher) a rendu
cette vérification presque immédiate. '

Nous appellons systéme de M. Rademacher le systéme ortho-
gonal et normé {¢,} ‘

' @ (x) =sign (sin 2"7 x) (P EE))
Nous résumons les propriétés principales de ce systéme dans une
série de théorémes; parmi ceux-la les théorémes 1, 2, et 4. sont
dis 2 M. Steinhaus, le théoréme 3 est connu; sa premiére
partie a été trouvée par M. Rademacher®), la deuxieme
par M. Kolmogoroffs); la démonstration que nous en donnons
ici est due A M. Kolmogoroff) pour la premiére et 3 M.
Zygmund?®) pour la deuxiéme partie. Le théordme 5 a &té
suggéré par les travaux de M. Zygmund sur les séries lacu-
naires; la démonstration (de M. Steinhaus) repose sur une iné-
galit¢ de M. Khintchine??),

Le théoréme 6 a été démontré par M. Kaczmarz; I'iné-
galit¢ de M. Khintchine est utilisée encore une fois. Le thé-

} On some series of functions (2), Proceedings of the Cambridge Phi-

losophical Society 26 (1930) p. 458—474.

®) Lus avee permission de Penvoyeur dans les séances de la section de
Lwéw de la Soe. Pol. Math.

®) Uber einige Eigenschaften der lakuniren trigonometrischen Reihen,

Stud. Math. 2 (1930) p. 207—220.

) A closed set of normal .orthogonal functions, American Journ. of

Math. 55 (1923) p. 5—24.

12y Uber ein Orthogonalsystem, Comptes Rendus du [ Congrés des ma-
thématiciens des pays slaves 1929 (1930) p. 189192,

%) loc. cit?).

18) loc. ecit®).

1) Joc. cit3). ‘

1%) loc. citf). Voir aussi?), lemma 11.

) loc. citt :

1) Uber dyadische Briiche, Math. Zeitschr. 18 (1923) p. 109—116; a Ia
p. 112, Vintégrale de la 4-itme ligne est majorée par l'expression de la 12-idme
ligne: c'est I'inégalité en question.
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oréme 7, qui établit une relation entre les sommes partielles des
séries de Haar et des séries de Walsh, et le théoréme 8 sont
dis 3 M. Kaczmarz Ayant tout ce qui précdde, il nous a été
facile de déduire les théorémes 9 et 10; les théordmes 11 et 12,
ajoutés par M. Steinhaus, sont une conclusion immédiate.
Dans tout ce qui suit, les coefficients sont réels et I'inté-
gration est celle de Lebesgue; | 4| signifie toujours la mesure

(L) de A.

Théoréme 1. La condition nécessaire el suffisante, pour
que la série

) 2 en g ()

n==1
soit convergente dans ['intervalle entier {0,1), est la convergence
de la série

©
2l
n=1

Démonstration. Il n'ya qu’a démontrer la nécessité. Si
Ja condition n’était pas remplie, on pourrait déterminer les signes
+ — de maniére que la série

w0
2+ cn

n=1

soit divergente vers +o. Si ¢ est zéro ou un, suivant que cn

est muni du signe + ou — et si
(2) 0:818283-~-:§
est un développement dyadique (vraiment infini), alors
(3) ‘ Ecn‘}’n(§)=+°0.
n==1

Ce raisonnement est en défaut quand le développement fournit

une fraction dyadique. On n'a alors qu'a changer certamsbe dlu
& indi i &, qui auront a subir le

développement (2). Les indices n; des &y qui 1.1l

changement, seront 4 déterminer de maniére que la somme

Slen)

=1

oit fini i ur &, et une infi-
soit finie; on metira une infinité des fois 1 pour &,
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nité des fois 0. On aura alors ¢.(§)= 1 1 pour tous les n et
(3) devient valide. Cet artifice ne réussit pas quand ¢, ne tend
pas vers zéro; en ce cas la série (1) est divergente sauf pour
les fractions dyadiques x, ce qui achéve la démonstration.

Théoréme 2. En désignant par sn(x) les sommes pariiel-
les de (1) et par a, b deux nombres (finis ou infinis), satisfaisant
a linégalité a < b, et en supposant
(4) 2le| =+, lime, =0,

n=1 @

on frouve dans tout sousintervalle de {0,1) un ensemble de la
puissance du continu de points & remplissant les relations

5) lim inf s, (§) =a, limsup s.(§)=5.

Démonstration. Ily ac possibilités différentes de choisir
les signes + de maniére que l'on ait

n n
liminf 2 + co=gq, limsup 3 + cx=1b;
W now gy
on peut déterminer arbitrairement un nombre fini de ces signes.
Quand on fait correspondre, comme auparavant, a cette suite de
signes, un nombre (2), alors on aura (5), pour tout & ainsi défini,
sauf pour les § qui sont des fractions dyadiques et qui, formant
un ensemble dénombrable ou fini, ne diminuent pas la puissance.
Remarque. La série (1) posséde, sous la condition (4),
¢ points de divergence (et ¢ points de divergence franche) dans
tout sousintervalle de <0,1); ceci est une conclusion immédiate
du théoréme précédent.
Théoréme 3. La série (1) est convergente ou divergente
dans {0,1) presque partout, suivant que la somme

oo
©® Sa
=1
est finie ou infinie.

La premiére partié de cet important théoréme est due 3 M.
Rademacher, la deuxiéme 3 M. Kolmogoroff, 3 qui nous
empruntons la démonstration de la premiére partie, en adoptant
pour la deuxiéme la méthode de M. Zy gmund. Il nous semble
que P'on obtient ainsi une démonstration assez simple pour que
sa reproduction en cet endroit soit justifiée.

.
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Démonstration. ~a) Soit D I'ensemble de points de di-
vergence de (1) et |[D|>0. I existe alors un > 0 et un en-
semble D. tel que |D:|> 0 et

lim sup | 5,.(x) — s, (x)| > ¢, pour xeD;,
preo

quelque soit n. Soit n==n,; a tout x&D;, il correspond un p (x),
de maniére que

| $p0) () — 50 (x) | > 5

soit D* l'ensemble de tous les x auxquels correspond un p(x);
on aura

| D¥|>|De | > 0.
Définissons maintenant Z; par l'inégalité
| St () = 85, (x) | > &, pour xeZ;,
et Zp (k> 1) par les inégalités simultanées
N EE e O M PR G RN T R
oo Snapr () — 50, (x) | < &, pour x€Z,

et nous aurons

D= 37, Z:X Z=0, pour i+ k.

k=1

Pour un ¢ assez grand, ceci implique
) \Zi+ Zat ... 2yl > 5 | D> 0.
Pour £ < ¢, on aura
f [Snstg () = S ()] i = f [Sncta— Sro ] dx+ f [Snot— $af® dx
ZL Zp, 2y .

car l'intégrale

[T5n0ky () =5 (] st = s ]
Zx

disparait; pour s’en persuader, décomposons Zr en interval%es
partiels, de maniére que Saucix—Sn soit constant dans c?ac%ue in-
tervalle; 'intégrale en question devient une somme des intégrales
toutes nulles, car Pintégrand sniq(x)—snte(x) ne contient que
des termes c,@n(x) d’indice n>ng+ k&, qui donnent zéro quand
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on les intdgre sur un intervalle de constance de @nw(x); or,
nos intervalles partiels peuvent étre décomposés en des tels inter-
valles. Il s’ensuit

[neke @)= 50 (01t i > [Trgta (@) = sm (1 e > 22 2],
2

2

1 q
22 4y [lsnta =50, @) dx > X [Tsnpy— 5ot
=1 s

k=lzk
q
> 3| Z|> 5o | D*| > 28| D] > 0;
k=1

¢ et D. étant indépendants de n,, la série (6) est divergente,
c. q. f. d. ’

b) Si (1) est convergente dans un ensemble de mesure
positive, alors cette série est uniformement convergente dans un
ensemble £ de mesure positive et I'on a

[s2 (%) | <M,
pour tout x&FE et tout n, donc
® | Satp () —sa ()| <2 M,

pour tout x€ £ et tous les n et p. Remarquons maintenant que
Pintégrale

©) [#@n@a@emd  G<k<I<m)
0

n'est différente de zéro que dans le cas
j=k, l=m

(et il est évident qu’elle est égale & l'unité dans ce cas). En
effet, pour j = k, [=m, l'intégrale devient

1
[ pGdx=0
1]

et de méme dans les cas j=k, /dm, et Fk=l:§:m; dans le
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r+1

cas <k <1< m, on introduit les intervalles J'_<2u T >

(r=0,1...2¥1-1) et on écrit Pintégrale (9) comme

2[5/ 999109 9m() dx == 3, [,

car 9, @r et ¢ sont constantes dans chaque .4,; comme

Pu(x)dx=0, & cause de m>1 ,» la remarque est justifide.

Jr

(8) donne
f [np (1) = sn (]2 < 4 M2 | E|,

n -rP

(10) AM2|E|> sz’ c((p,(x)) de=|E] Y

n+1
+ 2 eaa | @:(0) () dx.

SRS ntp p
Le systéme de tous les produits
%2 (x) gz (x) (E<k)

est, d’aprés notre remarque, un systéme orthogonal et il est évi-
dent qu'il est normé; il s’ensuit que, pour n > N(E),

py @1 () 9 () dxr< |E 25,

nt+1=<i<k=n+p

E
ce qui implique, pour la somme double 3 de (10),
!2{ !El \222[ El ’?_Vpc?

i1

et, & cause de (10),

AME|> 5 e,
1
nip
2L 12M
a1

pour n > N(E) et pour tous les p; ceci est équivalent & la con-
vergence de (6).
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Théoréme 4. .5
lim sup s, (§) > a,

n-rs

pour §=E&,, alors la mesure, de l'ensemble des & werifiant cette

inégalité, est positive. (Un théoréme analogue pour la limite infé-

rieure porte sur une inégalité contraire). ‘ ,
Démonstration. L’hypothése fournit, pour un certain n,,

g

ECIC P (&) > a
=1 .
done

n

0
2§ > a,
k=1

pour tous les & d’un intervalle de longueur 1/2™; désignons cet

intervalle par
h h+1
2"{\ ’ 2nn b4

h étant un entier approprié. Soient &, & deux points de cet
intervalle, symmétriques par rapport & son milieu; les termes de
la série

2eapn()
k=n,+1
changent de signe, sans changer de module, quand on y remplace
&, par &. 1l s’ensuit que I'on a, dans un au moins de deux points
§=§, §=8&,, l’inégalité‘

limsup 3 ergr () >0

n=3% j—pytl1
et, par 13,

(11) lim sup Zn'ck@pk(ﬁ) > a.

n—=0" g

L’ensemble des &, ot (11) est vérifié, est donc d’une mesure

qui est au moins 5;}_—;_—{> 0.

Remarque. La démonstration permet de vérifier aussi
que Pensemble en question est de mesure positive dans tout
intervalle avec lequel il a des points intérieurs en commun, Cette
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remarque, et les théorémes qui précédent, suffisent & faire voir
que, p. e, la série

12) @) _ $ sign(sin 2 )
=1 K k=1 k

est convergente presque partout dans {0,1). En admettant +
et —o comme des sommes possibles et en définissant arbitraire-
ment cette somme aux autres-points de divergence, on obtient
une fonction qui prend dans tout intervalle %) toutes les valeurs
finies et infinies et méme toutes ¢ fois, et qui est essentiellement
non-bornée dans tout intervalle. Les points, ol les limites (infé-
rieure et supérieure) de sommes partielles prennent deux valeurs
différentes données d’avance (a < b), forment dans tout intervalle
un ensemble de la puissance du continu. On peit affirmer la
méme chose de I'ensemble des points ol la somme de la série
est infinie. Quand on remplace k par Yk dans les dénominateurs
de (12), on obtient une série presque partout divergente. En lui
donnant la somme zéro dans les points de divergence, on obtient
une fonction égalant zéro presque partout; néanmoins cette
fonction prend toute valeur, dans tout sousintervalle de <0, 1,
¢ fois. ‘

Il est bien probable que l'on pourrait obtenir ces résultats
aussi en supprimant le symbole sign dans (12).

Théoréme 5. Soit

2 <w
k=1

et f(x) la somme de (1) d'aprés le théoreme 3. On aura
1
(13) lim | U@ ~—a@Pdy=1

n—>%

quelque soit le nombre réel 1; ('l est >/, Pexistence de Uinté-
grale n’est assurée que pour des grands n).
Démonstration. L’égalité formelle

U= P 1 4 L[/ ()~ s (O + 7 F = 3n (e

%) Nous nous dispensons de répéter quil ne s'agit que des i.ntervalles
situés dans 0,1). La méme remarque est sousentendue dans I'expression ,pres-
que partout”.
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intégrée, conduit a l'inégalité

1

=p-1

é’% ﬂpilw(x)}dl;<2—*——lll(ﬁl“) (PZ Cﬁ)k’

en employant I'inégalité de M. K h intchine??)

f(z’c,,qo,,(x))dx (ZCZ) (k + 1)

0
{qui découle aisément de la remarque relative 2 (9)). Quand on

=]
désigne 3 cﬁ par K, on obtient

p=1

Fe==]

1
i feufcx)~sn(x>l“dx— 1 ’ < Z(k + D* LK |*< f(eKl Ay
g Fe==1

la série 4 droite converge pour

K<

donc pour n > N(4), et sa somme

1 i

est plus petite que £>>0 pour des petits K, donc pour n>ﬁ(£)
L’intégration du développement de Taylor est donc permise et

le théoréme démontré. On voit aussi que, pour l<l la condi-

tion n> N(A) devient superﬂue, en ce cas les mtegrales (13)
existent pour tous les n.

Remarquons que la relation (13), pour 4>>0, implique les
relations

Tim (1) =5 () Pee=0

pour tous les p positifs.

) loc, cit!?); pour la forme employée ici voir 1), lemma 2,
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Théoréme 6. Soit f(x) une fonction intégrable ainsi que

P (p>1) et cr les coefficients de f(x) suivant le systéme
de M. Rademacher; on aura

2

D<=l g[ﬁf(x)t"dx} .

k=1

Pig
 Démonstration. Désignons Vf]f(x)l”dx par ]l]pr et

introduisons le nombre ¢ li€ avec p par I'équation —;—}———:1;

Pinégalité de Hélder et Young donne immédiatement

ckl——| ff(x)sn(x)dxl Wl lsal,

k

ce qui conduit, par 'inégalité de Khintchine, a

an ()it

donc a
. i
2 3p—2
gck)<|1ftip. =
. © 3P 2
14 e < fI
(14) glck\i}fdp =2’
c.q f. d

Il convient de remarquer ici, que MM. Paley et Zygmund ont démon-
tré, en se servant de linégalité de M. Kbhintchine, une inégalité contraire

a (14): en supposant que la somme _g'ci est finie et en désignant par f(x) la
1
somme de (1), on aura, pour tout p positif,
- 2 & 2 P
(15) 112 < B 1+5)-

(Cette inégalité conduit a

1
£ x
)e}‘f (x)dx\{l i

wgg A’
o

en désignant par ¢ la somme 3 ci et par A un nombre positif <1/es).

Studia Mathematiea. T. I 16



242 S. Kaczmarz-H, Steinhaus.

'L’inégalité (15) est mteressante pour les grands p; elle montre I'existence
de || f]l,,, sous laseule condition 3 c2<-+o, L'inégalité (14), au contraire, devient
inutile pour p>2; en effet, |f|, étant une fouction nondécroissante de p,
Vinégalité classique de Bessel donne en ce cas

E Ck <IAR<IA

ce qui est mieux que (14). (14) n’est donc important que pour 1<p<2. L'expres-
2? :g présente une singularité pour p=1; la cause de cette singularité
est le fait qu'il existe des fonctions f(¥) sommables {||ffl; fini) telles que
> ck = 4c0.

Le systeme de Walsh-Kaczmarz??). Désignons par
x® (x) les fonctions connues de M. Haar:

sion

3 — 2k— 1
RW=1, 79 =+12" powr ZED <5 <2221
='“V§;:1 . 1 2/<

%% (x) =0 ailleurs; k=1, 2,...2" 0 a1,

Les ¢,(x) sont liées avec ces y par 'égalité évidente

(16) (o) = Vgé_—; O () + 22 (D) +... + 221 (n>1).

Nous nous servirons des % pour construire un systéme { ¥ (x)},
orthogonal, normé et complet qui contiendra {p, (x)} comme suite
partielle. Définissons:

W (x) = 20 (1), Y1 (1) =2 (x),
V2P0 (x) = 1) () + 2 (),
V292 () = 259 () — 2 (2.

Ainsi les fonctions ¢, se trouvent définies par les x; et il n'y
a qu'a écrire 'ordre des signes

+ +

(¥s) + -

pour caractériser ces formules. Il y a quatre fonctions 5; pour

1) Voir 19) et ).
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trouver les signes, on emploie la régle suivante: on &erit chaque
ligne de (y,) deux fois (on obtient ainsi la moitié gauche
-+ +1+ +

(ws) - -

+ -i-l‘ -

+ —-— +
du tableau (¥;)) et on prolonge chaque ligne une fois par les
mémes signes, une autre fois par des signes contraires (on obtient
de cette maniére la moitié droite du tableau (¥;)). On définit
PP (i=1,2,3,4) en é&crivant

Vaul! = @0 yP 0440 (1=1,2,3,4),

les signes étant toujours ceux de la i-éme ligne du tablean (yy).
On procéde d’une maniére tout a fait analogue pour définir

2 . g . a
VS wﬁ) etc. Quand on considére les coefficients

(17) L

—1y = T4 T

92 92

qui servent i exprimer les 2" différents ¥, par les ., on voit
qu’ils forment un tableau orthogonal et normé; on voit aussi que
ce tableau est symmétrique par rapport a la diagonale principale.
Il s’ensuit que le méme tableau des coefficients peut servir pour
exprimer les 2" différents y, par les ¥,. Les #% étant un sy-
stéme orthogonal, normé et complet, on voit que les mémes qua-
lités conviennent aux W®, ‘
On voit enfin immédiatement que

P, () = (x),

que nous avons donc réussi 4 compléter le systéme de M. Rade-
macher. Les fonctions de ce systéme complet ne prennent que
les valeurs +1, —1 (et 0); pour abréger, nous appelons ce sy-
stéme {y}, le systtme de M. Rademacher {¢] et le systéme de
M. Haar {y}.

Théoréme 7. En désignant par p.{x) el hn(x) les som-
mes partielles du développement d'une fonction intégrable f(x) sui-
vant {Y}, respectivement {}}, on a

Pon (%) = hya (x) (n=0,1,2...).
16*
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Démonstration. W,=Yx,, Y1=x{ ce qui prouve le
théoréme aux cas n=0 et n=1. Si

e PO () F @ YD (D) F o B YT (1)

est le développement de f(x) suivant {y} et si 'on considére seule-
ment les 277! termes écrits, qui donnent

Pag ()= pog—1 (),
et on y exprime les ¥ par les %, on obtient
&, [e, 50 (O + o+ € g 2 )]
(18) +ayle 4D () + ... ¢ g0 xf,”qﬂl)(x)]

-1
+ @51 [Czq—l, 1 X?) ) +... Cog—1, og—1 Xf,zq )(x)] ,

les coefficients ¢, étant définis par (17) et ce qui précéde (17).
Soit b, le coefficient de ¥ (x) dans (18); on aura

29—t

b, =2 @;Cixd
i=1

d’autre part

1 | |
o= [f@¥P@dx  G=12...27,
0

donc
29—}

1 1 ‘
b= [£(9 3 cs 99 dx=[F() AP (),

car la substitution inverse 4 |c,,| est |c,[|. Il s'ensuit que le coef-
ficient 5,, qui multiplie 29 (x) dans (18), est le méme que donne
la régle d’Euler-Fourier pour le coefficient de xf’k)(x) dans le
développement de f(x) suivant {x}. Il en résulte

Pag (D)= Py () = hyg () = Prg—1 ()
Py (x) = h1 (x),

la theése du théoréme est établie.

et comme

Théoréme 8. Si (1) est le développement formel dune
fonction intégrable f(x) située ,dans le plan des ¢“, alors on
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a X<+ w (de ce quil résulte la convergence p. p. de (1),
k=1

I'intégrabilité de toutes les puissances de |f(x)| et méme celle de
), < o),

Explication. Nous disons que f(x) est situse dans le
plan des @, pour exprimer le fait que f(x) est orthogonale 2 toute
fonction qui est orthogonale a tous les @, en d’autres mots, que

les coefficients par rapport aux ¥ sont tous nuls, sauf ceux qui.
correspondent aux Yy =g,

Démonstration. En conservant aux s5,, P, et h leurs
significations respectives, on aura, suivant 'explication et en vertu
du théoréme 7, ’

$, () = Py (x) =~ (x) (n>1).
Les propriétés connues du systéme {} impliquent donc

lim s, () =7 ()

presque partout, de ce qu’il résulte, 3 l'aide du théoréme 3, la
thése 4 démontrer.

Théoréme 9. Quand f(x) est mesurable et |f(x)|’ inté
grable (g > 1), on a

(19) lim [ 1£()=pp (917 dx =0

e, presque pariout,

(20) lim ppn () =700 5

quand f(x) est mesurable et |f(x)| < b presque partout, on a en
outre

(21) | P ()| < b () 0<x).

Démonstration: Les propriétés connues du systéme {y}
avec le théoréme 7. :

Théoréme 10. Si Zcﬁ<+ ), alors il y a une fonction
continue f(x), dont les coefficients de Rademacher sont {c }.

Démonstration. ‘M. Banach?®!) a démontré d'une ma-
niére générale I'équivalence de trois propriétés suivantes A, B, C,
de systémes orthogonaux et normés {p} constituant une partie d’un

1) [oc. cit. 9), § 1, p. 212,
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systéme orthogonal et normé {4}, pourvu que ce dernier systéme
satisfasse a des conditions, dont la relation (19) (pour g=1)
présente un cas particulier; |

A: il existe une constante K telle que lon ait pour lous

les {c,}
1

r Yo n
(22) (Zc;%) <K.f|20k(pk(x)]dx,
e===1 0 ko=

B: théoréme &,

C: théoréme 10.

Comme le théoréme 8 a été établi préalablement, 1'équiva-
lence de A, B, C donne le théoréme 10 et la relation (22).

Théoréme 11. Si ¢,— 0, alors il existe une fonction
intégrable f(x) dont les coefficients de Rademacher sont {c }.

Démonstration. La deuxiéme partie du théoréme 9,
a savoir les relations (20) et (21), suffisent, d’aprés M. Banach¥),
pour affirmer ’équivalence de trois propriétés suivantes A’, B’, C/,
d’un systéme orthogonal et normé {¢@} partiel, si {¢} est le systéme
total dont parle le théoréme 9;
A’: il existe une constante K’ telle que l'on ait, pour tous
les {c,}, ' ‘

(23) 2e,| <K’ maximum de| e, ¢, (x)],
k=1 Je=1

B’: théoréme 12,
C’: théoréme 11.
Comme (23) est une inégalité évidente avec K’ =1, car le

. W P & » 3
maximum en quest'on est précisement }'|c,|, le théoréme 11 est
1

établi, ainsi que le théoréme suivant:

Théoréme 12. Si (1) est le développement formel d'une
fonction mesurable et bornée f(x), située ,dans le plan des ¢*,
alors on a

Elck|<+ao.

On voit que ce développement est absolument et uniformé-
ment convergent.

%) loe. cit.?), § 2, p. 217—218,
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Les théorémes 8, 10, 11 et 12 conduisent presque immé-
diatement & certaines singularités, dites ,de Carleman® et ,de
Hardy-Littlewood“®); le fait nouveau est que le systime [}
jouit de toutes ces singularités*). La théorie de M. Banach per-
mettait d'énoncer tout de suite les faits analogues pour les {1} %),
ndtre théoréme 9 a rendue applicable aux {¥} la théorie citée.

I convient de remarquer ici que toutes les propriétés du
systéme de M. Rademacher, que nous avons formulé ici comme
des théorémes, subsistent quand on change I'ordre des fonctions 2¢),

%) H. Steinhaus, Sur les développements orthogonaus, Bull. de I’Acad.
Polon,, série A, 1926, p. 11—33; spécialement p. 29 et 30,

*) Une était trouvée par M. Orlicz; Beitrige zur Theorie der Ortho-
gonalentwicklungen II, Stnd. Math. 1 (1929} p. 241—255, spécialement p. 251,

5} Les propriétés du systime de M. Haar, qu'il faut utiliser ici, se trou-
vent démontrées p. e. chez M. J. Schauder, Eine Eigenschaft des Haar'schen
Orthogonalsystems, Math. Zeitschr. 28 (1928) p. 317—320.

%) H. Steinhaus, Zur Konvergenzfrage bei dem Rademacher’schen
Orthogonalsystem, Recueil Math. de Moscou (1928) p. 39—42.

{Re¢u par la Rédaction le 12. T1. 1930.





