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ot 8i I'équation
Q(‘Pn--'» Pns a) = U

admet une et une seule ,,racine’ (pour a), on peut dire que cette équation définit «
implicitement,

Un type trés fréquent de définitiona implicites présentent les définitione par
tnduction (finie ou transfinie).

A 1'aide des définitions implicites on peut sortir du domaine des ensembles pro-
jectifs. Elles eonduisent & une nouvells classe d'ensembles, ,,ensembles implicitement
projectifs®, qu'il serait intéressant d'étudier.

icm

Evaluation de la classe borélienne ou projective
d'un ensemble de points A l'aide des symboles
logiques ).

Par

Casimir Kuratowski (Lwéw).

Je me propose d'exposer daus cette note une méthode qui per-
mettra, dans bien des cas, d’évaluer d'une fagon mécanique la classe
borélienne ou projective d'un ensemble de points donné, dés que
la définition de cet ensemble sera écrite i 'aide des symboles logi-
ques (expliqués dans la note précédente de M. Tarski et de moi).

La portée de cette méthode concerne non-spécialement les- espaces
euclidiens, mais, en géuéral, les espaces complets séparables 2). Elle
est applicable, en particulier, & des espaces fonctionnels, & des espaces
de sous-ensembles fermés d’un espace compact ete.

1. Espaces métriques. Définitions s).

On appelle espace métrigue un ensemble & ol la distance | — y
est définie, de sorte que |z —x|=0, |[z—y|=|y— 2|0 pour
ey [e—y|+|y—2|=|z—2]

Un espace est dit séparable, lorsqu’il contient une partie dense,
finie ou dénombrable. Un espace métrique est dit complet, lorsque
toute suite satisfaisant au critére de Cauchy est convergente; il est
dit compact, si chaque suite contient une sous-suite convergente.

1) Les principaux résultats de cette note ont ét§ présentés & la Soc. Pol, de
Math, le 17. X, 1930 (4 Varsovie) ét le 21, IL 1931 (4 Lwéw)

3) Elle est parfois anssi applicable & des espaces non-complets; mais elors,
en général, on doit rénoncer & considérer la notion d'ensemble projectif, Cf. ma
note ,Sur la théorie des fonctions dans les espaces méiriques”, ce volume,

%) Voir, par ex. F. Hausdorff, Mengenlehre, Berlin 1927, § 20.
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Dans cette note fous les espaces considérés seront toujowrs supposés
complets séparables.

2. Produit de deux espaces métriques.

& et I étant deux espaces métrlques on appelle produit (com-
bmatonque) X ) l'ensemble des puires (z, ) ol e et ye Y
et olt la distance de deux points z==(z, y) et 2, = (1, ;) est dé
finie par la formule:

|z — 2] ‘:“V]“"‘“&P‘*‘ ly— |

En vertu de cette définition l'espace & X 9 est métrique. De
plus, si @0 et 9/ sont des espaces séparables, complets, compacts
resp., il en est de méme de X y

I lmporte de remarquer que, si z== (2, 7) et 2z, = (z,. y;) la
condition z==lim 2, équivaut d: z=Ilim «, et y =lim y,.

Nous appellerons & et 3 les ,azes“ de l'espace 2 X %, x et
y les ,coordonnées® du point z==(z, y); C étant un ensemble situé
dans Vespace @0 %, ,la projection de C paralldle & I'axe ¥« est
Pensemble des ,abscisses“ des points (z, y) de C, c. & d. L'ensemble
EX(z,y)eC?)

P

La projection est une opération continue,
La wotion d’un produit X, X X, X...X X, #introduit d’une
fagon analogue 3).

3. Enscmbles boréliens et projectifs ¢).

On appelle ensenmbles boréliens les ensembles qui s’obtiennent
& partir des ensembles fermés (resp. ouverts) & I'aide de deux opé-
rations: addition et multiplication dénombrable. On classe ces en-
sembles de cette facon: on appelle ensembles F les ensembles fer-
més, ensembles F, les sommes dénombrables d’ensembles F, en-
sembles F,; les produits dénombrables (partie commune) d’ensembles

) qu'il ne fant pas confondre avec ,produit de deux ensembles® = leur
partie commune,

3) cf. la proposition (12) de la note précédente.

%) On considére aussi des produits infinis; voir § 4.

) Hausdorff, L c. p. 178 et N. Lusin, Ensembles analytiques, Paris 1930,
chap. V.
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F, et, en général, ensembles F, (pour un nombre transfini o< Q)
les produits resp. sommes dénombrables d’ensembles ‘de classes infé-
rieures, suivant que « est pair ou impair.

D'une fagon analogue, les ensembles ouverts sont dits des en-
semhles G, les produits dénombrables d’ensembles G sont des G;
(=les complémentaires d’ensembles F F,) ete.

Les ensembles boréliens sont dits ensembles projectifs de classe 0,
ou ensembles L,. Les ensembles L,, ou ensembles A (,,analyuques“),
sont les images continues des ensembles L,. Les ensembles L, ou
ensembles CA, sont les complémentaires des ensembles L,. D'ane fagon
générale: les L,, sont des cumplémantau'es des Ly, et les Ly,
gont des images continues des L,,

En vue des applications il sera utile de se servir des notations
suivantes.

Soit X un symbole variuble qui désigne une quelconque des
classes boréliennes ou projectives. Nous dirons qu’un ensemble M
est CX, si son complémentaire est X; qu'il est X,, resp. X,, 'l est
somme resp. produit (pavtie commune) d'une infinité dénombrable
d’ensembles X; qu'il est PX #il est une image continue d'un
ensemble X, X désignant ici une classe projective; qu'il est X, X,,
resp. X, - X; !), #'il est somme resp. partie commune de deux ensembles
dont I'un est X, et Vaotre est X,.

Ainsi, par ex. CF = G, PF =PL,=A, P(X
= Ln—( n)d )

Nous allons nous servir, & présent, des notations et des formules
de la note précédente (NN 1 et 2).

Soit @(x) une founction propositionnelle (une ,condition“) dont
la variable  parcourt un espace complet séparable &2 Il résulte
directement des formules (7)—(11) que:

1y s Ecp(m) est X, E (p(x)) est CX,
(2) si Etp(x est X e sz(x) est Y, L‘( (%
(‘P(w) () est X-Y,

= (PX)s, (Lo)e=

V- (x) est X+Y et

1) Pour des raisons typographiques, nous écriruns - et - an Jien de . et ¢
On se rappellera que la proposition ,, 47 est un X,-X,* ne veut pas dire que M
est un X, ow un X,, mais yue — conformément an texte — I est somme d'un
ensemble X, et d'un ensemble X,.

%) Théoréme de M. Sierpifiski (dans le cas de variable réelle), Fund. Math.
XIII, p. 289, )
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3)  si pour chaque n naturel E@,(x) est X1, E3q,(z) est X, et
(8) s powr chag £ f
Ellg,lx) est X;.

Soit & un espace complet séparable (différent ou non de 4v)
et admettons que la variable y parcourt cet espace. On a les pro-
positiuns suivantes:

(4) si BEy(zy)est X EZy(r, y) est PX et EITy(z, y) est CPCX,
*y. x ¥y xJy

() sE (p(x) est X, E @ (x) Uest également ?).
x xy

En effet, d’aprés la proposition (12) de la note préx:édente,‘ 'en-
semble EZ(z,y) est la projection de Pensemble 'y (z,y) ,paral-
x ¥ xy

lele & Iaxe % ¢ il est dunc une image continue de celui-ci. Or, l'en-
semble E(z, y) étant un X relativemert i I'espace &2 2, qui
xy

est complet séparable (ce qui est ici essentiell), son image continue,
EZy(z,y) est PX relativement. & Pespace &23).
x ¥y

La deuxime partie de la proposition (4) est une conséquence
immédiate de la formule de de Morgan: Ig(x) = [Z(p)7T.

4. Evaluation de X pour un ensemble donné.

Les propositions (1)—(5) du N3 permettent de reconnaitre
d’aprés la définition d'un ensemble & quelle classe borélienne ou
projective cet ensemble appartient ).

Supposons, en effet, qu'on ait donné un systéme (fini) d’espaces
complets séparables et un systtme de fonctions propositionnelles
dont les variables (différentes ou mon pour les différentes fonetions)

'} on suppose ici que X ne dépend pas de s, mais on pourrait se débarras-
ser de cette hypothise sans difficulté. 11 faudrait pour cela prolonger la suite des
classes projectives Ly, L,,... dans le transfini (<L Q).

%) Voir p. 245, note % Cf. Lusin 1. c. ot Sierpinskil e.

3) D'aprés un théoréme fondamental de la théorie d’ensembles projectifs,

) La méthode qu~ nous exposons ici ne donne pas moyen pour reconnaiire
si I'évaluation de X est 1a ,meillenre®, ¢, 4 d. si la classe i laguelle on parvient
est, parmi lea classes qui contiennent l'ensemble en question, la premidre dans
I'échelle des classea-bordliennes et projectives, Car un méme ensemble peut avoir
plusieurs définitions qui conduisent & des résultats plus ou moins précis.
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parcourent les espaces du systéme donné; ces fonections peuvent
en outre dépendre d'une (ou plusieurs) variable qui parcourt les
entiers positifs et qui sera considérée comme lindice de la fonetion.
Le systéme de ces fonctions peut done étre imaginé sous la forme:

ﬂm,n,...(w)"') t) """ 61:,1,...(‘1'5-“: Z)

Supposons que P'ensemble

‘Igﬁ,,,,,,,___ (@,...,t) est un Y1),

Ed,,. (x,..., 2) est un 2.
Xz

Dans ces hypothéses, si la fonction propositionnelle «(x} s'ob-
tient en effectuant les opérations logiques sur les functions By, 0,
la classe X de Pensemble K a(z) s'obtient de la méme facon des

x

symboles Y,..., Z (en remplagant lopération par C, 3 par o, II
par 6, 3 par P et IT par CPC).
Y ¥

Cela se généralise directement au cas oll @ est une fonetion de
plusieurs variables. ,

La démonstration s'obtient par induetion finie (cf, la démonstra-
tion du théoréme, p. 216).

Remarques.

1. 8i M est un ensemble fermé situé dans Uespace & X 9 et si
Vespace f est compact, la projection de M paralléle & Paze Y est
un ensemble fermé.

Soit, en effet, P la projection de M. Il s'agit de prouver que,
si g=lima, et 2,==(x,,y,)eM, on a zeP. Or, 9 étant compact
il existe une suite y,, ¥,,... convergente: lim Yy, =y, dollimz, =
= («, y). L'ensemble M étant fermd, il vieut: (z, y) e M, dod zeP.

Ainsi, dans U'hypothése que l'espace ¥ est compaci, on pourra
se servir, au lieu de la proposition (4), de la proposition plus avan-
tageuse suivante:

(6) si Bz, y)estF, ESw(z,y) lest également,
xy x )

!) Nous supposons que Y ne dépend pas des indices; cf. la note 1), p. 252.
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d’olt on conclut que:

() si Evw(x,y) est F,, EXy(x,y) Vest galement 1),
xy x y

8) siEw(x, y) est G ou Gs, BIT (x,y) Dest aussi (respectivement).
Xy x y

2. La distinction que nous avons faite des variables naturelles
parmi les autres variables, tient au fait — qu'en vue des applica-
tions — il est plus avantageux de considérer I'ensemble .3y (x, n)

comme somme dénombrable (en vertu de la formule de permutation
p- 242 (10): EZ ¢ (2, n) = 3 Ey(x,n)) que de le considérer comme

projection de l'ensemble E(x,n). Car X, est ,inférieur ou égal“

& PX (parex., dans les espaces complets, F, est inférieur & PF =A).

Par contre, si la variable y parcourt un ensemble indénombrable,

on considérera l'ensemble B3 (r,y) comme projection de len-
x ¥y

semble Zly (r, y), car on ne sait rien sur la somme indénombrable
¥

d’ensembles X; exception faite du eas ot X==G, c. & d. ol len-
semble E(z, y) est ouvert (pour chaque y). Dans ce cas la somme

est un eusemble ouvert et on conmsidére y comme indice (comme
dans le cas de variable naturelle) et I'on applique la formule de
permutation; ici il n’est plus nécessaire que lensemble parcourn
par y soit un espace métrique (puisque y est considéré comme in-
dice et non comme ,coordonnée“) 2).

D'une fagon analogue, si Ew(x,y) est fermé quel que soit Y,

on se sert de la formule EITvy(z,y) = IIE ¢(z, y).
x ¥y . y x

APPLICATIONS.

Je vais appliquer & présent la méthode exposée tout-i-I'heure
& la démonstration de plusieurs théordmes qui ont ét6 démontrés
& Paide de différentes méthodes et parfois par des raisomnements
de longueur eonsidérable.

1) 8i Etp (,y) est Gg, EZ(x,y) pent étre non-borélien (méme dans le cas
xy

ot 0= 9/= lintervalle 01),
1) Voir § 2, IV.

icm

Evaluation de la classe. © 95%

Les espaces &€ 27 etc. seront supposés des espaces complets
séparables arbitraires. En eonséquence, plusieurs de nes énoneds
généraliseront les théorémes qui n’étaient établis que pour le cas
de l'espace linéaire ou euclidien.

Le caleul conduira, en général, & la ,meilleure &valuation de

X (dans le sens de p. 262, note 4)); pour s'en eonvainers, om con-
sultera les ouvrages cités.

1. Problémes concernant I’espace &2 on 1’es pace &8 X 9.
! 1 X &

]

I, Accessibilité rectilinéaire .

Soit JI un ensemble situé dans l'espace & On dit qu'un point
x est rectilinéairement accessible par rapport & A7, en symboles
e M, lorsquiil existe un segment rectiligne 2y qui v'a avee A
que le point @ en commun,

Il g'agit du probléme suivant: M étant un ensemble (de classe
borélienne vu projective) X, quelle est la classe de lensemble M, ),

La condition pour que le point z appartienne au segment xy
étant donnée par Pégalité: |z —z| 4|2yl = |r—y| %), la défnition
de M, g'écrit comme suit:

(@ e M)=(z ¢ M) 2y = 2)- 1 [(|x — o|+ | — sl =|r—g) - (e=2)>
(e My} = (wedl)- Iy o) I (e —2 e —yl Fle—y) +
+(e=2) (e MY} 4).

Comme on voit, cette définition s'obtient & V'aide des fonctions
propositionnelles suivantes:

B (ae ), y(2,) == (=), 8,4, 2= (jo—2l-fe—y|=lo—4)
Or., Vensemble f73(x) =1 est X, Ey(z,y) est F ef, en vertu
x xy
de la continuité de la fonction |x — y|, Vensemble E d (z,y, 2)
1z
est F.
1) Cf. aussi § 3, L
%) Cf, lg probléme de P, Urysohn, Fund. Math. V, p. 837, probl. 29.
%) Dans les espaces mon-enclidions le ,segment* peut, bien entendn, ne pas

étre congruent & un intervalle de nombres réels, )
4) Nous romplagons I'inclusion: ,¢ entraine g pav ,a* -+ g, Cf. p. 245, ).
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Par conséquent, 'ensemble M, est X-P[G-CPC(G -+ F 4 CX)] =
=X-P[G-CP(F-G-X)] 1)

Notre probléme est ainai résolu. En particulier:

1% si Yespace GC est compact et M est un F,, c.2d. que X=F,,
il vient F-G-F,=F, et selon (7) PF,=F,, donc M, est F,-P(Gy),
donc un ensemble analytique 2);

20 si X=A, M, est, comme on calcule facilement, PCA?3)
d'une fagon plus générale, si X=L;,., M, est Ly, ;.

k)

II. Points maxima.

Soit & lintervalle 0<C#<C1. Soit M un ensemble situé dans
Pespace @@ X J. On dit (avee M. Mazurkiewicz) gu'un point
(#,t) est un point maximum de lensemble M, en symboles:
(%, t) e M, lorsque parmi les points d’,abscisse“ z ce point est d’or-
-donnée maxima. Il vient

[y t) e M) = (@, 1) M) - LT [, ) ¢ MY + (1, < 1)

L'ensemble B (t, <) étant évidemment fermé, on voit aussitot
#

que, si M est un X, M, est X-CPC(CX+F)=X.CP(X.G).
En particulier, si # est un ensemble borélien, 1, est CA+); si

M est analylique, M, est A.CA ), une différence de deux ensembles
analytiques..

Désignons par M, la projection de M, sur l'dxe & Supposons
que l'ensemble 3 soit F . L’ensemble 3, étant dans ce cas F,-6G,,

M, est A; mais ce n'est pas la ,vraie* classe de l'ensemble .
On verra que M, est un Gy, °).

Soit, en effet, M = F, - F, ... une série d’ensembl_es_ fermés
eroissants. Par définition, x ¢ J, lorsque dans ensemble E (z, t) e M,
t

1) et l'on prouve facilement que cela équivant A PCP(F.G.X).

%) Théoréme de Nikodym-Urysohn. A est la wvraie® classe de M, (il
existe méme sur le plan un ensemble F pour lequel M, est non-borélien). Voir:
0. Nikodym, Fund, Math. 7 et 11 et Ann, Soc. Pol. Math.7; P. Urysohn,
Proc. Akad. Amsterdam 28,

3} 0. Nikodym, Fund, Math. 7.

‘) 8. Mazurkiewiecs, Fund. Math. 10, p. 172.

®) W. Bierpifiski, Fund. Math, 11, p. 291.

®) Théoréme de M. Sierpiriski, Fund., Math, 17, p. 81.
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supposé non-vide, existe le plus grand nombre #; autrement dit, lors-

que, & partir d'un certain indice #, il n'existe pour aucun m>>n,

dans l'ensemble E (x, t) e F,,, un nombre qui soit plus grand que
t

tous les mombres de l'ensemble F (2, 1) ¢ F,. En symboles:
t
(weM,)= {{a'(w’t)eM}';g{I{T{((x, DeFn)—> 2@ h)e 1) ()]
M, est done PF,-[CPC(G - P (F-F))];,= Gy, (selon (8)).

Dans le méme ordre d'idées on considére l'ensemble suivant:
(te My)== Itf {E<t)+ (=, ) e MY - (2, 8)) e MY}
X

Done, si M est X, My est CPC(F - CX 4 CX)= CP (6 * X).
En particulier, si X = F4 et 519 est compact, M, est Gg; si X=A, M, est CA?).

I1I. Crible de M. Liusin.

Soit, comme auparavant, M( 82X J. On considére l’ensemble
M., (ensemble ,criblé“ par M) qui se compose de tous les points
x tels que I'ensemble E[(z,?) ¢ M] n’est pas bien ordonné (selon la

5 B

grandeur de ses éléments)®?), c. & d. qu'il existe un nombre réel £,
qui soit limite d'une suite décroissante d'éléments de Jtﬂ[(a:, t)e M.

En symbales:
: 1
(@eM,)= 313 (zo <t<t, “"Z) (@, 8) ).

1
Done, si M est X, M, est P(P(G-X),?). Carltfi(to<t<t,+;)
est G pour n fixe.

1) Cf, les théor. de MM, Mazurkiewicz et Sierpinski, ¥und, Math. 8,
p. 167 et vol. 15, p. 290. )

) Dana le cas, ol 42 est 'ensemble des nombres réels, cela veut dxfe :lue
1a droite verticale d’abscisse z rencontre l'ensemble Jf en un ensemble qui n’est
pas bien ordonné, .

3) Ce qui équivaut & P(6°X)s. On parvient directement & ce'résulta:t, en
employant les notations du § 4 Notamment, § désignant une suite variable,
£€I%, il vient: .

(e M) Efﬂ(éﬁ‘“) L M) [(, ) e M].
n

Fundamenta Mathematicae, t. XVIL 17
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En particulier, si M est analytique, M, Fest également. Plus
généralement, si X =L,,y;, #,, lest aussi?).

IV. Ensembles denses-en-soi.

Soit M un ensemble situé dans le produit de deux espaces
MC X 9 Lespace & étant séparable, soit py, ps,..., pom,... une
suite de points dense dans lui. Soit
(*) Rla R?) -Rm
la suite de toutes les sphéres ouvertes de rayon rationnel et ayant
pour. centre un des points p,,.

Considérons l'ensemble 1/, de tous les y tels que I'ensemble
E[(x, y) € M] soit dense-en-soi; autrement dit, que chaque sphére

qui contient un point de E'[(x,y) ¢ M]en contienne au moins deux;

cette sphére pouvant éwdemment 8tre supposée une sphére de la
suite (¥), il vient:
(ye M) = I"I{.’I‘I[((x, Ve MY - (x e R,)'] +f(x1 eR,): (meR,)-
* ((xh 3/) elM)- ((-%‘g, Y e M) - (= :“: xz)}-
Par conséquent, si M est X, M, est [(PC(CX—+F) + P(G-X- )], =
= [CP (X - 6) 4-P (X B)],.
En particulier, si X=F,, et & est compact, M, est (CF
+F)s=Fyu?)

V. Opérations de M. Hausdorff

|
o "

M. Hausdorff considére des opérations du genre suivant?).
Soit 4, 4,,... une suite d’ensembles donnée et soit B un ensemble
de nombres irrationnels contenus entre 0 et 1. Soit .

g_ !gal)"l' + [5(’1

le développement du nombre irrationnel 0 < £<C1 en fraction
continue.

) N. Lusin: Ensembles analytiques, p 180 et 287. W, Sierpifiski, Fund,
Math. 12, p. 1 et vol. 17, p. 30.

%) Cf. W. Sierpidski, Fund. Math, 8, p. 370. M. Sierpifiski montre
{Mathematica v. 5, p. 53} qu'en cas ot X = Lo, il résulte directement d'un théo-
réme de M. Lusin (I c. p. 259) que My est A,

3) Op. cit.

icm

Evaluation de la classe. 2hH9

M. Hausdorff considére 'ensemble H tel que

(@ H) = F{(Ee B)- I [0 =) > (@ ¢ 4,)

On voit aussitdt que, si chaque 4, est X et si B est Y, H est
P(Y:(G+X);) (on tient compte de la continuité de la fonction &)
En particulier, si X=A =Y, l'ensemble H est analytique.

VI. Ensembles linéaires dans les espaces vectoriels.

Supposons que l'espace (complet séparable) & soit un espace
vectoriel, c. & d. que la somme x 4y de ses éléments soit définie
ainsi que la multiplication ax (par un nombre réel a), ces opérations
étant assujeties aux conditions habituelles de I'algtbre !). En parti-
calier: ce sont des opérations continues.

On appelle linénire tout ensemble qui avee = et y contient
ax -} by, quels que soient les nombres réels a et b.

Z étant un ensemble arbitraire ((C &), désignons par Z; le plus
petit ensemble linéaire contenant Z. Par conséquent Z, = Z, 4
+2Z, 4 ..., 00 Z,=Z et o

@eZ)=3 =0y +b)ye ) (e 2o

On voit aussitdt que Pensemble E (x =.ay -4 b2) est fermé. On

abxyz
en conclut que, si Z,; est analytique, Z, l'est également. Done, si

Z est analytique, il en est de méme de Z,3).

§ 2. Espace 2.

Nous supposons dans les §§ 2 et 3 que I'espace G est compact.
Désignons *) par 2% Yensemble composé de tous les sous-ensembles

non-vides et fermés de 3 On attribue & 2% 1o caractére »d’un

1) Voir 8. Banach, Fund. Math, III, p. 185.

%) Probléme de M. Mazur.

3) par analogie & la potence 2™ dans la théorie des nombres cardinaux (puis-
sance de la famille de fows les sous-ensembles d'un ensemble donné de puis-
sanee m; les ensembles ayant la méme fermeture sont ici identifiés*). -
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espace métrique et compact, en définissant la distance entre denx
de ses éléments-ensembles A et B de cette fagon 1):

dist. (4, B) =le plus grand des nombres max ¢{x, B) et max ¢ (y, 4),
xed yEB

olt ¢(x, B)= min |z — y]| 2.
yeB
On prouve facilement que:
i ACB), E(4- ) ==
(i) les ensembles f(zeA)’,E( C ),AB( B:FO),’;E:(C A-B)
sont fermés (la dernitre de ces propositions veut dire que la
fonction A+ B est continue).

(1) en faisant correspondre & chagque point x I'ensemble composé de
ce point, on définit une fonction continue: 4 = (x),

(iii) le diamétre de 4, c. & d. le nombre 8(4) = max |z —y|, est une
xy A

Jfonction continue de la variable A.

1. Ensembles parfaits.

Soit % la famille des ensembles parfaits (contenus dans &2). Poar
qu'un ensemble 4 soit parfait, il faut et il suffit que chaque sphére R,
de la suite (*) qui contient un point de 4 en contienne au moins
deux. Done

(4¢%) = DI [AR, % (2)] = OI{(@)C AR, + (AR,C @)} =
= I {(we d) + (@R +[AC (2) + &—R.])

Or, la fonction (x) | 68— R, étant, pour x fixe, selon (i) et (ii)
une fonction continue de #, on conclut de (i) que l'ensemble

§ [AC (%) 4 & — RB,] est fermé®). Par conséquent, B est (CPC (G -
+ F -+ 6)); et comme (voir form. 8, p. 254) CPCG, = G, B est Gs*).

t) Les variables qui parcourent 2X seront désignés par des majuscules; les
minuscules parcourent l'espace Zp '
3) F. Hausdorff, L ¢, § 28.
%) Car F étant un ensemble fermé et f(f) une fonction continue, l'ensemble
{E’U (?}e F) est fermé. D'une fagon générale, si Ep(x) est X, _tEqJ (f(#)) Test éga-
x

lement.
4) Théoréme et démonstration de M. Banach.

icm

Evaluation de la classe. 261

.
II. Ensembles dénombrables.

Soit & la famille des ensembles dénombrables. D’aprés le théoréme
de Oantor-Bendixson, chaque ensemble fermé indénombrable contient
un ensemble parfait. Par conséquent:

(Ae9) =I(BC4) (Be®H)

* Done 2% — & est P(F-G,)=A, d'oh & est CA 1.

II1. Applications aux fonctions continues et aux ensembles
analytiques. '

Soit y == f(«) une fonction continue qui transforme l'espace &2
en un sous-ensemble de 1’espace 9. On voit aussitdt que I'ensemble
E[y = f(x)) est fermé (dans l'espace & X %). Considérons I'ensemble
zy

4, de tous les y tels que I'ensemble E [y = f(z)] soit indénombrable

ou, ce qui revient au méme, qu'il contienne un sous-ensemble par-
fait. En symboles:

yed = 3(Pe®) (PC B[ fl=y)=
= Z(Pe$)- Ilwe PY + (/@ =)
L'ensemble 4, est done P{G,-CPC(G -+ F)], donc un ensemble

analytique ?).
Le théordme précédent reste vrai lorsque on remplace la con-

dition ,y = f(#)* par la condition plus générale: o, y)e M4 ol M

est un ensemble fermé, Nous allons voir que, plus généralement
encore: on peut supposer que M est analyfiqgue (nous supposerons
ici que, l'espace 9/ est compact). ‘

Dans ce cas, en effet, M est la projection orthogonale d’un en-
semble G;, désignons le par W, situé dans lespace X ¥ X I
(ob & dénote Piutervalle 0<C#<C1). Bemarquons encore que, 8l la

1) Théoréme de M, Hurewics, Fund. Math. 15, pp. 4—17, qui a montré
aussi que ce résultat est précis, c. & d: que la famille & n'est pas borélienne;
C'est un des plus simplea exemples d'ensembles non-boréliens.

Cf. aussi § 4, III.

%) Probléme de M, Banach; résolu par MM. Mazurkiewiex st Sier-
pitski Fund. Math. 6, p. 161. ’
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projection d’un G contient un ensemble parfait, 'ensemble G con-
tient un ensemble fermé dont la projection contient un ensemble
parfait ’). Par conséquent, si 4 désigne l'ensemble des y tels que
I'ensemble E [(x, y) e M] soit indénombrable, on a

yed=33(PcP)-(FCW)- Uiz P) >3 (@ y, e F)}y =
=I3{PeP)- Ul FY + (e W) T (v e PY + 3(2, 3,9 e )}

(¢ est un point variable et I’ un sous-ensemble fermé variable de
Pespace & X X J).

Il en résulte que 4 est PP{G;-CPC(G 4 G;):-CPC (G + PF)}
et en tenant compte du fait que tous les espaces considérés somt
compacts, on en conelut (ef. form. (7), (8), p. 254), que 4 est
analytique ®).

IV. Continus.

Par définition, un ensemble (ferméj X n’est pas un continu, s'il se
laisse décomposer en denx ensembles fermés (nou-vides) ¥ et Z tels que
YZ=0. Dans ce cas, il existe un ensemble ouvert G tel que
YCGet G-Z=0, done que X-G — G =0.

Désignons par £ la famille des continus. I vient (G- désignant
un ensemble ouvert variable):

(XeZYy=3XG+0)-(X—G=F=0).-(XG— G=0)
G

Or, Pensemble B (XG == 0), comme égal & E XCee— ay,
X X
est ouvert selon (i). Il en est de méme de I'ensemble B (X — G 3= 0)=
X
=E(X CG). Enfin (i) implique que l'ensemble B (X- & — G=0)
: X

est ouvert, puisque G — G est fermé,
Par conséquent, l'ensemble £'=3{E (X6 +0). E(X—G=0)-
G X X

') Voir, par ex., Lusin, Ensembles analytiques, p. 150. D'une facon géné-
rale, toute fonction qui transforme un espace complet séparable de fagon continue
en un ensemble indénombrable, trausforme de fagon bicontinue un ensemble par-
fait et compact. Cf. W. Bierpifiski, Fund, Math, 15, p. 128,

1) Théoréme de MM, Mazurkiewicz et Sierpinski, L e.
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-E(XG — G =0)}, comme somme 1) d’ensembles ouverts, est ouvert
X

Autrement dit, £ est fermé %),

§ 3. Espace des continus £,

En vertu du théordme précédent la famille £ des sous-continus
d'un espace compact & peut elle-méme &tre considérde comme
espace compact. (Uest ce que nous ferons dans ce §. Nous dési-
gunerons les variables qui pareourent l'espace £ par C, K, L.

I Accessibilité topologique.

Soit M un ensemble situé dans I'espace 42 On dit qu’on point »
est topolugiquement accessible par rapport & M, en symboles ze M,
lorsqu'il existe un continu C qui ne se réduit pas & un seul point
et que C- M=z. Autrement dit:

@ed)=(oe M) 3(C+2)- Ol e O)ly & 2) > (y e ).

Done si M est X, M, est X-P[G-CPC(G - F - CX)], donc
PCP(F - G - X) (cf. p. 256).

En particulier, si X =F,, I'ensemble M, est analytique ).

Si on impose & C la condition d'4tre un segment rectiligne,
on retrouve le théor, I du § 1. Car la famille des segments recti-
lignes (les points individuels y compris) étant fermée, cette condition
n'altére pas le caractere de la définition de I'ensemble J,.

II. Continus indécomposables.

Un continu C est dit indécomposable, lorsqu'il ne se laisse pas
décomposer en deux continus différents de Iui, e. & d. lorsque

I(C=E4+L)->(C=E+(C=1I)

La famille des continus indécomposables est done CPC(G+F+-F),
done G,. : '

9 cf. p. 264, remarque 2.
%) Théordme de M. Painlevé,
3) Théoréme de P. Urysohn, Proc, Akad. Amsterdam 28
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III. Propriétés héréditaires.

8i une famille M de continus constitue un ensemble Gy (relati-
vement & Uespace X), alors la famille de tous les continus C tels
que chaque sous-continu de C appartient & M constitue également un G;.

Car cette derniére condition veut dire que
O[EC C)—> (K eM)].
K

Ea particulier, la famille & des continus dont chaque sous-continu
est indécomposable est Gy ).

La décomposition de I'ensemble QR en une série d’ensembles fermés est donnée
par la formule; @ — 33 ol ’
n

e = I |w4+2CO @40 (o6 0> 1) e +

+(e 2 =>3) (xez)]}

¢(x, 4) désignant min [z —y|.
yed
Or, comme montre M. Mazurkiewics, dans le cas olt Pespace ==un cercle,
chacun des ensembles A, est non-dense. Done R est de I-re catégorie. De 14 on
conclut, & I'side du théoréme de Baire, qu'il existe sur le plan des continus
dont chaque sous-continu est indécomposable (et qui ne se réduisent pas & des

points individuels, puisque ces derniers constituent dans I'espace g aussi un en-
semble non-dense) %),

Ainei, la méthode de M. Mazurkiewicz employée pour démontrer I'existence
d'éléments de la classe @ consiste 4 prouver que le complémentaira de § est
somme d'une série d’ensembles fermés et non-denses. Lo champ d'applications de
cotte méthode est trés vaste (voir aussi § b, II),

IV. Coupures de l'espace.

Un ensemble fermé X est dit une coupure de Pespace, s'il existe
deux points x et y situds en dehors de X et tels que chaque con-
tinu C qui les unit passe par X. Les points = et ¥ pouvant étre
entourés de deux sphéres R, et R, de la suite (*) p- 258, disjointes
de X, il vient:

%) Théor. de M. Mazurkiewicz, Fund, Math, 16, p. 151.

%) Le premier exemple de ce genre fut comstruit par M. Knaster, Fund.
Math. 8, p. 247.
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X est une coupure’ :‘.Z {(XB, =0)(XR,=0) IOI (CX H0)+
Les ensembles %’(XR,,,:—-O), £ (CX==0) et E(CR,=0) &tant
C
fermés selon (i), on' voit aussitét que la famille des coupures con-
stitue un F,2). ‘
V. Autres applications.
On prouve que la famille des continus uni-cohérents est G,, que
les familles des arcs simples, des courbes simples fermées des den-

drites, sont des F_,. Nous reviendrons & ces énoncés dans Fund.
Math. 18. (voir aussi § 4, V).

§ 4. Espace a2%, des suites infinies.

Soit &2 un espace complet séparable. Désignons par &% la fa-
mille de toutes les suites infinies

g = g(l)’ g(z)’ vees 5("), e

extraites de &°%). Définissons la distance de deux suites £ et # par
la formuie de M. Fréchet:

1 g0 —n]
|&—n *‘21';;5 14 [E— g0
L'espace 8C% ainsi métrisé, est un espace complet séparable.
Grice & ce fait, notre méthode d',évaluation est applicable & cet
espace aussi. :
On voit facilement que

(2} la condition pour qu'une suite variable converge vers une suite
limite est que la ,n-éme coordonnée” de la suite variable tende vers
la n-éme coordonnée de la suite limite; en symboles:

{=lim &)= II[£"= Ifﬁ &5

1Y) Cf. O, Zarankiewics, Fand, Math, 9, p. 163 et W. L. Ayres, Fund.
Math, 16, p. 184. . e

1) C'est nne extension de la notion de ,produit combinatorique’’ d'espaces
au cas d'une suite infinfe d'espaces (tous identiques).
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(b) la n-éme coordonnée de la suite £, c-a-d. le point EW, est une
Sfonction continue de Pargument .

1. Suites convergentes.

L'espace &C étant complet, la condition pour qu'mne suite £ soit
convergente est la suivante (,condition de Cauchy“):

I3 17 {jgemo— g < o).

kR m i

Les fonctions £ étant continues selon (a), I'ensemble
E ]gcmm* §(rn)l < 71‘_
g

est fermé (pour 4, m, k fixes). Par conséquent, la famille I' des
suites convergentes est F,,, est dene F ;.

De la résulte que f,(f), » =1, 2,... étant une suite de fonctions
continues (définies sur un espace arbitraire 7), l'ensemble Z des
points ¢ pour lesquels ls suite est convergente est F,;. Car dési-
guons par £(7) la suite f;(2), f;(¥),-..; il vient Z=%ﬂ§(t) el et la
fonction §(f) étant continue selon (a), Z et F,;1).

Un théoréme analogue concerne le cas ol les fonctions FAL)
sont des fonctions mesurables B de classe @ (en général, discontin ues)

II. Suites d'images continues.

Soit f,(x;, m=1,2,..., une fonction qui transforme l'ensemble
X, ((C &) en un ensemble ¥, (C 9/). Seit P= II ¥,. Done yeP,

lorsqu'il existe une suite z;, 2,... telle que r,eX, et y=F1 (z,).
En symboles:

(yeP)= S EPeX,) (y =fu )

Cette formule peut, en particulier, servir pour prouver que la
partie commune d'une infinité dénombrable densembles analytiques est

!) Théoréme de M. H. Hahn. Cf. ¥. Hausdorff, Mengenlehre, p. 270,
dont 12 démonstration peut &tre exprimée par la formule:

(b 2) = I3 fysl8 ~ fm(6) <
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analytique. En effet, on pose, dans ce cas, X, = 82 = l'ensemble
des nombres irrationnels; par conséquent, Vexpression (¢ X,), de
la formule précédente, peut étre omise. La fonetion f, (&™) étant
selon (b) continue, l'ensemble 13 y=/.(6") est fermé, done Ven-

semble P, ecomme projection «'un ensemble fermé, est analytique.

Une application analogue de la formule précédente permet de
démontrer d’une simple fagon que la propriété d’stre un ensemble
projectif de classe L, est multiplicative *).

II1. Suites denses-en-soi.

Une suite £ est deuse-en-soi, lorsque chaque £ est point d'a-
ccumulation des termes = £, En symboles:

1
(Eety= T3l0<|g— 87 <3}

L’ensemble 4 est done un Gj. . )
Nous appliquerons ce théuréme aux ,cribles clairsemes de
M. Lusin, Soit, notamment, M un ensemble situé dans 'espace
X 9 et considérons I'ensemble M, de tous \les y te’ls que .l’en—
semble B (z,7)¢ M ne soit pas clairsemé, c. a d. quil contienne
x

une partie dense-en-soi (dénombrable). En symboles:

(y e M) = f{(EeA}‘ - IT[E™, y) e M)

Done, si M est X, M, est P (G- X,). En particulier, si M est ana-
lytique, M, Vest également ?). . .

Le théoréme précédent peut étre aussi appliqué pour pron:;:r
d'une simple fagon que la famille & des sous-ensembles fen?lés -
nombrables, done clairsemés, d’'un espace compact 80 constitue un

ensemble CA dans l'espace 2% QOar
(Aded) =Z{Eed)- II (£ ¢ A)}.
§ n

Done & est P(G;-Fs)=A. (Cf § 2, 1I).

1Y) Cf. W, Bierpifski, Fund, Math, 13, p. 2.':}9. 2
%) Théordme de M. Lusin, Ensembles analytiques, p. .


Yakuza


268 C. Kuratowski:

IV. sDeuxié¢me principe« de M. Lusin.

Soient @2 = Vintervalle 0 <Cz <1l et R=1y,1y,..., la suite
des nombres rationnels de cet intervalle. M et N étant deux sous-
ensembles de R, posons M << N, lorsque M est semblable & une
partie de N (ordonnée selon la grandeur de ses éléments), c-i-d.
lorsqu’il existe une suite de nombres rdels £®, £® ..., contenant
tous les éléments de M et une suite 4@, #®,..., contenue dans N
telles que la condition £? << &Y entraine 72 << 7). En symboles:

() MSN=3(lr.e M—> I EO=r,)- T eN) - T[E<E) >
n - n k i
> <1}

Passons, & présent, & la démonstration du ,deuxiéme principe®.
1l s'agit de prouver que, A ef B étant deux ensembles analytiques
(C @), il existe deux ensembles D et H tels que

A—BCD, B—ACH, D-H=0, D e H sont CAY).

Or, d’aprés un théoréme général de M. Lusin 2), il existe dans
le produit @& X B un ensemble U (le ,crible* de 4), F, (relati-
vement au carré &€ X &@), tel que

(z € 4) = {l'ensemble M, = E[(z, y) e U] n'est pas bien ordonné}.
¥y

D’une fagon analogue, soit V un F, situé dans 82 )X R et tel que
(x e B) = {l'ensemble N,= F|[(x, y)e V] n'est pas bien ordonné).
¥y
Posons:

D=(@—B)-(@— EMU=<N,), H=(—d)y(e— BN, < M).

D et H sont les ensembles cherchés. Car, d'abord, si xe A — B,
I'ensemble M, n’est pas un ensemble bien ordonné, tandisque N,
en est un; oo ne peut dome avoir M,<<N,; par conséquent
Ze &9~—€(M,,S.N‘). Ainsi 4 — BC & —E(M,<N,) et, en mul-
tipliant cette inclusion par 4 — B(” 8 — B, il vient 4 — B (C D.
Par raison de symétrie: B — 4 (C H. :

91 e p. 210,
1L e p 193 °
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D'autre part, si 2 e (88— B)- (82 — A), les ensembles N, et M,
gont bien ordonnés. Ou a done, soit M, <<N,, soit N,<<M,. On ne
peut done avoir x ¢ [0—B(M, < N,)] - (20— B (N, < M,)]. Par con-
séquent D H=0.

Enfin pour démontrer que D est CA, il suffit évidemment de
démontrer que l'ensemble E(M, << N,) est A. Or, en tenant compte

de (%), on a:
M,<N,= gE L [(#,7m) e U2 (€7 = ra)| - U(z, 2% € V|-
-I[EO<EN (2 < 7))

On voit aussitét que l'ensemble B (M,<<N,) est P[(G;4F,)s*
.F+ (F = G)y), donc A.

V. Continus péaniens.

On appelle péanien chaque continu C qui est une image continue
de Vintervalle. Cette condition équivaut & celle (de M. Sierpifski)
que, pour chaque ¢>>0, C soit somme d’un nombre fini de continus
de diamdtres <C e; ou encore: qu'il existe une suite infinie de con-
tinus telle que C' soit somme d'un nombre fini parmi eux et que
chacun d’eux ait le diamétre <e.

Pour exprimer cette condition en symboles, désignons par &
lespace compact dans lequel C est situé, par £ Lespace des sous-
continus de &2 et par & une suite variable d'éléments de £ (dome
E parcourt lespace £%). La condition en question s'exprime alors
de cette fagon: :

m

I3 3 |o=2=) Mo==i)

Or, la fonction E® et la somme (finie) étant continues (selon (b)

et'(i)), on en conclut que l'ensemble .EEC(G’ =i2;" E®) est fermé. 1l en

est de méme de l'ensemble E[d(E‘"")g%],. puisque le diamétre

est une fonction continue (selon (iii)). Par conséquent, la famille
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des continus péaniens est relativement & l'espace £ un (PF,);, done
un F; %) (car £ étant compact, L™ Pest également).

§ 5. Espace fonetionnel: 9“5@

Soit & un espace compact ét 9 un espace complet séparable.

Désignons ?) par ?a? I'ensemble de toutes les fonctions continues
f(x) définies pour chaque ze & et dont les valeurs appartiennent
& 9. Définissons la distance entre deux fonetions par la formule:

| i —fal = max | £ (z) — fo(2)].
xedl

L'espace ?/&'3; ainsi métrisé, est un espace complet séparable 3).
On voit facilement que
(@) la condition pour quune suite de Jonctions converge dans

lespace 9’&9 est qu'elle converge uniformément (dans le sens habituel
du mét);

(8) la fonction y= f(z), considérée comme Sonction de deuz va-
riables [ et x, est continue; autrement dit: si la swite Jn(®) converge
uniformément vers fo(z) et lim z, = x,, alors lim Ju(@,) = 1, (x,)-

I. Fonctions biunivoques.

La coudition pour que la fonetion J soit biunivoque s'exprime
de cette fagon:

X‘I”{ [fl21) = fla)] > (2, = z,).

Selon (B) l’ensemblefE [f(z) =f(x,)] est fermé. En tenant
Xy X2

compte du fait que I'espace &2 est compact, on en conclut aussitdt
que I'ensemble des fonctions biunivoques (done bicontinues) est un Gj.

1) Ce théoréme est dh 4 M. Mazurkiewicz Voir aussi la note suivante
de M. Mazurkiewicz,

*) Par analogie 4 I'opération mn de la théorie des nombres cardinaux,
3) Cf. K. Borsuk, ce volume, p, 166.
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II. Nombres dérivés de Dini.

M. Banach m’a aimablement communiqué une application de
la méthode exposée ici & un probldme concernant les nmombres dé-
rivés. Solent notamment &2 = lintervalle 01, o= l'espace des
nombres réels; la condition pour que la fonetion y = f(z), continue
et périodique (de période 1), posséde en un point (au moins) les deux
nombres dérivés droits finis, s'exprime par la formule:

fle4hy— fle)
yy )/ (R s R
Or, la fonetion f{z) étant continue, ensemble E{ f (w-}—l;)—f (x)ign}
%

est fermé (pour h et n fixes). Par conséquent, l’ensemble

EII !j(x—l—h)-jj(@lgn, comrme égal & IIE{}Z(—xW+ H—f (ai)‘gn},
of B30 h \ >0 2 h |
est aussi fermé et il en est encore de méme de sa projection paralltle

4 Vaxe des x, c.-h-d. de l'ensemble A,,=,fEE yis {!M}%:—ﬂ—@!gn}
x B>0U

i

R o)
L’ensemble 4, étant non-dense (dans lespace fonctionnel 9/ a’),
on en conclut que J 4, est de I-re catégorie, ce qui implique en

vertu du théorbme de Baire l'existence des fonctions qui n’appar-
tiennent pas & X A,; ce sont donc certainement des fonctions con-
n

tinues qui ne possident de dérivée en aucun point ).

IIX. Développements orthogonaux.

L’application suivante est aussi due & M. Banach. '

Soit ¢,(x), n =1, 2,..., un systéme de fonctions continu'es donné
(par ex. un systéme orthogonal). A chaque fonetion continue Iz
0 <Cx<C 1, faisons correspondre la série

) Y@ J £ttt @

=1
(le ,développerent orthogonal“ de la tonction f).

¢
') Voir 8§, Banach, Stadia Math, 3
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Soit Z lensemble des fonections f pour lesquelles la série (%),
converge vers f(z) pour chaque z. En symboles:

(feZ)= I |sun(f, &) — @ <7

ot s,(f, ) désigne la n-dme somme partielle de la série (V).
La fonction s,( f,) étant une fonetion continue (des arguments

f et ), lensemble 1;3 1$ptm (s @) — f2)] <% est fermé, Par consé-

quent. Z est CPC (F,,;) = CA (relativement & l'espace yé@ ol 8=
lintervalle 01 et 9= l'ensemble des nombres réels). )

Remarque. Dans le caleul fonctionnel on considére’ aussi des
définitions de distance entre fonctions (continues ou non), diffé-
rentes de celle adoptée au début de ce §*). Dans ces cas encore
notre méthode est applicable, pourvue que la définition de la di-
stance conduise & un espace complet séparable.

1) Il serait intéressant de reconnaitre si cette évaluation de Z est la ,mei-

lleure* (méme dans le cas de série de Fourier).,
%) Voir par ex. M. Fréchet: Espaces abstraits, pp. 87—96, Paris 1928
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Sur 'ensemble des continus péaniens.
Par

Stefati Mazurkiewicz (Varsovie).

M. Kuratowski a démontré par l'application d'une méthode
générale 1), que 'ensemble des continus péaniens et I'ensemble d’arcs
simples d’un espace compact E est dans l'espace 27 de classe Fy
au plus. Je me propose de démontrer que dans le cas ot E est le
cube-unité de Pespace euclidien & 3 dimensions (¢.-a-d. le cube 0<<
ek 0Ky Iz 1) ces ensembles sont exactement
de classe F,;, c~h-d. ne sont pas de classe inférieure.

Ce résultat est une conséquence du suivant. ‘

Soit A un Fy contenu dans Uintervalle I,: 0 e << 1. Il existe
un continy K, contenu dans le cube-unité et une décomposition semi-
continue %) de K possédant les propriétés suivantes: a) toute tranche
de cette décomposition est une tranche de continwité; b) Vhyperespace
de la décomposition est homéomorphe avec I,; c) cetbe homéomorphie
peut étre établie de maniére que toute tranche qui correspond & un
point de A est un arc simple e toute tranche qui correspond & un
point de I,— A est un continu non-péanien.

On a: 4 =IIw i;‘a A, les A, étant fermés et AyC Ay Posons

Iml kel
1
(1) ral®) = &+ g 06, 4
1 1
(2) 8 (%) = o -+ 5w @ (zx, Aw)

ot soit G, l'ensemble de points (z,y) du plan z= 0, détérminé

1) Ce volume, p. 269.
%) Comp. Kuratowski: Fund, Math. XI, p. 169—180 en part. p. 174—178,
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