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Soit Z lensemble des fonections f pour lesquelles la série (%),
converge vers f(z) pour chaque z. En symboles:

(feZ)= I |sun(f, &) — @ <7

ot s,(f, ) désigne la n-dme somme partielle de la série (V).
La fonction s,( f,) étant une fonetion continue (des arguments

f et ), lensemble 1;3 1$ptm (s @) — f2)] <% est fermé, Par consé-

quent. Z est CPC (F,,;) = CA (relativement & l'espace yé@ ol 8=
lintervalle 01 et 9= l'ensemble des nombres réels). )

Remarque. Dans le caleul fonctionnel on considére’ aussi des
définitions de distance entre fonctions (continues ou non), diffé-
rentes de celle adoptée au début de ce §*). Dans ces cas encore
notre méthode est applicable, pourvue que la définition de la di-
stance conduise & un espace complet séparable.

1) Il serait intéressant de reconnaitre si cette évaluation de Z est la ,mei-

lleure* (méme dans le cas de série de Fourier).,
%) Voir par ex. M. Fréchet: Espaces abstraits, pp. 87—96, Paris 1928
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Sur 'ensemble des continus péaniens.
Par

Stefati Mazurkiewicz (Varsovie).

M. Kuratowski a démontré par l'application d'une méthode
générale 1), que 'ensemble des continus péaniens et I'ensemble d’arcs
simples d’un espace compact E est dans l'espace 27 de classe Fy
au plus. Je me propose de démontrer que dans le cas ot E est le
cube-unité de Pespace euclidien & 3 dimensions (¢.-a-d. le cube 0<<
ek 0Ky Iz 1) ces ensembles sont exactement
de classe F,;, c~h-d. ne sont pas de classe inférieure.

Ce résultat est une conséquence du suivant. ‘

Soit A un Fy contenu dans Uintervalle I,: 0 e << 1. Il existe
un continy K, contenu dans le cube-unité et une décomposition semi-
continue %) de K possédant les propriétés suivantes: a) toute tranche
de cette décomposition est une tranche de continwité; b) Vhyperespace
de la décomposition est homéomorphe avec I,; c) cetbe homéomorphie
peut étre établie de maniére que toute tranche qui correspond & un
point de A est un arc simple e toute tranche qui correspond & un
point de I,— A est un continu non-péanien.

On a: 4 =IIw i;‘a A, les A, étant fermés et AyC Ay Posons

Iml kel
1
(1) ral®) = &+ g 06, 4
1 1
(2) 8 (%) = o -+ 5w @ (zx, Aw)

ot soit G, l'ensemble de points (z,y) du plan z= 0, détérminé

1) Ce volume, p. 269.
%) Comp. Kuratowski: Fund, Math. XI, p. 169—180 en part. p. 174—178,

Fandamenta Mathematicae T. XVII. 18
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par les inégalités:
8) ISzl ru(y) <y < sa(®).

On a pour ze dy:
1
4 or = 74 (%) = 8u()
et pour znom e Ay:
1 1 1 1
(®) g =% @) <@ < @) Sz tomm<gm

il en résulte que G, X G, =0 sauf dans le cas: i=/j, k=1
Définissons pour 0<Cy << 1 la fonction f{(w, y) par les formules:

1 1 1 ]
6 fEyp=1—3z5 pour gy <y =g o (%) none 2 G,

N flz,y)=1— —2—}—_—1 -+ -%sin [?;((y—@—;i:;(%] - pour (2,%) e@y

® floyy)=1

Soit K, lensemble de points (v, 4,2) tels que z = f(z,y),
I<<z<<l, 0<Cy<<1, et K, l'ensemble-somme de tous les rectangles:
1 1 1
I<<r<], y=gsn 1 —-g,—_-l.gzgl —3r Posons K= K, 4 K,.
Soit K(#) la section de K par le plan z =1
On vérifie sans peine que pour lim#, =1, on a lim K(#,)=

pour y =0,

= K(f,), donc les ensembles K(t) sont des tranches de continuité
d’'une décomposition semicontinue. Lia correspondance entre ¢ et K(f)
est une homéomorphie, enfin K(f) est un arc simple pour e 4,
et un continu non-péanien pour fel,—A.

Warszawa, 12/I1I 1931.

Sur la théorie des fonctions dans les espaces
métriques ).
Par

Casimir Kuratowski (Lwéw).

Dans la théorie de Baire des fonctions de variable réelle on
supposait primitivement que le domaine de variation de I'argument
ainsi qud celui de variation de la valeur de la fonction est len-
semble des nombres réels. Dans les recherches ultéricures sur les
fonctions mesurables B on s'est débarrassé (Hahn, Hausdorff)
de I'hypothése que les arguments soient réels, en smpposant seule-
ment quils parcourent un espace métrique arbitraire. Si Pon savait,
d'une fagon anmalogue, se débarrasser de I'hypothése que les valeurs
soient réelles, la théorie des fonctions mesurables B deviendrait un
chapitre de la Topologie et son champ d'applications s'élargirait de
fagon manifeste.

Dans cet ordre d'idées je vais démontrer plusieurs théorémes
sur les fonctions mesurables B (ainsi que sur les fonefions jouissant
de la propriété de Baire), en supposant que les arguments et les
valeurs de la fonction appartiennent & des espaces métriques #). En
généralisant les théordmes conuus, j'ai tiché, en méme temps, de
simplifier leurs démonstrations.

Définitions. Les ensembles fermés et ouverts sont .dits des ensembles de
classe O multiplicative et additive resp. Les produits (resp. les sommes) dénom-
brables d’ensembles de classes < « sont dits de classe ¢ multiplicative (resp.
additive).

1) Les principaux xésultats de cette note ont été communiqués & la Soc Pol
de Math, (Section de Lwéw) le 29 Nov. 1930.

%) Dans le mé&me ordre d'idées, voir les notes: 8. Banach Thdoréme sur les
engembles de premidre catégorie, ma note La propridté de Baire dons lea espaces
métriques, Fund, Math, 16, ainsi que la note qui va suivre de M. Banach.
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