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il en résulte que Vnm est dense dans @. Donc V"(3) est un ensem-
ble ouvert dans @ et dense dans @ et I'ensemble
Ty e

(25) D — ]Z |74
est de premiére catégorie. D’autre part, si Pon a (21) et si f*
satisfait & (19) resp. (20), alors f satisfait & a7 resp. (18). Donc

@0
UIEB)C ul, V@ cv®, Enfin, sife HVnm, alors on a pour tout

n=1
x et pour une infinité d’entiers k P'une au moins des inégalités
(17), (18), — lintégrale () ne saurait donc é&tre convergente pour
aucun x. Il en résulte

(26) o—Nco—jjvPco-FIV®,

n=1 n=1

c. 3 d. ®— N est de premiére catégorie, c. q. f. d.

(Recu par la Rédaction le 31. 3. 1931).

Sur les séries dont les termes sont des variables éventuelles
indépendantes

par
M. PAUL LEVY (Paris).

Introduction.
§ 1. Notations et remarques préliminaires.

Nous désignerons par x;, X,,..., X,,... des variables dé-

pendant de lois de probabilité indépendantes les unes des autres;
par S, la somme x,+ x,+... +x,; par G {x} la valeur probable
de x, et par D {x} celle de [x—& {x}]]2; par £ {E} la probabi-
lité d’un événement £; par & {E, E'} celle de la réalisation de
E et E'; par R1{E} la probabilit¢ que E soit réalisé pour une
infinité de valeurs de I’entier n.

Rappelons que, si les probabilités & {£} sont indépendan-
tes, R{E} est égal 3 0 ou 1 suivant que la somme X2 (E |
est finie ou infinie, toute autre valeur étant exclue. Ce résultat
est dd & M. Emwe Borew.

La loi de probabilité dont dépend une variable x étant dé-
finie par la fonction des probabilités totales
1) FE=2{x<§},

il y a lieu, aux points de discontinuité de cette fonction, de di-
stinguer les deux expressions

® [ lim FE-)=2 (x <&,

| lim F ¢+ 8)=2 (x< &)

(= désignant un infiniment petit positif). Toutefois, pour simplifier
les formules, il nous arrivera d’employer la notation (1) pour dé-
signer indifféremment l'une ou l'autre des expressions (2) ou
n’importe quelle valeur intermédiaire. Il en résultera que certaines
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formules écrites en égalant deux valeurs de F () pourront étre
inexactes aux points de discontinuité de cette fonction; mais cela
sera sans importance, les valeurs exactes de L {x <5} et P {x <&}
pouvant toujours s’obtenir par le passage a la limite indiqué par
les formules (2).

"On sait que, si les lois de probabilité de deux variables
indépendantes x et y sont définies par les fonctions des proba-
bilités totales F (x) et G (y), celle dont dépend lasomme x4 y=
est définie par la fonction '

4w +o -
® HO=[Ce-»dF=[Fe-5dGw),

i —®
Videntité de ces deux expressions pouvant se vérifier par une
intégration par parties. Toutefois ces expressions cessent d’avoir
un sens pour les points de discontinuité de A (z), car pour ces
valeurs de z les fonctions G(z—x) et F(x) sont discontinues
pour une méme valeur de x; on pourrait, par des conventions
convenables, préciser leur signification; mais cela est inutile; la
loi dont dépend z est bien définie si 'on sait calculer H (z) en
tout point ol cette fonction est continue.

§ 2. Notions générales et résumé du présent travail

Bien que les sommes telles que S aient été étudiées de-

puis longtemps, les recherches effectuées a leur sujet ont d’abord
eu pour objet I'étude de la loi de probabilité dont dépend une
telle somme pour une valeur trés grande de n considérée indé-
pendamment des autres, et 'on a pendant longtemps négligé de
considérer dans leur ensemble la suite des valeurs de .S,. Ce
point de vue avait pu étre considéré incidemment par certains
auteurs, mais son étude systématique n’a été entreprise qu’a une
date trés récente; on peut trouver lorigine de ces recherches
dans un Mémoire publié en 1909 par M. Emie BorerY), puis dans
le travail de M. CanteLur 2) qui a démontré en 1917 un théoréme

Y} Emile Borel, Sur les probabilités dénombrables et leurs applications
arithmétiques, Rendiconti del circolo matematico di Palermo 26 (1909) p. 247—271.

?) F. P. Cantelli, Sulla probabilitd come limite della frequenza, Rendi-
conti della r. Accademia dei Lincei V 26 {1917) p. 39—45.
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qu'on a appelé depuis la loi forte des grands nombres. En 1925,
MM. Kuntcume et Kowmocororr?) ont montré que la probabilité
de la convergence de la série Sx, ne pouvait &re que 0 ou 1,
et donné le moyen de reconnaitre si l'on se trouve dans 'un ou
Pautre de ces deux cas; en 1928, M. KoLmocororr ¢) a donné une
démonstration simplifiée de ce théoréme fondamental.

Le Chapitre | du présent travail se rattache a ce théoréme,
dont nous donnons une démonstration qui, pour la seconde par-
tie du théoréme, est plus simple que celles antérieurement pu-
bliées. En outre, nous nous sommes efforcé de rendre les rai-
sonnements plus intuitifs, en dégageant certaines notions qui
jouent un grand role dans cette étude, notamment la notion de
dispersion d'une loi de probabilité. Cette notion est essentielle
si 'on veut, non seulement étudier la probabilité de la conver-
gence de la série Tx_, mais chercher s'il existe une suite de
constantes q,, a,,..., a,,... telles que la prqbabilité de la con-
vergence de la série = (x_ —a ) soit unité.

D’autre part nous montrons par un raisonnement a priori
trés simple et indépendant du critére donné par MM. Kumr-
cane et Kormocororr que la probabilité de la convergence ne peut
étre que 0 ou 1. Des raisonnements de ce genre joueront & plu-
sieurs reprises un grand rble au cours de ce travail. Ajoutons
que, mis au courant des principaux résultats obtenus par nous
dans cet ordre d’idées, M. KoLmoGororr nous a fait savoir par
une lettre du 28 Mars 1931 qu'il connaissait, sans 'avoir publié,
le principe de ces raisonnements; mais certains des résultats que
nous en avons déduits, au Chapitre Il notamment, lui étaient in-
connus.

Le Chapitre Il a pour objet I'étude du cas de divergence.
Nous rappelons et complétons sur certains points les résultats
connus sur le rdle asymptotique de la loi de Gauss et des autres

% A. Khintchine et A. Kolmogoroff, Uber Konvergenz von Reihen,
deren Glieder durch den Zufall bestimmt werden, Recueil Math. de Moscou 32
(1925) p. 668—677. Ce travail suppose que chacun des x, prend au plus une
infinité dénombrable de valeurs, restriction qui en réalité n’est pas nécessaire,
et qui est supprimée dans celui de M. Kolmogoroff (loc. cit. ).

4 A. Kolmogoroff, Uber die Summen durch den Zufall bestimmter
unabhéngiger Groflen, Mathematische Annalen 99 (1928) p. 309—319.
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lois stables. Nous montrons: ensuite que, quelle que soit la suite
(A) de constantes A, 4,,..., 4,,...la probabilit¢ R {S, >4 )
ne peut &tre que 0 ou 1; nous avons déja indiqué ce résultat
dans le cas de Bernourr 5). Il en résulte que la suite des lois de
probabilité dont dépendent les x, définit dans I'ensemble des sui-

tes (4) une coupure analogue & celle définie par la convergence

d’une série telle que e~ “#7. Des résultats de MM. Kuamrcrme %)
et KoLmoGororr 7), que nous avons nous-méme légérement préci-
sés dans le cas de Brrnouru %), définissent d’une manidre assez
approchée la place de cette coupure, dans les cas classiques;
nous montrons que, dans le cas des lois stables autres que celles
de Gauss, les formules des savants russes doivent &tre rempla-
cées par des formules tout i fait différentes.

Dans le Chapitre IIl, nous étudions au contraire différentes
questions se rattachant au cas de convergence. Nous montrons
d’abord que, méme s'il s’agit de semi-convergence, la loi de
probabilité dont dépend la somme S est indépendante de l'ordre
des termes, et nous donnons la condition pour que cette loi soit
continue. Le cas de convergence présentant d’ailleurs un grand
nombre de cas particuliers intéressants, nous en étudions quel-
ques - uns.

Quelques-uns des résultats établis au cours de ce travail
ont été énoncés dans une Note présentée i 'Académie des Scien-

ces le 16 Mars 1931 9),

Chapitre I.
La probabilité de la convergence.

§ 3. Définitions.

Nous appellerons oscillation de .S, entre n et N, et dési-

) Paul Lévy, Sur un théoréme de M. Khintchine, Bulletin des Scien-
ces Mathématiques II 55 (1931) p....

%) A. Khintchine, Ein Satz der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Funda-
menta Mathematicae 6 (1924) p. 9—20.

) A. Kolmogoroff, Gesetz des iterierten Logarithmus, Mathematische
Annalen 101 (1929) p. 126—135.

8) Loc. cit.?),

%) Paul Lévy, Quelques théorémes sur les probabilités dénombrables,
Comptes rendus 192 (1931) p. 658.
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gnerons par 6, , le maximum de |S,_S,| pour v, ¥=n+1,
n+l,n+2,..., N.

Nous poserons

anjéi}:; Gn, N? 0= ji_l;nmbon 4

L’existence de ces limites est d’ailleurs certaine, 0, ), ne pouvant
que croitre avec IV et décroitre quand n croit. Le nombre o dé-
finit Poscillation-limite de la série Zx,; 6=0 caractérise les sé-
ries convergentes, et ¢ positif et borné caractérise les séries di-
vergentes & sommes bornées.

Nous poserons

Py D=2lo, y <1\ .
On sait que, si une infinité dénombrable d’ensembles £,

(n=1,2,...) sont tels que chacun contienne le suivani, la me-
sure de leur partie commune est bien définie comme limite de
la mesure de £ ; il en est de méme, si chaque E est au con-

traire contenu dans le suivant, de la mesure de l’ensemble con-
stitu€ par leur réunion. On en déduit que, sauf peut-étre aux
points de discontinuité des fonctions considérées,

P,()=2{o,<li=lm P, (),
€ P()=Ploc < l}—= lim P, (),
P=&{c>0}= lim P(l),
-0

la limite P ainsi définie est la probabilité de la convergence de
la série Sx 1%, Remarquons que P=1 implique P(/)=1 pour
tout / positif.

) M. Kolmogoroff, loc. cit.?), définit P par ce triple passage & la
limite. Les considérations du texte, évidemment sous- entendues par ce savant,
montrent que cette définition est parfaitement correcte et rend inutiles dans la
plupart des cas les méthodes souvent employées, pour démontrer que P=1,
qui consistent & se donner deux suites de nombres s, et 7, tels que s=23¢,
et 7= .S'qp soient arbitrairement petits, et déterminer ensuite les n, de ma-
niére quentre n, et n,y; Poscillation soit < e , sauf dans des cas de proba-
bilité <, . Toutefois nous avons dii utiliser encore une méthode de ce genre
au § 9.

Remarquons que la définition de P s’applique mé&me si les x, ne sont pas
ndépendants,
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§ 4. La probabilité de la convergence.

Théoréme 1. La probabilité P de la convergence de 3x,,
dans le cas d'indépendance des x,, ne peut étre que 0 ou 7.

Par définition de P, 7 étant arbitrairement petit, on peut
déterminer
o), et ¥(,n) >n,

I<#& n>9), N>y n)
| Py n D= Pl<7.

de maniére que

entralnent

Prenons alors

Z<—;——, etn, N, VvV

tels que
n>e(), n>9Rl, N>y(,n),
N>y(,N), N>¢2l, n).
Alors P (), Py, P, (), P, (20) sont compris entre
P—mn et P+n. Diailleurs o, ,, est compris entre 0,y Oy v et
le plus grand terme de cette somme, de sorte que

Lo, W<} <80,y <I, 0y <} <Plo, ,, <21},

c’est-a-dire

Pn,N'(l)<Pn,N(l) PN,N’(I)<P;1,1V’(21)'

Ces quatre nombres différant trés peu de P, ona P=P% c.q.f. d.
De ce théoréme résulte immédiatement que:

Théoréme Il. Ou bien il est possible de déterminer une
suite de constantes a, (n=1,2,...) telles que la probabilité de
la convergence de = (x,—a) soit lunité, et dans ce cas a, est

déterminé au terme prés d'une série convergente, ou bien cette pro-
babilité est nulle quelles que soient les constantes a .
n

§ 5. La dispersion des sommes .S .
- n

Nous appellerons fonction de concentration (ou de concen-
tration maxima) d’une variable éventuelle x la fonction
e=f()=Max @ (x' <x<x') ('—x'—0)my,

) La fonction f(/) est une fonction non décroissante, variant de b))
> 0 a f(o)=1; mais, pour la fonction limite définie plus loin, on peut
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et fonction de dispersion, ou plus simplement dispersion, la fonc-
tion inverse /==q (¢); elle définit donc la longuer du plus petit
intervalle auquel corresponde une probabilité égale & a. D’aprés
(3), la fonction de concentration de la somme de deux variables
indépendantes est au plus égale 2 celle de chacune de ces va-
riables. Par Peffet de I'addition des nouvelles variables, la con-
centration ne peut que diminuer; la dispersion ne peut qu'aug-
menter 12),

Désignons alors par f, (/) la fonction de concentration re-
lative & Sy—.S,. Elle ne peut que diminuer si N augmente, et au
contraire augmenter avec n, il existe donc une fonction de con-
centration limite f(/), bien définie par les

fo®=lim f, @, fO=lm [O.

et une fonction de dispersion limite, /=g (@), inverse de f (/).

Lorsqu'on remplace la série Zx, par Z(x,—a,), la fone-
tion f, , (/) ne change pas; la fonction P, y(J) changeant au
contraire, nous désignerons par Q, , (/) son maximum lorsqu’on
fait varier les constantes a_.

Nous allons montrer que les ordres de grandeur des fone-
tions f, \ ([) et Q, y (D) sont liés.

§ 6. Relation entre loscillation et la dispersion
dans le cas d'un nombre fini de termes.

Nous raisonnerons sur la somme S_, et écrirons, pour le pré-

sent § seulement, S au lieude S, et ¢, P(/), Q (), f()) au lieu

avoir f(0) < 1. D'autre part, si un intervalle (¥, x4+ nl) correspond a la
probabilité f(nl), & 'un au moins des intervalles :
x, x+0, x+1, x+2D,..., x+®m—-1)1, x+rl],

correspond une probabilité au moins égale & ~ f(nl). Done

Y

1) Dans le cas de deux variables interdépendantes x et z, si, x &tant
donné, la fonction de concentration f, (I} relative 2 y a une borne supérieure
f (1), indépendante de x, cette borne s'applique aussi & la fonction de concen-

tration relative 32 x +g.
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de o, ,,...,f, ,()); nous désignerons par T le plus grand des
(Sv[(;)=1, 2’,..., n); on a évidemment
©) TLoL2T.
De la définition de P (I) et f(I) résulte que
(6) PO 2{|S,I<y<f@D,
et par suite
@ QL f2D).

D'autre part, par définition méme de £, , (21), il est possi-
ble, enretranchantde x,, x5,..., X, des constantes convenables,

de faire en sorte que l'on ait

(8) Q{\S¢.|<Z}=fﬂ,w(2l)>f(2[) v=1.2,...,n),
et par suite
© 2{S-S,1<2l>/@2D.

Considérons maintenant ’hypothése T>>3/. Si sa probabi-
lité était grande, on aurait peu de chances d’aboutir & une valeur
finale de | S| inférieure & I, ce qui serait en contradiction avec
(8) . Pour préciser cette remarque, observons que cette hypothése
peut &tre réalisée de n manitres différentes, suivant la valeur de
v réalisant pour la premiére fois I'inégalité S,>31, et, dans cha-
cun de ces cas, la probabilité de | S| <[ est, d’aprés (9), au plus
égale 3 1—f2(20). Il en est donc de méme de la probabilité de
|.S| < I lorsqu’on sait que 7> 3/ sans savoir dans lequel de ces
cas on se trouve, et par suite on a

P{1>=31, |SI<}KP{T>31[1-/2(2D)].

D’autre part on a

PIT<3L, |S|I<}KP{T<3)=1-P{T>31},
et par suite, en ajoutant ces deux formules et tenant compte
?fo)(s)’ FED=2(|S| <} <1—F:21) P{T>31).
Or, d’aprés (5),

PIT>31 > Plo>6l=1—P6ED)>1-Q(6]).
On a donc enfin

1—f@20)
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Les formules (7) et (11) constituent les relations cherchées.
Elles montrent que la connaissance de ¢=f(21), si cette pro-
babilité est assez voisine de l'unité, permet de limiter supérieu-
rement Q (/) et inférieurement Q(67). En termes peu précis, en
appelant borne supérieure probable d’une quantité une borne qui
a peu de chance d’8tre dépassée, on peut dire que l'oscillation
et la dispersion ont des bornes supérieures probables du méme
ordre de grandeur, & condition que l'on ait préalablement retran-
ché des x, des constantes choisies de maniére & rendre la pre-
miére de ces deux bornes aussi petite que possible.

Le résultat précédent est & rapprocher d’un résultat remar-
quable obtenu par M. Kotmocororr 23). Supposons les & {x,} nuls

2 r
etles 6{x,; bornés, et posons
2 2 2
G =3 ()= M>.

On connait I'inégalité de Brnayme-TcuesycHerr

(12) 25> eM) <
M. Kowmocororr 2 montré que l'on a de méme
(13) 2(T>cM) <,

de sorte que la connaissance de M permet de limiter supérieure-
ment 4 la fois les probabilités des grandes valeurs de S etde T
(et par suite de I'oscillation 6<{27). Cela n'empéche pas qu’il
€tait nécessaire d’indiquer la relation précise qui existe entre f(/)

et Q).

§ 7. La condition de convergence de MM. Khin-
tchine et Kolmogoroff.
Revenons aux séries infinies; f(/), P(l) et Q(!) désigne-
ront de nouveau des fonctions limites; d’ailleurs les formules (6),
(7) et (11) restent vraies & la limite, de sorte que f({)==0 pour
tout />0 entraine Q(/)=0, et f(/)=1 équivaut & Q({)==1.
Supposons d’abord &{x,}=0(»=1,2,...) etla sérieZ9D
{x,} =3 & {x}} convergente. Etant donnés / et ¢ arbitrairement
petits, on peut déterminer n de maniére que

1) Loc. cit. ¥), Satz I. La méthode de M. Kolmogoroff est tout i fait ana-
logue 2 celle qui nous a conduit 4 la formule (10).
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26 < Z2 2
r+-1

et par suite, d’aprés (5) et (13), pour tout N> n
@{GH’N>2[}V<8 .
On en déduit que P(I)=1, et par suite P=1.

Cette démonstration est celle de M. Kowmocororr. On peut
remarquer que l’on peut substituer I'emploi des inégalités (11) et
(12) a celui de linégalité (13); linégalité (12) montre en effet
que, sous les bypothéses indiquées, on a f(/)=1, et par (11)
on en conclut que Q(/)=1, ce qui caractérise le cas de con-
vergence prévu par le théoréme I[14). D’ailleurs le raisonnement
de M. Koimocororr est un peu plus précis et montre, non seule-
ment la convergence probable de Z(x,—a,) pour une détermina-
tion convenable des a,, mais celle de 3'x,.

Naturellement, si I'on suprime la condition &{x,} =0, la
condition que =9 {x,} converge reste suffisante pour qu’on soit
dans le cas de convergence prévu par le théoréme II, et méme,
d'une maniére plus précise, on peut prendre ¢ =& {x }. Mais
cette condition n’est pas nécessaire. On le voit aisément en in-
troduisant la notion de suifes équivalentes, due & M. KuiNTCHINE.

Deux suites de variables x, et x, sont équivalentes si 2 {x, = x, }

est le terme général d’'une série convergente %), Il y a dans ce cas
une probabilité égale & l'unité que les deux suites ne différent
que par un nombre fini de termes; on peut donc les substituer
Pune & Pautre pour toutes les questions dont la solution n’est
pas modifiée par le changement d’un nombre fini de termes, par
exemple pour les questions de convergence. '

«

#) Ce point sera précisé au début du § 9. Il est presque évident; mais
il s’agit de justifier le passage 3 la limite, en montrant qu'on peut déterminer

les @, de maniére que P())=Q(), ce qui est vrai par deﬁmhon pour un
nombre fini de termes, et une valeur particuliére de n.

1) Cela implique (sauf dans le cas olt la suite des x, est équivalente
4 une suite de constantes) que x, et x, ne soient pas indépendants. Mais leur
interdépendance est sans importance pour la suite; et il n'y aurait rien 2 chan-
ger si l'on remplacait x par une vanable Y, indépendante de x, mais dépen-

dant de la m8me loi de probabilité que x,
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Il suffit alors, pour que Von soit dans le cas de conver-
gence pour l'une des séries =(x,—a,), que S {x:} converge.
Mais il faut remarquer qu'on ne pourra pas toujours prendre
»a,,=(3 {x,}, méme si cette quantité est bornée; ainsi supposons
que x, ait pour valeurs possibles O et »?, leurs probabilités res-
pectives étant 1—-3—2 et ;1; , de sorte que &{x,}=1. Il y a une
probabilité égale a4 l'unité pour que la série Tx, converge (et
méme que tous ses termes soient nuls & partir d'un certain rang,
et = (x,—1) ne peut pas converger. :

Ce qui précéde établit, par la voie méme suivie par M.
KoLmoGororr, la premiére partie du théoréme de MM. Kuinrchine
et Kowmocororr, qui s’énonce comme il suit:

Théoréme IIL Pour guon soit dans le cas de conver-
gence prévu dans le Théoréme I, il faut et il suffit qu'il existe
une suite équivalenie d la suite des x, et telle que, pour les va-
riables x, de cette suite, ID |x,! converge.

Nous savons déja que cette condition est suffisante. Pour
montrer qu’elle est nécessaire, supposons que la probabilité dela
convergence de Zx, soit l'unité (les @, pouvant sans restriction
&tre supposés nuls). Cela implique la convergence de

SPilx| >+

I\D

v

& étant arbitrairement petit (autrement il y aurait une probabilité
égale 4 I'unité que x, ne tende pas vers zéro). On obtient donc

une suite équivalente a celle des x, en posant x, =x, si | x| <§
‘et x,==0 dans le cas contraire. Nous poserons

y,=§‘—<‘5-{§,,} ,
de sorte que 'on a toujours |y, | <Ce. Il suffit, pour établir le ré-

sultat annoncé, d’établir la convergence de
2
yQ \x:JJ - 261 l
pour cela nous ferons 'hypothése contraire et montrerons qu ‘elle
aboutit & une contradiction. o
D’aprés les hypothéses faites, / et 1 étant arbitrairement pe-

tits, et n arbitrairement grand, on peut choisir n et N de ma-
miére que, en posant

Studia Mathematica. T. II 9
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N N -
=2ym, AZ—EG{X

n-1 n41
on ait
N
14) 8157 =3 6{y ) =M"> m’,
n-+1
(5) PSS —A|>1}<7).

Considérons alors 1’expression

N
MG =3M -2 E(y});

nH+1
compte tenu de |y,| <&, ona
M 28
16 —-3 .
16 Y- si<2s

D’autre part, d’aprés (15)
P> (1) (A-D,
M

et par suite, en prenant pour fixer les idées 7—=10"°, =",

5

onald <%M. Dans la somme
G{(S'—A)z} > M2

distinguons les termes provenant des valeurs de |S' — A| qui

sont </, comprises enire [/ et 10 M, ou supérieures & 10 M.

Les deux premiéres sommes partielles sont au plus égales
M2 M2

37— 2 -

al 55 et 100m M 0" La derniére dépasse donc 10M

Or, pour ces termes, on a

S 1>8M, |S|>15]S5—4]

E s
%) On peut remarquer que, 77 Gtant trés petit,—ﬂ dépend d’une loi peu

différente de celle de Gauss, ce qui est en contradiction avec Ihypothése
d’'une probabilité supérieure 3 1 —7 dans un intervalle de longueur trés petite
2l. Le théoréme est donc démontré. Le raisonnement du texte a pour objet
de donner une démonstration élémentaire indépendante du réle que joue la loi
de Gauss; naturellement, au lieu des moments d’ordres 2 et 4, on pourrait
faire intervenir deux moments quelconques.
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et par suite
[S7+]>40M*| S —A|z,

et enfin

M'+—&(S") > 40M .5 Mz:sz.fw

ce qui est en contradiction avec Ia formule (16). Le théoréme
est donc complétement démontré.

§ 8. Remarques. 1° Nous avons méme obtenu un ré-
sultat plus précis que le résultat énoncé. On est en effet sir,

dans le cas de convergence de Xx,, d’obtenir la suite des x, en

€ ..
faisant abstraction des valeurs de x, dépassant un nombre 5 choisi

d’une maniére arbitraire (¢n’intervenant que par le rapport —

M’

on peut prendre par exemple%-zl , pourvu que M soit grand).

On est donc conduit aux régles pratiques suivantes:

a) Pour que l'on soit dans le cas de convergence pour la
série Zx, elle-méme, il faut et il suffit que £ {|x,| > 1} con-
verge, ainsi que =& {x’}, & indiquant que dans le calcul de&
on fait abstraction des valeurs de x, dont le module dépasse
Punité.

b) Pour que lon soit dans le cas de convergence pour
Pune des séries =(x,—a,), il faut et il suffit, en désignant par o’
un nombre pour lequel la probabilité P{|x,—a]|> 1)} atteigne
son minimum u, (ou en différe peu), que u, soit le terme d’une
série convergente, et qu'il en soit de méme de u,=9' {x,}, D’
indiquant que pour le calcul de D on remplace par o, les valeurs
de x, extérieures a l'intervalle (a,—1,d,+1).

On fait ainsi & chaque loi de probabilité correspondre deux
nombres déterminés u, et u,, et, pour qu'on soit dans le cas de
convergence pour une des séries Z(x,—a;), il faut et il suffit

que Zu, et Su convergent.

2° 1l est 4 peine besoin de faire remarquer que l’extension

des théordmes I & Il aux séries complexes est immédiate. Con-
sidérons par exemple le cas onl

X, =c, ed y

9*
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c, 6tant une constante, et 0, étant choisi au hasard suivant une
loi telle que & {€®}=0717); la condition nécessaire et suffisante
pour que la probabilité de la convergence de Zx, soit l'unité
est que 3¢’ converge. Si c,, au lieu d’8tre une constante, est
une variable positive choisie au hasard indépendamment de 6,, la
condition de convergence est que =Z{c,>1} et 3 & {c?) con-

vergent (en posant ¢,==¢, si c, <1 et a,-—:O si ¢, >1).

§9. Théoréme IV. Dans le cas de convergence prévu
dans le théoréme II, (1) =1; dans le cas de divergence, f(I)=0.

Montrons d’abord que le cas de convergence est caracté-
risé par f(I)=1, ce qui, d’aprés (7) et (II), équivaut a Q()=1.
T est évident d’abord que dans le cas de convergence, on
a P(l)=1 pour celle des séries =(x,—a,) qui converge, et par
suite Q(/)=1. Réciproquement, si Q(/)=1, on peut, étant
donnée une suite de nombres &, et tels que J¢, et 3, con-

vergent, déterminer une suite d'entiers croissants n, tels que

Q,,p’ 1 (&'p) >1- TYP ’
et par suite, pour un choix convenable des a,,
g, piy (Ep)>1—7’ip,

d'ou, pour N>n>n,,

P,,,N (£p+fp+1+---)>1“(’?p+'7p_|.1+...);

par suite, quelque petits que soient & et 7, on a Pn, Ny @ >1-7
pour n assez grand, d’olt enfin P(/)=1 et P=1 pour la série
Z(x,—a,) considérée.

Pour achever la démonstration du théoréme 1V, il reste
2 montrer qu’il ny a pas d’autre hypothése possible que f(/)=0
et f({)=1. A cet effet, nous allons écarter successivement trois
hypothéses qui, compte tenu de ce que f([) est une fonction non
décroissante comprise entre 0 et 1, épuisent toutes les autres

1) Dans le cas particulier ou la loi dont dépend 6, est celle qui donne

N . de ‘
2 chaque intervalle d8 (entre O et 2 =) la probabilité T ces séries ont été étu-

dieés par M. H. Steinhaus (Sur la probabilité de la convergence de séries,
Studia Mathematica 2 (1930) p. 21—40), puis par MM. Paley et Zygmund
{On some series of functions, Cambridge Philosophical Society 26 (1930) p.
337357 et 458—474).
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possibilités. Le principe commun des trois parties de la démon-
stration est analogue & celui de la démonstration du théoréme I:
par définition de f(I), on peut choisir trois nombres n, N, N
(ou méme une succession de nombres np), tels que les fonc-
tions de concentration relatives & X=S,—S,, a¥= Sy—=Sys
et 3 leur somme S,,—S,, différent peu de f(/), et nous mon-
trerons que cela est en contradiction avec le principe de la dis-
persion croissante indiqué au début du § 5.

Premiére hypothése. Il existe un L positif et fini tel
que F() <1 pour [<L et f()=1 pour [>L

Cela signifie que, pour chacune des variables X et Y, les
valeurs possibles (en négligeant des valeurs trés peu probables)
se répartissent dans un intervalle de longueur voisine de L, les
valeurs voisines de chacune des extrémités ayant des probabilités
qui ne sont pas négligeables. Alors les valeurs possibles pour
X +7Y se répartiront dans les mémes conditions dans un inter-
valle de longueur double, ce qui est en contradiction avec I'hypo-
thése que cette somme ait une fonction de concentration peu

différente de f(/).

Deuxiéme hypothése. Pour / infini, (/) tend vers
Punité par valeurs plus petites que l'unité.

?; ; posons f(21)

=1—y. Les fonctions de concentration relatives & X, & Y, et
3 Z=X+Y doivent avoir, pour / et 2/, des valeurs trés voisi-
nes de g et 1—y.
Considérons alors la formule (3) écrite pour les fonctions
de probabilité de ces variables. Elle donne
-+
H(z+1)~H(z)=f[F(x+ D—F(x)]dG (z—%).

— o

On peut alors choisir / tel que f{({)=7>

Désignons par § la valeur de x pour laquelle F (x+1)—F(x)
atteint son maximum @', par hypothése peu différent de p’>%;

pour les valeurs de x extérieures & lintervalle (5—17, 5+ 1), cette

différence est forcément <C —:1,,— < % . Or
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z-—»..‘:‘-{—l
fda(x) 1y <1y,

z—5—1

¢ étant peu différent de y. On en déduit
’ 1" 1 ot 1 ; 1 ,
Hez+D)-H@<FA-/)+ 587 <FA-57),

cest-a-dire que la fonction de concentration relative 3 Z ne sau-
rait, pour la valeur / considérée, dépasser un maximum peu diffé-

1 . . s .
rent de ¢ (1—77'), donc inférieur 3 §. Cela est'en contradic-
tion avec les hypothé&ses faites.

Troisiéme hypothése. f(c0)==0 est compris entre O et 1.
Remarquons d’abord que si, pour chacune des variables X
et ¥, on a la probabilité @ concentrée en un point, cette circon-
stance peut se reproduire pour leur somme Z; mais cela n’est

possible que si o=, h étant entier, si X admet A valeurs

possibles X, X,,..., X,, de méme probabilité ¢, et si enfin
X +Y,=X,+Y,=...=X,+7,. Dans ce cas, Z admet encore
une valeur de probabilité @, mais une seule, et cette circonstance
ne peut pas se. reproduire si Pon ajoute une troisiéme variable
Y’ analogue 3 X et Y.

De méme, si la loi de probabilité de chacune des variables

X, Y,Y" comporte une probabilité @ pour un intervalle de lon-

gueur trés petite /, une probabilité plus grande ne pouvant se
trouver que dans un intervalle de longueur beaucoup plus grande
L, la loi dont dépend X, Y peut comporter encore une proba-
bilité ¢ pour un intervalle de longueur trés petite (27 et non
plus /), mais cela n’est plus possible pour la somme X+ Y+ Y.

D'ailleurs ce qui importe n’est pas que ! soit petit d’'une ma-

niére absolue, mais par rapport & L.

Or, I'hypothése f(w0)=0« implique que, & &tant arbitraire-
ment petit, on puisse déterminer /, n’, ¢(n) de maniére que,
pour n>n’ et N> ¢ (n), on ait fn,N () > a—¢, une probabilité
supérieure & ¢+ ¢, pour la loi dont dépend X=S,—.S,, ne pou-
vant, si IV est assez grand, correspondre qu'a un intervalle de
longueur L beaucoup plus grande que /. Il en sera de méme, si

N’ et N” sont assez grands, de Y=2S5,,—5 et V=8,-S,.
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Pour la somme X+Y=S,,—S,, on pourra avoir une probabi-
lité voisine de @ dans un intervalle de longueur finie (d’ailleurs
2/ et non [), mais pour X+Y+Y’'=S,,—S5,, on ne pourra
plus avoir une probabilité voisine de @ que dans un intervalle de
longueur beaucoup plus grande. Cela montre que dans ce cas
encore la fonction f({) considérée ne peut étre une fonction de
concentration limite.

Le théoréme IV est ‘donc démontré. On voit que en de-
hors du cas de convergence, laddition des variables x, produit
une dispersion indéfiniment croissante, une probabilité non infini-
ment petite ne pouvant élre atiribuée ¢ un intervalle de longueur
finie.

Chapitre I
Le cas de divergence.
§ 10. Le role asymptotique de la loi de Gauss.

On sait que dans le cas de divergence, sous des conditions
assez peu restrictives, S, divisé par un facteur convenable, dé-
pend d'une loi qui différe trés peu de la loi de Gauss, si n est
grand, et tend vers elle pour n infini. M. Linpeserc 1) a établi
en 1920, en supposant & {x,} =0 et

n

&L =M

P

1
S ,
fini, que si |x,| <&M, e étant trés petit, M-'f dépend d'une loi

trés peu différente de celle de Gauss. En 1922, complétant son
premier résultat, il a établi?f) que la conclusion subsiste pourvu

que
n

(17) 2E L =M > - M,

1 ‘
&’ {x) désigant le résultat obtenu en remplagant par O, dans le
calcul de &{+’}, les valeurs de x,, supérieures en module a & M;

¢ et 1 sont deux nombres trés petits.

%) Annales Academiae Scientiarum Fennicae A 16 (1920).
1) Mathematische Zeitschrift 15 (1922) p. 211—261.
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Bien que par la méthode de M. Linpeserc son second thé-

oréme ne soit pas beaucoup plus difficile & établir que son pre-
mier, il n’est peut-&tre pasinutile d’observer que la notion de:

suite équivalente permet de passer sans difficulté du premier
théoréme au second.
. Les infiniment petits ¢ et 7 étant indépendants, on peut sup-
poser € et ¢ trés petits, puis 7 < & ¢. La formule (17) implique
que ~
(18) 2 P{|x|>eM) < ¢,

S

de sorte que la probabilité d’une erreur sur S, est inférieure % &
si Pon remplace chaque x, par une quantité x,égale a x, si [x,]
<&M et & zéro dans le cas contraire; au point de vue d’un
passage 2 la limite, la suite des x, est &quivalente 4 celle des X, .
Le premier théoréme de M. Lmpesere, appliqué & =[x,— & {x,1]
=2y, donne le résultat cherché.

On remarque dailleurs que la condition (17) est plus res-
trictive qu'il n’est nécessaire. Par contre la condition (18) ne
Pest pas assez; pour Papplication a3 Y, du premier théordme de
M. Lunpeserg, il faut en effet que

M’z——-zn'(';' {xf},
1

quoique << M2, reste trés grand par rapport a &2 M2 20), et la
condition (18) ne suffit pas pour cela. Mais en remplacant (17)

. sM . .
par la condition que 777 Soit trés petit, nous obtenons un thé-

oréme plus général que celui de M. Lioesers. En changeant les
notations, on peut l'exprimer comme il suit: ‘

Théoréme V. Pour que S, soit de la forme A + B s,,
A,etB, élant des constantes et s dépendant d’une loi tendant
vers celle de unss, il suffit qu'il existe une suite équivalente & célle

¥).On remarque dailleurs que Pexistence de M nlest pas nécessaire,’
=M intervenant seul dans la formule (18). L’hypothése & {xi} borné, essentielle

pour les théorémes de M Lihdeberg, n'intervient plus dans notre théoréme V.
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étudice et d laquelle on puisse appliquer le premier théoréme de
M. Lindeberg. 1l suffit donc qu'on puisse déterminer ¢ de maniére
que 2L{|x,| > ¢} converge et que & (%%} diverge, x, élant égal
a x,si|x,|<cetadzéro dans le cas coniraire.

Cette condition n’est, bien entendu, pas nécessaire. En effet
elle implique que l'ordre de grandeur probable de chaque terme
soit trés petit par rapport & celui de la somme, et cette condi-
tion n’est pas nécessaire pour un terme qui obéirait précisément
4 la loi de Gauss. Cette remarque conduit 4 généraliser le théo-
réme V par le svivant, dans lequel L, est un nombre qui indi-

que P'ordre de grandeur de la dispersion de S, par exemple la
dispersion correspondant i la probabilité %:
Théoréme VI La conclusion du théoréme V subsiste si

—_ g - 7
xn_an_l_bn gn+7l ‘i‘T/n,

a, et b, étant des constantes, § dépendant de la Ioi de Gauss,
|, 05111551 m,| ayant des bornes supérieures dont la plus grande
est infiniment petite par rapport a L, et la série X% {7, + 0}
étant convergente. (Les quantités 7_et 7. peuvent dépendre de x_,
mais les x, sont indépendants les uns des autres, de sorte qu’il
en est de méme des 7,; nous supposons bien entendu qu'on est

dans le cas de divergence, de sorte que L augmente indéfi-
niment).

La dé&monstration ne présente aucune difficulté. Il n’est peut-
étre pas impossible d’obtenir dans cet ordre d’idées une con-
dition négessaire et suffisante; mais son application pratique se-
rait trés difficile. Remarquons que ces considérations conduisent,
en faisant abstraction du terme 7, et supposant 7, indépendant
de £, a se poser le probléme suivant, lui-méme difficile, mais
dont la solution serait d’un assez grand intérét: étant donnée une
variable x telle que &{x}==0, chercher le plus grand nombre a
tel que x puisse se metire sous la forme al+7n, § dépendani de
la loi de Gauss réduite, el 1 étant indépendant de §. En introdui-

sant la fonction caractéristique ¢ (t)= & {e'"*}, celarevient a cher-
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‘ @
cher le plus grand nombre a tel que @ () =9 ()e? soit une fonc-
tion caractéristique. On doit avoir

2(H<L, #<E({x

(la seconde de ces inégalités résultant d’ailleurs de la premiére,
&crite pour # trés petit), ce qui donne des bornes supérieures
de a; mais la valeur exacte du maximum reste difficile & trouver.

§ 11. Les lois stables en général

On sait?!) qu'il existe d’autres lois que la loi de Gauss jou-
issant de cette propriété que, si x et y sont deux variables indé-
pendantes dépendant d’une telle loi, il en est de méme, i un
facteur constant prés, de ax+by, a et b étant des constantes
quelconques. Ces lois sont dites siables, et dépendant de deux
paramétres, sans compter celui qui correspond & un changement
d’unité. Chacune de ces lois L a un domaine d’atfraction, com-
posé de lois £ jouissant de la propriété suivante: si x, x,,..., x,
sont des variables indépendantes obéissant a la méme loi- L, leur
somme, divis€e par une fonction convenable de n, dépend d’une
loi tendant vers la loi L. Toutes les lois pour lesquelles & {x} =0,
G {x®*}=1, appartiennent au domaine d’attraction de la loi de
Gauss; en ne distinguant pas deux lois réductibles l'une & lautre
par un changement linéaire, toutes les lois pour lesquélles & {x2}
est borné, et méme probablement toutes celles pour lesquelles
&1 §x|2—5} est borné quelque petit que soit &, appartiennent au
domaine d’attraction de la loi de Gauss. Rappelons enfin qu'un
changement ne portant que sur les valeurs de x inférieures en
module & une borne arbitrairement grande ne change pas le do-
maine d’attraction auquel se rattache une loi .£; par un change-
ment ne portant que sur les valeurs de x trés grandes en mo-
dule et de probabilité arbitrairement petite, on peut donc, d'une
loi £ appartenant au domaine d’attraction d’une loi stable L,
faire une loi £’ appartenant au domaine d’attraction d’une autre
loi L.

Il en résulte évidement qu’on peut trouver une suite de va-

riables x;, x,,..., x,,..., équivalente 2 la suite des x,, mais dé-

) Paul Lévy, Caleul des probabilités, p. 252 & 263.
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pendant de lois L}, £;,..., L,... du domaine d’attraction de L/,
tandis que les x, dépendent de la loi .£, du domaine d’attrac-
tion de L. Alors la somme

divisée par un facteur convenable, dépend d’une loi résultante
tendant vers la loi L, bien que chacune des lois composantes
appartienne au domaine d'attraction de L’.

Cette remarque montre que 'existence et la nature de la loi
limite ne dépendent pas des propriétés individuelles des lois com-
posantes, mais des propriétés de la famille de lois considérées,
et compléte les résultats que nous avons indiqués ailleurs au su-
jet des familles normales de lois L *%).

§ 12. La borne supérieure des .S,.

Nous dirons qu'une suite de constantes A borne supérieu-
rement les .S, pour n infini si I'on a, sauf peut-tre un nombre
fini de fois, S > A,. Il s’agit d'étudier la probabilitt P =
R (S, > A,} de cette circonstance (notation indiquée au §1); en dé-

_signant par P la probabilité d’au moins une réalisation de S, > A4,

pour les valeurs de ¥ comprises entre n+1 et IV, et observant
que cela revient au méme de dire qu'un événement E est réalisé
pour une infinité de valeurs de ¥ ou qu'il I'est au moins une fois
pour les valeurs de » supérieures & n'importe quel entier n, on
voit qu’on peut définir P par la formule

P=lim lim Pn

n—+o N->»
analogue 2 celles du § 3. Nous allons montrer le
Théoréme VIL Dans le cas de divergence, quelles que
soient les constantes A_, la probabilité P=R{S,> A } ne peut
pas avoir d’autre valeur que 0 ou 1%).

) Loc.. cit. ).
%) Pour les inégalités 111dependantes x, > A, le méme énoncé est une

Consequence immédiate du prmclpe de M. Borel rappelé au début du §1.
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Nous pouvons supposer chacun des x, borné; dans le cas
contraire, en effet, on peut remplacer la suite étudiée par une
suite équivalente remplissant cette condition.

Nous supposerons P> P’>0; il s’agit de montrer que,
dans ces conditions, P=1.

Par définition de P, ou peut déterminer n’ et ¢ (n) de ma-
niére que n>n" et N> ¢ (n) entrainent P, > P’. Considérons
alors une suite de nombres n, tels que 7> n" et n_ ., > ¢ (n).
Dans chacun des intervalles définis par ces nombres, la probabi-
lit¢ d’au moins une réalisation de S, > A, est supérieure a P'.
La conclusion P=1 en résulterait si ces circonstances étaient
indépendantes (d’aprés le principe de M. BoreL rappelé au § 1).

Nous allons montrer qu'on peut déterminer 1 (p) de maniére
que pour g > ¥ (p), le résultat des n, premiéres expériences ne
peut pas modifier de plus de & la probabilité £ d’une réalisation
au moins de .S,> A4, pour les valeurs de » comprises entre n_+ 1
et ;. En choisissant alors une suite de valeurs p, telles que
Phi1 > Y(p,+1), on aura, parmi les intervalles séparés par les
nombres n , distingué une’ infinité d'intervalles tels que, pour
chacun d’eux, indépendamment des autres, la probabilité d’une
réalisation au moins de .S,> 4, soit > P—e, et la conclusion
P=1 sera établie.

Ecrivons n et N au lieu de n, et n . Désignons par F(x)
la probabilité¢ de S, < X, et par @(X) la probabilité dans I'hy-
pothése Sy =X, d’au moins une réalisation de .S,> A, pour les

valeurs de » comprises entre N+1 et n; c’est une fonction non-
décroissante de X. La formule

e o
sz:fm(X) a’F(X)zl—fF(X)dw(X) sy

montre alors que lerreur sur 2 ne peut pas dépasser Perreur
maxima sur F(X). ‘

E)

*) Pour la légitimité dé; cette intégration par parties, voir la remarque
finale dlf §1. .Il su.ff'it de modifier trés peu chaque A, pour que l'intégration
par parties soit 1égitime, et 'on voit aisément qu'une modification suffisamment
petite ne risque pas de changer la probabilité étudiée.
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Désignons par [ la différence des valeurs extrémes de S,.
F(X) étant une probabilité appréciée aprés connaissance des ré-
sultats des n premiéres expériences, ses valeurs extrémes corres-
pondent aux valeurs extrémes de S et la variation possible de
F(X), par suite celle de £, provenant d’une modification des
résultats des n premiéres expériences, ne peuvent pas dépasser
le maximum de la variation de F(X), due & ’addition d’une con-
stante / & .S,, cest-d-dire (S, étant la somme des termes indé-
pendants S, et S,—.S ) la fonction de concentration fo n () deéfi-
nie au § 5. D’aprés le théoréme IV, appliqué i la série

»
2%,
i

on a f,(I)=0, et f, y()<e pour IV assez grand, c.q.f.d.

Ce résultat généralise celui que nous avons établi antérieu-
rement pour le cas de Bernouiuy, %), et prouve que la donnée
des lois de probabilité dont dépendent les x, définit une cou-
pure dans l'ensemble des suites de constantes A4 ,. Nous avons
&tabli dans le travail cité (pour le cas de BernouLii, mais la gé-
néralisation ne présente aucune difficulté) deux propriétés de cette
coupure, montrant son analogie avec celles résultant de la con-
vergence ou de la divergence d'une série dont les termes dé-
pendent des 4 .

§ 13. Résultats plus précis concernant la borne
supérieure des S,
Dans le cas de Bernoui, ot x, a les valeurs possibles
1—a et — &, leurs probabilités respectives étant ¢ et 1—a, M.

KuintcHmNE 26) a montré que

R(S,>cy2e(1—a)nloglog n}

a la valeur 0 si ¢>1 et 1 sic<1. Nous avons montré 27) que
cette probabilité est encore 1 si c=1, et donné méme un ré-

) loe. cit. 5).
) Joe. cit, 9).
1) Joc. cit. 9).
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sultat plus précis. On peut se demander si I'hypothése suivante,
tout 2 fait précise, ne serait pas exacte pour toutes les fonctions
(D) telles que A(kt) ~ 4 (#) pour ¢ infini: ,La probabilité

R{S,>V2e(1—a)nlogi(n)}

est 0 si la série 2~——1— converge et 1 si cette série diverge“.
nk(n)

Mais la démonstration d’un tel résultat, s’il est exact, semble
exiger des méthodes trés différentes de celles employées jus-
qu’ici. ‘

M. Koimocororr 28) a étendu le théoréme de M. Krrchme
2 des cas beaucoup plus généraux; dans cette extension, « (1—a) n
est remplacé par :

3D(x).

Sans chercher s'il est possible de généraliser encore, nous ob-
serverons que cette extension est liée au role de la loi de Gauss,
et ne comprend méme pas tous les cas ol cette loi s’applique.
Ainsi, si tous les x, dépendent d’une méme loi, telle que S {x2)

soit infini, que & { | soit fini, et que &{x}=0, S,

x2
log (1 4+ x?)
divisé par un facteur convenable, dépend d’une loi tendant vers
la loi de Gauss, et pourtant la formule de M. KoLmoGororr ne
s'applique pas & ce cas. Mais, dans le cas des lois stables autres
que celle de Gauss, la différence avec le cas classique est bien
plus grande, comme nous allons le montrer.

Nous appellerons loi L, la loi définie par la fonction carac-
téristique -

Eet) =e I, 0<a<?2).

Elle est symétrique, c’est-a-dire que les valeurs x et —x sont
également probables, et 'on a, pour / infini

C
(19) 2{|s,|> X}~ 7,
C étant une constante positive. De plus elle est sfable 2%); cha-

8) loe. cit. 7).
) loc. cit. ).
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cune des variables indépendantes x, dépendant de cette loi, il
_1 «
en est de méme de n .S . On adonc, pour — infini,
n

(20) 5’{|snl>X}~%¢l.
Nous allons montrer que:

Théoréme VIIL Chacune des variables indépendantes x,
dépendant de la loi L,, % (f) désignant une fonction telle que
loscillation de log A (f) entre t et 2t soit infiniment petite pour t
infini, la probabilité d'une infinité de réalisations de

1

@1 |5,1>[¥ log»4 (log»)]*

est 0 si u —-—*———L est le terme général d'une série convergente
» ph(p)

et 1 dans le cas contraire.

Supposons d'abord la série Su, convergente, et cherchons
4 limiter supérieurement les probabilités

1
o —P{|S,|> %[nlognl(logn)]z},

2n 1
o =P{Max |S,-S |>-3—[nlognl(logn)]3} n=2).
P y=p-{-1 v n 4 4
D’aprés (20), et 'hypothése faite sur 4(#), on 2
c ( , 4" C)
% pi(p)’ ~log2/”

La limitation supérieure ainsi obtenue pour |s,| s’applique a tous
les |s,—s,| (n<v<2n). Le calcul qui nous a conduit de (8)
4 (10) donne alors

, L/

v, <(~1~—_P7p)'§ ,
de sorte que la convergence de Su, entraine celle de (v, +2)).
Or v,+v, limite supérieurement la probabilité d’une réalisation de
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l S, | > [nlog ni(log n) ]% ,

et a fortiori celle d’une réalisation de Dlinégalité (21), pour
2,<v<2,,,. La convergence de E(fup—l—fu;) prouve donc que
la probabilité d’une infinité de réalisations de cette inégalité est
nulle, ce qui démontre la premiére partie du théoréme VIII.
Supposons maintenant Zu, divergent; il en est de m&me de
by

=uv,, et cette conclusion subsiste si dans la définition de v on
P

1
remplace S, par S, —.S et — par un coefficient % supérieur

4

1 s
a 1+ 2«. Or, pour n==2,4,...,2",..., les valeurs de Sy =S,
sont indépendantes les unes des autres. Compte tenu de
log 2n4 (log 2n) ~ log nAlogn) ,

la divergence de X v, prouve donc qu’il y a une probabilité égale
a 1 que l'on ait une infinité de fois

1 1
1Sy, = S,|>[nlog ni(logn)]= +[2n log2ni(log2n)]=,

et par suite (21) pour lune des valeurs n et 2n de v, ce qui
démontre la seconde partie du théordme.

. Naturellement ce résultat s’applique séparément aux valeurs
positives et aux valeurs négatives de .S .
n

B Il s’étend sans difficulté, en ce qui concerne les valeurs po-
sitives, a la loi définie par la formule :

29) 1 @ itx _ _-72 .. T

(22) log 6 {e"™) (cos2a~—zsm§a)z‘“ (t>0,0<”q<1')‘.
Clest une loi stable, comme la loj L., mais elle s’en distingue
esser‘l’nellement parce que les valeurs positives de ¢ sont seules
po’s.sﬂ?les %9). Pour ces valeurs, les formules (19) et (20) et le
théoréme VIII s’étendent sans difficults,

De ce résultat, nous allons déduire e théoréme suivant:

Théf)réme IX. Si les variables indépendantes x, dépen-
dent de lois telles que, pour § > X, on ait "

T O<e<),

[

‘(23) Lllx,| >} <§(’;, P{x,>8) >+

39 loc. cit. ),
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a«, X, ¢, C étant indépendants de n, la conclusion du théoréme
VIl subsiste (et s’applique aussi aux valeurs positives de S mais
non aux valeurs négatives). .

Supposons d’'abord les x, sirement positifs. .On peut con-
sidérer x, comme une fonction non décroissante d’une variable
& dépendant de la loi définie par la formule (22), et &crire

af,~b<x,<AE+B

“n

a,b, A, B étant des constantes positives. On en déduit
adE —nb<S <AXYE+nB,
1 1

et le résultat obtenu pour la loi dont dépendent les § s’étend
par cette double inégalité a celles dont dépendent les x,. Onre-
marque d’ailleurs que, pour obtenir la limite supérieure de S, la

premiére des conditions (23) est seule utilisée; rappelons d’autre
part que, si le résultat obtenu prouve la possibilité de grandes

valeurs de n_—cltSn, ces valeurs sont trés peu probables.
Supprimons maintenant 'hypothése x, > 0. Le choix de x,
peut alors se décomposer en deux opérations, la premiére déter-
minant le signe de x, (la probabilité g, de x,>0 est évidem-
ment supérieure & f=¢/X"), la seconde déterminant ensuite la va-
leur exacte de x,. Le résultat précédent s’applique 3 la somme
S’ des x, positifs [compte tenu de ce que le nombre des x, po-
sitifs, pour »=1,2,..., n n'est pas o(n)], et & la somme—.S
des x, négatifs, en ce qui concerne la borne supérieure de S7.
D'ailleurs S’ et S”, une fois le signe de chacun des x, connu,

sont indépendants, de sorte que les valeurs de S " grandes par

: 1 . . .
rapport 4 ne, trés peu probables, ont trés peu de chances de

coincider avec les grandes valeurs de S’ Les résultats obtenus
pour .S’ s’appliquent donc & S,, ¢.q. f.d. ‘
L’extension du théoréme IX au cas ot 1<Ce< 2 est plus
difficile. 11 faut en tout cas, si @>1, ajouter la condition res-
trictive & { x,} =0; mais, méme avec cette condition, nous ne
pouvons affirmer que la conclusion subsiste. ‘

1
Studia Mathematica. T. IIL 0
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§ 14. Cas des séries complexes.

Nous désignerons par R(x) la partie réelle de x. Nous al-
lons ‘montrer le

Theoréme X. Pour que l'on ait
(29) R{|S,|>A}=0
il faut que, quel que soit 0, on ait
R{R(S, e >A4)=0,
et il suffit que, quel que soit 6, on ait
R{R(S,e™®y>kA}=0

(k==rcos ¢ étant unnombre inférieur 4 1).

La premiére partie du théoréme est évidente. La seconde
résulte de ce qu'on peut diviser le cercle trigonométrique en un
nombre fini d’arcs de longueurs inférieures a 2¢. Si alors l'iné-
galité | .S | > A était réalisée une infinité de fois, I'un au moins
de ces arcs contiendrait les arguments d’une infinité de S réali-
sant cette inégalité, et, 8 désignant I'argument du milieu de cet
arc, on aurait une infinité de fois

R(S,e™®>|S |cosp>EkA4,.

Si cette circonstance a une probabilité nulle, il en est a fortiori
de méme de 'hypothése d'une infinité de réalisations de | S,| >4,
c.q.fd.

De ce théordme résulte évidemment le

Corollaire. Si chacun des x, dépend d'une loi de proba-
bilité qui ne change pas par une rotation des axes, pour que (24)
soit wvrai, il faut que

R{R(S)>A}=0,
et il suffit que, pour une wvaleur de k inferieme a 1, on ail
R{R(S) >kA}=0%).

#) On remarque que les résultats obtenus depuis le début du § 14 ne
supposent pas que l'on soit dans le cas de divergence probable de Z.; ils ne

supposent méme pas l'indépendance des x,; mais, dans le cas d’interdépendance
de cesvariables, il faut pour le corollaire préciser que la loi dont dépend I'en~
semble dgs variables Xy, Xg,.esy X, me change pas par une rotation des axes.
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Si en particulier on a |x |< 1, et que
2 n
Mn:?é;{lxw |2}

augmente indéfiniment avec n, il résulte immédiatement des ré-
sultats de M. KoLmocororr rappelés au début du § 13 que

${|Sn]>cMnV‘loglogm
est Osic>1et1lsic<l.

Ce résultat s'applique en particulier aux séries
o i
3 3 o™,

étudiées par M. Stewmaus, puis par M. M. Patey et Zvamunp 32);
(6, est une variable choisie entre 0 et 27, chaque intervalle df
e, dO
ayant une probablhte-iy—r ; les ¢, sont bornés et 24cﬁ diverge). 11
coincide, pour la premiére de ces séries, avec un des théordémes
de ces derniers auteurs; mais notre méthode de démonstration
est tout & fait différente.
Il est remarquable que, pour de telles séries, les grandes
valeurs de |.S,|, & un facteur prés infiniment voisin de l'unité,
soient les mémes que celles de R(S); on aurait pu s’attendre

a lintroduction d’un facteur y2. Mais les grandes valeurs de la
partie réelle et de la partie imaginaire de S ne sont pas réali-

sées simultanément, et ce facteur n'intervient pas32).
Naturellement tous les résultats de ce § s’étendent sans
difficulté & l’addition de vecteurs dans l'espace & p dimensions.

Dans ce cas, M ,21 étant défini comme ci-dessus, les grandes va-

) loc. cit. 7).

3) On peut aussi voir dans cette circonstance une application de la re-
marque que nous avons faite dans notre’Mémoire ,Sulla legge forte dei grandi
numeri“, Giornale dell' Istituto Italiano degli Attuari, Anno II (1931) p. 17,
1. 8—13. Cette remarque concerne d'ailleurs les cas se rattachant 2 la loi de
Gauss. Pour ceux qui se rattachent aux lois L, (x < 2), et permettent
Papplication du théoréme IX, le corollaire du théoréme X se précise, par le fait
que le facteur constant % ne change rien, et les inégalités |S,|> 4, et
R(S,) > A, ont la méme probabilité d'étre vérifiées une infinité de fois.

10*
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leurs de la longueur du vecteur représentant la somme .S, seront

de l'ordre de grandeur de

l/—— log log M

Chapitre III.
Le cas de cbnvergencé 84y,
§15. Semi-convergence et convergence absolue.

Le théoréme I s’appliquant a la série X|x, |, la probabilité
de la convergence absolue de Zx,, comme celle de la conver-
gence simple, ne peut étre que 0 ou 1. Les remarques qui sui-
vent visent surtout le cas ol il y a une probabilité égale a 1
que Zx, converge, sans converger absolument. Dans ce cas, on
pourrait croire que la loi de probabilité dont dépend la somme
S de la série, que I'on obtient comme limite de la loi dont dé-
pend S, dépend de l'ordre des termes. Nous allons montrer
qu’il n’en est rien:

Théoréme XL La loi de probabilité dont dépend la somme
S est indépendante de l'ordre des termes.

Premiére démonstration. On sait qu'une loi de pro-
babilité est bien définie par la donnée, pour ¢ réel, de la fonc-
tion caractéristique

() =6E{")
et que la correspondance ainsi établie est satisfaisante au point

de vue de la continuité, de sorte que, la loi dont depend S étant
limite de celle dont dépend S, on a

. Aw .
(‘;{ eHS}.:v[IG{eztxn}
1

Or, chacun des facteurs étant en module <1, le produifest in-
dépendant de I'ordre des termes, c. q.f.d.

3% . X . . o
) Dans tout ce Chapitre, nous supposons qu'on ait ajouté & chacun
des ¥, une constante convenable, de maniére que ce soit la série S x  elle-
. . n
méme qui ait une probabilité de convergence égale & I'unité. 4
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Deuxiéme démonstration. Nous pouvons sans res-

triction supposer & {x,}=0etla série = 26 {x } convergente; le cas
général se raméne en effet & celui-1a par application de la no-
tion de suite équivalente. Désignons par S, et S, deux sommes
partielles de la série S et d'une série S’ déduite de .S par un

changement de I'ordre des termes. Etant donné & arbitrairement
petit, choisissons n assez grand pour que

22
2 2
2 6{){1,} < g ’
n+1 -

et p assez grand pour que .S contienne tous les termes de S,.
On a alors

G{(S, =S < &,
et par suite, d’aprés l'inégalité de Bienayme-TcuesycHesr,
@{(S;—Sn)2>s}<e.

A la limite, les lois de probabilité dont dépendent S et 5" sont
donc confondues, c. q.f. d.

Le raisonnement qui précéde nous conduit d’ailleurs & un
résultat plus précis que le premier raisonnement. Choisissons en
effet au hasard un changement déterminé de P'ordre des termes,
la loi de probabilité dont dépend ce choix élant bien définie, mais
absolument quelconque. Indépendamment de ce choix, effectuons
le choix successif des x,. La probabilit¢ que =x, change parle

changement considéré de I'ordre des termes est nulle. Donc:

Théoréme Xll. En exceptant des séries = x, de probabi-
lité nulle, bien que la série = x, soit en général semi-convergente,
il y a une probabilité égale d l'unité pour qu'un changement de

Pordre des termes choisi au hasard ne change pas la somme de
la série.

§ 16. Nature de la loi limite.

Nous dirons qu’une loi de probabilité est continue sila fonc-
tion des probabilités totales est continue, et, dans le cas con-
traire, qu'elle est discontinue ou mixte, suivant que la somme des
variations de cette fonction aux points de discontinuité est=1
ou<1; cette somme sera appelée discontinuité totale de la loi
considérée.
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Théoreme Xl S’il n'existe aucune suile de constantes
équivalentes d la suite des x,, la loi dont dépend S est continue.
S'il existe une telle suite, cette loi est continue, discontinue, ou
mixte, suivant que la plus petite des discontinuités totales des lois
composantes est égale @ 0, @ 1, ou comprise entre 0 et 1. (En
d’autres termes, dans le second cas considéré, la régle est la
méme que pour l'addition d’un nombre fini de termes).

Pour démontrer la premiére partie du théoréme, nous sup-
poserons qu'une valeur .S' de S ait une probabilité ¢ > 0, et nous
montrerons qu’il existe une suite de constantes équivalentes a la
suite des x .

A cet effet, ¢ étant un nombre positif arbitrairement petit,
déterminons / de maniére que

(25) P{S-S|<2Y<a+e
puis n’ de maniére que pour n>n’ on ait
(26) L{S-S,|>1}) <e.
On a alors

P{S~S,|<L|S,~ S| <} P{S-S§|<2l}<ate,

et par suite

(27) 2(8,~5 |<ly< i

P

D’autre part la formule
e=P{§=5}=3 P{S,=s} P{S-S =5 ~s)

montre que, parmi les valeurs de s comprises entre .S'—/ et
S’ 4-1, il en existe au moins une pour laquelle £{S =s}>a—¢
(autrement, d’aprés (26), le second membre serait au plus égal
a4+ (1-2) (z—e) < u). Soit S’ cette valeur; on a, compte tenu
de (27),

(@8) IS=S|<l  ee <o =2(5,=5)< L
n —e"

Considérons alors la probabilité

PIS=5, 5,4 Sy =00, 8(5-5, = § S} —ame g
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en distinguant deux cas, suivant que |.S —S' | </ ou>/, et te-
nant compte de (26) et (27), on a

ST P

1+ a)
1—¢"
et, compte tenu de (28),

’ c—28—2ca+ g
g =P{S—S, =5 —§)y>eT2ez2eat ey g,
a4 ¢

c’est-a-dire que, pour la loi de probabilité dont dépend S-S,
et a fortiori pour toutes celles dont dépendent les sommes finies
Sy—S, (N> n), la concentration maxima en un point est supé-
rieure 4 1-—-3e.

Donnons-nous alors une suite de nombres ¢, tels que Z¢,
converge, et déterminons les entiers n, de maniére que

o 5 w0l 5.
l"P+l I

D’aprés (11), les fonctions Q,(0) relatives & ces sommes par-
tielles vérifient l'inégalité

3£P
1 —Qp(0)<(1—_§*ap~)—2,

Cest-a-dire que, pour un choix convenable des a,, la probabilité
d’une oscillation nulle de la somme 3(x,—a,) pour le groupe de
termes n, <v<n,, est le terme général d’une série conver-
gente. Il y a donc une probabilité égale a l'unité que l'on ait
a partir d’un certain moment x,=a,; la suite des x, est donc
équivalente a celle des a,.

Pour démontrer la seconde partie du théoréme, nous pouvons
supposer les a, nuls, de sorte que la probabilité de x, 0 est
le terme général d’une série convergente. Pour n assez grand,
on aura donc

PSES ) <e,

et par suite, quel que soit s,

(29) (1—8) P{S,=s}< P{S=s} < B{S,=s}+¢
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Ces formules montrent que tout point de probabilité positive
pour S Vest pour S,, pour n assez grand; que tout point de

probabilité positive pour .S, P'est pour S; que si tous les x,, et
par suite tous les .S, dépendent de lois discontinues, la discon-

tinuité totale de la loi dont dépend S est l'unité. Si tous les x,
dépendent de lois discontinues ou mixtes, l'une au moins étant
mixte, S, et par suite S, dépendent de lois mixtes (d’une part il

y a au moins une valeur & probabilité positive; d’autre part la
discontinuité totale de S, somme des quantités indépendantes x,
et S—x,, ne peut dépasser la plus grande des discontinuités
des x,). Enfin, si un seul des x, dépend d’une loi continue, il
est bien évident que toutes les sommes comprenant ce terme,
dépendent de lois continues. Le théoréme est ainsi démontré dans
tous les cas.

§ 17. Comparaison des S, avec une suite
de constantes.

C’est le probléme traité aux §§ 12 et 13 pour le cas de di-
vergence. Pour le cas de convergence, sa solution est élémen-
taire. Nous distinguerons deux cas, suivant que la loi dont dé-
pend S est continue ou non.

Premier cas. .La loi dont dépend S est continue.

Soit alors A la limite inférieure d’indétermination des con-
stantes données A . La probabilité de S=4 est nulle, et I'on
a évidement

(31 R{S. > AY=2(S> A}.

Deuxiéme cas. La loi dont dépend S est discontinue.

Nous pouvons dans ce cas, en retranchant des x, des cons-

tantes convenables, supposer que X P{x = 0} converge.

Si A n’est pas un point de discontinuité pour la loi dont
dépend S, la formule (31) subsiste. Si c'est un point de discon-
tinuité, il faut distinguer les trois possibilités S < 4, S=A4,
S>A. Si F(X) désigne la fonction des probabilités totales de

la loi dont dépend S, on peut désigner leurs probabilités respec-
tives par

lim F(A—&)=F(A), im[F(A+&—-F(A—¢)]=qa,
1—a—F(a).

et
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Dans le premier cas, on a pour tout n assez grand S, < 4 ;
le contraire a lieu dans le troisiéme. Dans le second, la proba-
bilité d'une infinité de réalisations de S, < A4 est 1 sl y a une
infinité de constantes A inférieures & A et 0 dans le cas con-
traire. La probabilité R{S, > A} est donc F(4)+c dans le
premier de ces cas et F'(4) dans le second. Elle est ainsi con-
nue dans tous les cas. '

§ 18. Exemples divers.

Des exemples bien connus de séries absolument convergen-
tes montrent bien que des lois continues peuvent résulter, a la
limite, de la composition de lois continues, conformément au thé-

oréme XIIL

Soit d’abord x, une variable égale a 0,1,..., ou 9, cha-
cune de ces valeurs ayant la probabilité 1/10. La somme

Se= 3
ST

représente un nombre choisi au hasard entre 0 et 1, d’aprés le
principe méme de la numération décimale. Il en est de méme,

d’aprés le principe de la numération dyadique, de S;— ! , 81
+1
= MN—
(32) ~ o
Considérons maintenant, plus généralement, la somme
' +1
(33) S=23= (g>1).
q

Si g>2, il est bien connu quelle donne un exemple de loi
continue pour laquelle les valeurs possibles forment un ensemble
de mesure nulle. Le cas de g=3 a été considéré par M. H.
Lesesgue. Dans le cas ot g=4, S et S” désignant deux varia-
bles indépendantes dépendant de laloi obtenue, 2.5"+S5" repré-
sente une variable choisie au hasard entre —1 et +1, chaque
valeur étant obtenue une fois et une seule (a2 I'exception d’une
infinité dénombrable de valeurs). Si alors on fait correspondre
respectivement aux variables S’ et S les sommes s’ et s dela

oo 1 n . .
série S == obtenues avec les mémes choix de signes, la rela-

n



154 M. Paul Lévy.

tion entre le point s, s/ et la somme 25" +.S” fait correspondre
le carrds’ | < 1,|s”| <1 etle segment de droite [2.5"+ 5" | <1,
Si au contraire ¢ < 2, chaque valeur de S de module infé-

rieur & est obtenue d'une infinité de maniéres. Si par exem-

1
-1
ple ¢=12, on peut écrire
y+1_v2 "7_;1 2 NVQX/ X//’
()" n 2,

X et X'/ étant indépendants I'un de l'autre et chacun choisi au
hasard entre —1 et-+1, et le signe ~ indiquant que les deux
membres dépendent de la méme loi de probabilité.

Comme exemple de nature différente considérons la série

- +1
Tk z(z H)ZM (s> 172,

chaque choix de signe dépendant bien entendu aussi bien de p
que de 2. Le cas ot s==1 a été considéré dés 1924 par M.
Noreerr Wiener 2%). Dans ce cas on peut encore écrire

+1 Z’_ZXL
n 2p+1’
chaque x, étant choisi au hasard entre —1 et+1.
Toutes ces lois sont naturellement faciles & définir par leur
fonctions caractéristiques & {¢"’}. Dans le cas de la formule (32),

en égalant les fonctions caractéristiques des deux membres, on
retrouve la formule connue

349

itS sint t t A
6{" )= S —cos - cos TS e
et dans le cas de la formule (34), il vient
; t t
G{e }=cos—i— cos —2—...cos—f?...
.26 2t
_sin2tsm3 Sm2p+1
=57 31 T af -
3 2p+1

¥) Publications of the Massachusetts Institute of Technology II 77 (1924).
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Il peut y avoir aussi intérét a considérer des produits de la
forme
- 1 1
Hli—m_gsﬂii‘ﬁsi— 95 ' ::
P P

les p étant les nombres premiers; chacun de ces produits, effec-
tué, donne une somme de la forme

P (n) 2

mais il y a lieu de remarquer que les signes .de ces derniéres
sommes ne sont pas indépendants, de sorte qu'il ne semble guére
possible de tirer parti de 1'étude de ces produits pour la théorie
des nombres premiers.

(Recu par la Rédaction le 1. 5. 1931).





