Remarque sur les suites infinies de fonctions.
(Solution d'un probléme de M. S. Saks).
Par
W. Sierpiniski (Varsovie).

fal@) (n=1,2,3,...) éant une suite infinie donnée de fonctions
d’'une variable réelle et D un ensemble dénombrable donné quel-
conque de nombres réels, on démontre sans peine qu'il existe toujours
une suite infinie croissante d'indices n, <<y, <ng <<..., telle que
pour tout nombre x de D existe la limite (finie ou infinie) lim S (@)

M. 8. Saks m'a posé le probléme s'il existe ytoujours pour une
suite infinie donnée f,(x) (n=1, 2, 3,...) de fonctions d’une variable

réelle une suile infinie croissante d'indices ny <my<ny <... et un

ensemble non dénombrable N de nombres réels, tels qu'il existe pour
tout nombre = de Uensemble N la limite (finie ou infinte) lim £, (z)*).
Rk=oa

En admettant I'hypothése que 2%=y,, je prouverai que la
réponse y est négative.

Lemme, (m},m}, m,...) (k=1,2, 3,..) étant une suite infinie de suites
infinies croissantes de nombres naturels, il existe toujours une suite in-
finie u,, 1y, uy,..., formée des nombres O et 1, telle que pour tout indice
k=1,2,3,..., la suite infinie u,t, u,s, u,%,... contient une infinité
de termes = 0 est une infinité de termes = 1.

Démonstration. Nous définirons d’abord par l'induction une
suite infinie croissante d'indices s,, sy, 8,,..., comme il suit. Posons
8, == m}. Soit maintenant # un indice donné > 1 et supposons que
nous avons déjh défini les nombres s,,s,,..., 8, ;. Comme on sait,
il existe deux nombres naturels p et g, bien déterminés par n, tels
que n=2""1(2¢—1).

1) D'aprés M. Maszurkiewics (voir ce volume, p. 114) il n’existe aucune
suite infinie de fonctions mesurables fy(x) (n =1, 2,...) rempliseant ces conditions.
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Nous définirons s, comme le plus petit terme de la suite
mi, mh, m5,.. qui est plus grand que chacun des nombres s,,4,,...,8, 5.

La suite infinie u,, u,, #;.... sera maintenant définie comme il
suit. Si ¢ est un terme de la suite s, &,8,,..., p. 6. i=3s, et sl
n=2""1(2¢9 — 1), nous poserons ;=1 si ¢ est un nombre impair
et u,;=0 si ¢ est un nombre pair. Si ig=s, pour n=1,23,...,
nous poserons #; == 0.

On voit sans peine que la suite infinie wu,, 4y, u,,... repond aux
conditions de notre lemme. En effet, soit £ un nombre naturel

donné. D'aprés la définiticn de la suite s, sy, 5;,..., les nombres

325—1(“__]) et 892~y 3) (l= 1, 2, 3,...)

sont termes de la suite infinie mf, m%, ms,... croissant indéfiniment
avec [ et, d’aprés la définition de la suite w, #,, u,,..., on a

u,a,_,(u_l)—-_-_o ot uyy, =1 pour 1=123,...,

La suite infinie Upky Uinky Uk, ... contient dorc nne infinité de
termes = 0 et une infinité de termes = 1. Notre lemme est ainsi
démontré.

Admettons maintenant que 2"'—'):, 1l existe donc une suite
transfinie du type Q,

(1) Ty, Ty, Tgyerer Boy Bapay-er Fagerry (@< Q)

formée de tous les nombres réels, et une suite transfinie du type Q

@ Oyy O3y Ogseeny Opy Opgtsenss Onyenny (@< Q)
0, = (8¢, 8¢, 85,...), formée de toutes les suites infinies croissantes
de nombres naturels.

Nous définirons maintenant la suite infinie f,(z) (n_ 1, 2, 3,..
de fonctions d’une variable réelle comme il suit.

Posons f,(; )==0 pour k et n naturels.

Soit maintenant a un nombre ordinal transfini < Q.

D'aprés notre lemme, appliqué & I'infinité dénombrable de suites
infinies (s4, &, 88,..), od £<e, il existe une suite infinie uf, ug, ug,..
formée des nombres 0 et 1, telle que pour tout nombre ordinal
£ < a la suite infinie u3, 434, u3,... contient une infinité de ter-
mes — O et une infinité de termes = 1. Nous poserons f,(z,) = 4z
pour n=1,2 3,...

. Les fonctions f,(z) (n=1, 2, 3,...) sont ainsi définies pour tout
nombre z de la suite (1), done pour tout nombre z réel.

L

'


Yakuza


112 W. Sierpinski:

Soit maintenant 7, <n, <1y <... une suite infinie croissante d'in-
dices donnée queleonque. D’aprés la propriété de la suite transfinie (2),
il existe un nombre ordinal 2<CQ, tel que (ny, ny, figy) == 0, done

(3) ny=s} pour =123, ..

Soit @ un nombre ordinal transfini > 4. D’aprés (3) et la défi-
nition des nombres £,(%,), la suite infinie f, (€a), fo, (%), fu(®a) .-
cotneide avee la suite ugt, ugh, 45#,., done, daprés 4 < e, contient
une infinité de termes =0 et une infinité de termes == 1, et par-
guite n’a pas de limite (finie ni infinie). La suite infinie f, (v,),
fua(®@o)s fus(®a)y-- ne peut done avoir de limite (finie ou infinie) que,
peut dtre, pour les nombres x,, ot @<C4, done pour les nombres
réels dont I'ensemble est au plus dénombrable.

Notre assertion est ainsi demontrée.

Faisons encore la remarque suivante. On peut définir effectivement
une suite infinie f,(z) (n=1, 2,...) de fonctions d'une variable réelle
telle qu'on a pour tout x réel

€] I?Efn(‘v) =1,

mais qw'il w'existe aucune suite infinie croissante d'indices n,<<n,<ny<...,
telle que l'égalité

lim f,,‘(z) =1

kmoa

s0it vraie pour plus qu'un nombre réel .
En effet, définissons lu suite infinie f,(z) (n =1, 2,...) de fone-
tions comme il suit. Soit

®) 1) Tay Tayens

une suite infinie formée de tous les nombres rationnels différents,
Soit # un nombre réel; » un nombre naturel donnés. S'il existe
un nombre natarel p, tel que

(6) Xr,=E2zr—1

(ot E# désigne l'entier le plus grand <C#), posons f,(z) =1, dans
le cas contraire posons f,(x) = 0.

z étant un nombre réel donné et p un nombre naturel douné,
il existe dana la suite (5) (qui est formée de tons les mombres
rationnels) un indice # tel qu'on a I'égalité (6), et anx nombres
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naturels p différents correspondent des indices » distinets, puisque
on a toujours ’

EXz<(E2% dot 2Bz 2z,
ce qui donne, 2E 2°x étant un entier:
EY:<E¥Hy dot 2E¥r— 2 <E2Hz 1
donc
E2z—1 E2Vr—1

r

Il existe dunc (pour tout z réel donné) une infinité d'indices n
pour lesquels il existe un nombre naturel p (dépendant de z et de »)
satisfaisant & 1'égalité (6), et pour des tels indices n on a (d’aprés
la définition des fonctions f,(z)) f,(»)=1. Les fonctions f,(z) ne
prenant que deux valeurs O et 1, on en déduit qu'on a pour tout z
réel 1égalité (4).

Soit maintenant s, ng, 7,... une suite infinie croissante donnde
quelconque de nombres naturels et supposons qu'on a pour deux
nombres réels z et ' F =

O] lmf, (x)=1 et limf, (z)=1
koo k=00

La fonction f,(z) ne prenant que deux valears: 0 et 1, il ré-

sulte de (7) l'existence d’un indice u tel que
_ﬂk(x) =1 et fuk(xl) == 1 pom‘ k > H.

D'aprés la définition des fonetions £,(z) il en résulte qu'il existe

une infinité d'indices différents p, (k> u) tels que
Zrr, =E2% gz —1

et une infinité d’indices différents g, (k> u), tels que

2y, =E 2%z —1,

dot, pour k> u:
E%z—1 E2%s—1
oy - 2% '

ce qui donne, en limite pour k== oco: 2=2z', contrairement & I'hy-
pothése.

Les égalités (7) ne peuvent pas donc étre vraies & la fois, si
z=f 2/, et notre assertion est démontrée.
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