Les fonctions semi-continues dans I'espace
des ensembles fermés ).

Par

Casimir Kuratowski (Lwéw).

D’aprés M. Baire une fonction f(x) & valeurs réelles est dite
semi-continue supérieurement wuu point z,, lorsque la condition
lim #, = «, entraine lim sup f(x,) < f(#,); elle est dite semi-continue
inférieurement, lorsque la méme condition entraine lim inf f(2,) =
= f(@o).

La notion de semi-continuité dont nous allons nous servir iei
est tout-a-fait analogue & celle-ci, mais concerne le cas ol la fone-
tion F(z) admet comme valeurs des sous-ensembles fermés (non-
vides) d’un espace métrique et compact 2. Nous dirons, notam-
ment, que la fonetion F(x) est semi-continue supérieurement (resp.
inférieurement), lorsque la condition lim x, = x, entraine Lis F(x,)C
C F(w,) (resp. LiF(z,) D) F(zy), le symbole ,Ls A4, désignant
la limite topologique supérieure (au sens de M, Painlevé) de la
suite d'ensembles 4,, 4,,...) et le symhole ,Li 4, sa limite topo-
logique inférieure ?).

L’emploi du terme ,semi-continuité“ est justifié, entre autres,
par le fait suivant que l'on démontre d'une fagon tout-h-fait &lé-
mentaire: f(x) étant une fonction dont les valeurs appartiennent

!) note présentée & la Soc. Pol. de Math, & la séance du 10. IV. 1981
4 Varsovie, )

%) e.-4-d, I'ensemble des points de la forme lim Pay, 00 Py 0 Ay, ot b By
%) c.-i-d, l'ensemble des points de la forn;‘a- Tim Dn, OU pye.Ad,. Pour un cas

particalier des fonctions semi-continues, voir W, A. Wilson, Amer, Journm, of
Math, 48. (1926), p. 165,
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b un iotervalle ab, la semi-continuité (supérieure resp, inférieure)
de la fonetion f(x) équivaut & la semi-continuité de la fonetion
F)=EBle<y</fE)]".

Ce terme #'impose aussi, lorsqu'on considére la famille des sous-
ensembles fermés non-vides de I'espace & (famille que nous dési-

gnerons par le symbole 2% comme formant, elle-méme, un espace
métrique et compact ¥). Une suite d'éléments de cet espace A, 4,,..
converge alors vers 4, lorsque la distance de 4, & A tend vers 0;
or, comme on prouve, cette derniére condition équivaut & Iégalité
Lid,=1Ls 4, Par conséquent, la fonction F(x) est continue, lors-
qu'elle est semi-continue supérieurement et inférieurement & la fois.

Ou verra dans la suite que parmi les fonetions fondamentales
que l'on rencontre en Topologie il y en a qui sont semi-continues
sans- 6tre continues; telle est par ex, la fonetion de deux variables
F(X,Y)==X-Y (produit de deux ensembles) 5). Tel est encore le
cas suivant: soit © = f(y) une fonction continue qui transforme
Vespace compact 9/ en l'espace &2; la fonction ,inverse* F(z)=
= E[y = f(«)) est semi-continue supérieurement.

¥

Parmi les propriétés bien connues des fonetions semi-continues,
(b valeurs réelles) et dont jouissent aussi les fonctions semi-continues
au sens considéré ici, citons les suivantes: toute fonction semi-con-
tinue est mesurable B de classe 1 (c. & d. que, quel que soit l'en-
semble ouvert G, lensemble E[F(x)eG] est un F,); F,(x), n= 1,2..

étant une suite décroissante de fonctions semi-continues supérieu-
rement (c. & d. que Fy(2) DFi(2)D..), la fonetion Lim F,(z) est
également semi-continue supérieurement,

1) = ensemble des y tels que o <y < f().

1) Nous adoptons la définition de distance entre ensembles (voir N1) de
M. Hausdorff (Mengenlehre, § 28; cf. sussi ma note de Fund. Math 17,
p. 259). L'hypothése que I’espace est compact, hypothése que nous faisons. con-
stamment dans cotte note, est ici essentielle. 8i I'on ne fait pas cette hypothése

ot si l'on suppose seulement que est métrique séparable, l'espace 2?/11‘0"
qu'un espace (L’)” au sens de M. Fréchet, la limite Lim 4, étant définie par la
condition Ls A, = Li A,. Cet espace peut ne pas &tre métrisable (d'une maniére
conforme & cette notion de limite); tontefois, il est une image binnivoque et con-
tinne @'un espace métrique séparable.

%) tandis que la somme, X -, est une fonction continue.
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Les théorémes 6tablis dans cette note permettrons de reconnaitre
la ,olasse borélienne* de diverses familles d’ensembles (par rapport

& l'espace 2%), En particulier, nous allons prouver que la famille
des arcs simples situés dans un espace compact &, ainsi que celle
des courbes simples fermées (ou encore: celle des dendrites) eat

toujours de classe F,, dans Pespace 2%

Dans la note suivante, de M. Szpilrajn et de moi, on trou-
vera des applications de la notion de semi-continuité aux problémes
du ,erible“.

1. Notations.
A étant un sous-ensemble fermé d'un espace compact, posons

o(x,4)=x;i£n|x—~y|, le symbole |x— y| désignant la distance

des points x et y. Par définition de (M. Hausdor ff):
dist. (4, B) = '
ist. (4, B)=le plus grand des nombres max o(x, 4) et max e(y, B)

1 étant un nombre positif, soit B, (4) 'ensemble des points dont
la distance de 4 ne dépasse pas u; en symboles:

R (4)=Ele(, 4) < ).
Soit, d'une fagon analogue: S, (4) =E [¢(, 4) < 1.
On a évidemment: '

(1) Ry(d)= JIJ (,+2(4)

=l
®  {dist (4B)<n}=(4CE,(B) ot BC R,(4)
@)  {dist (4B <n)={4CS,(B) et BC 5,(4)
En employant Popérateur logique ,3% pour désigner: il existe
un z tel que“, on a ’
ltn ) <nt=3(@yed) (lz—y|<n)
et, par conséquent:
B (4)=E2{ye 4) (|2 —y| <)}

4
) S, &) =E 2{(y e 4) (o — y| <)
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2. Conditions suffisantes et necessaires.

Pour que la fonction F(x) soit semi-continue supérieurement, il
fout et il suffit que Uensemble J = E [y ¢ F(z)] soit fermé ).
xy

En effet, Ja condition pour que la fonction F' ne soit pas semi-
continue supérieurement au point x est que l'on ait lim x, =gz,
limy, =y, ¥.eF(x,) et ynon-¢ F(x); mais cela veut dire que le
point (%, y) appartient & J— J, done que l'ensemble J n’est pas
fermé,

Pour que la fonction F(x) soit semi-continue inférieurement, il faut et
il sufffit que U'ensemble Jn——-g}[y €8S, (F(2))] soit ouvert, quel que soit 4>0.

Nécessité Soit (v,y)ed,, #=Ilimz, ot y=1lm y,. 1l Sagit
de prouver que, pour 7 suffisamment grand, on a (2,, y,) e J,, done
que y, € S, (F(x,). Or, par définition de S,, il existe un z tel que
2¢F(z) et |y — 2| < n; la fonction ¥ étant supposée semi-continue
inférieurement, il existe -une suite 2z, telle que 2,eF(z,) et que
2= lim 2,. La dernidre égalité entraine, pour n suffisamment grand:
|2, — ya| <, Qolt on conclut que y,e Sy (F(@,))-

Suffisance. Supposons que la fonction F' ne soit pas semi-
continue inférieurement au point z. On a par conséquent: y e Fi(z),
2==1lim z,, y non-¢ Li F(z,). Il existe done une suite d'indices %, %y,
telle que o[y, F(@, )] >n >0, donc que ymnon-¢ 8, [F(xs,)], doh
(#y,,, y) non-¢ J,. Comme, d’autre part, les points (, ,y) convergent
vers le point (z,y), qui appartient & J,, on en conclut que V'en-
semble J, n'est pas ouvert.

3. Semi-continuité et fonections de I-re classe.

Lemme. Si les valeurs de la fonetion f(x) appartiennent & un
espace compact et si, pour chaque sphére fermée R, I'ensemble
E[ f(z)e R] est un G, la fonetion f(x) est de I-re classe.

En effet, M étant un ensemble fermé arbitraire, il existe, en
vertu du théordme de Borel, un ensemble L, composé d’'un nombre

1) dans le ,produit combinatoire® des espaces B et % ¢.~a-d, dans l'en~
somble des couples z == (a, §), métrisé par la formule:

|g— 2=V —=FF[y— ol
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fini de sphéres de rayoo < 1/n. Par conséquent, E[f(x)eL,] est
un G et M=1IIL, Lensemble E[f(x)eM], comme égal &
O E[ flx) e L], est done un Gs.

Théoréme. Les fonctions semi-continues appartiennent & la I-re
classe.

Démonstration,
A étant un ensemble fermé arbitraire extrait de l'espace %, soit,

dans Pespace 2?; R une sphére fermée de centre 4 et de rayon 4.
En symboles:

6) XeR=s{dist. (4, X)<y={ACR,(X) et XCRB,(4)}
selon (2).
Il s'agit de prouver que I'ensemble E [F(x)e§] est un Gy. Nous

allons nous servir & ce but de la méthode d'évaluation des eclasses
boréliennes exposée dans le vol. 17 de ce Journal.
1. F(x) est semi-continue supérieurement.
En employant 'opérateur logique ,JT% pour désigner ,quel que
x
soit, on a.. et le symbole ,—“ pour désigner l'implication logique,
on peut remplacer Vinclusion ,X C Y* par: ,I[(xeX)—>(we Y)],
x

ce qui équivaut ,,fI[(w non-¢ X) -+ (x ¢ Y)}%, le symbole ,}* dé-

signant la somme logique. En tenant compte des formules (4) et (5),
ob Fon remplace X par F(z), il vient:

F(x) e & = {II [(y non-¢ 4) 4~
+2@e F@) (|2 —y| < ) - L[y non-¢ F(a)) + (y ¢ By(A)])
L’ensemble E (¢ F(x)) étant fermé (selon N 2), l'ensemble
E[(z € F(z)) (|2 — y| << 1)) V'est également. 11 en est encore de méme

de sa ,projection® E ?’ (2e F(z)) (|]2— y| <) (voir Fund. Math. 17,

P. 2563 (6)). De la on conclut aussitét (ib. p. 264 (8 r
E(F(x)e 8] est un G,. o ) e Tensemble

2. F(x) est semi-continue inférieurement,
11 vient, selon (1) et (3):

F@)e®={ACI8,,1[F@)] &t Fo)C R,(4)) -
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Done:
Flr)eR = {ET [(y non-¢ 4) 4+ 11 (e S,,+% F(x)] - [F=)CEB, (4)]}-

L’ensemble E[y €S, L (F (2))] étant ouvert selon N2, on én conclut,

en raisonnant comme auparavant, que Pensemble E II{(ynon-e 4) 4
. x ¥y

+ II(ye S,ﬁ_%ﬁ (x))] est un G, Pour prouver que l'eusernble
E[F(x)e ] est un @,, il suffit de montrer que I'ensemble E[F(x)C
CR,(4)] est fermé. Or, ceci est une conséquence du fait que

F(x) étant une fonction semi-continue inférieurement et B un en-
semble fermé arbitraire, 'ensemble E [F(z)C R] est fermé (en effet,

la condition F(z,)C R entraine LiF(z,)C R et la condition #=limz,
entraine F(z)C Li F(=,), d'od F(z) C R, ce qui prouve que I'ensemble
E [F(z)C R] est fermé).

Corollaire. Les points de discontinuité dune fonction semi-con-
tinue constituent un ensemble F, de I-re catégorie. Done, si Vespace
des  est complet, Vensemble des points de continuité est dense dans Tui.

Oar ces propriétés appartiennent & chaque fonction de I-re classe 1).

4. Opérations sur les fonetions semi-eontinues.

Nous allons nous servir des formules suivantes dont la démon-
stration ne présente aucune difficulté:

(6) Ted,—1sa,=Ls4, Lid=Lid4,=L4,

1) d'aprés un théoréme qui provient de Baire, Dans le cas général, ol les
valears de la fonction f(x) parcourent un espace séparable et les arguments va-
rient dans un espace métrique arbitraire, ce théoréme peut gtre démontré de la
fagon suivante.

L'ensemble des points de discontinuité D est égal A 2{r— (6)— IfF @)}
I(X) désignant l'ensemble des points intérieurs de X et la somme étant étendue
4 tous les ensembles onverts; or, en vertu de la séparabilité on peut restreindre
cette somme & une infinité dénombrable de termes (notamment aux nBphérea ra-
tionoelles¥), L'ensemble D est donc somme d'une série dénombrable de termes de
Ia forme X — I(X) done d'ensembles frontidrea; ces ensembles sont, en outre,
F, (puisque la fonction 1 est supposée de I-re classe); ce sont donc dea ensembles
de I-re catégorie. I1 en résulte que D, comme somme dénombrable d'ensembles
de I-re catégorie, 1'est également.
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(7 Ls(4,+ B,)=Ls 4,4 Ls B,
(8) Ls(4,B,)C LsA,LsB,, plus généralement: LaItT A,C IILs 4},
’

(9) Lid,+LiB,CLi(4,+B,), plus généralement: tELi A\CLiza
¢

(10) Lid, — Ls B, C Li(4, — B,).

Théorémes sur Paddition. 1) Si F(x) et G(x) sont semi-continues
supérieurement au point z, la somme F(x) 4 G(z) Vest dgalement.

Soit, en effet, z=1lim,. On a: Ls F(x,) C F(x) et Ls G (x,)C
(C G(x). Par conséquent (form. 7): Ls[F(x,)+ G (,)]C F(x)+ G(z),

‘ ‘ e. q f d

2) 8i chacune des fonctions Fy(x) est semi-continue inféricurement

au point z, la fonction :2'7,—(?) Vest également,

Soit, comme auparavant, x=limax,.. On a, pour chaque ¢
W@)CLiFy(x,). Doy, en tenant compte de (9): ,:‘.','F,(x)CELi Fo()C
4
CLi 3Fyz,), done (6): §F,(x)CLi;w‘,(x;‘)= Li 3F ().
¢
D'une fagon analogue, la formule (8) implique le

T'héoréme sur la multiplication, Le produit (non-vide) dé fonctions
semi-continues supérieurement aw point x Vest dgalement.

Enfin la formule (10) entraine le

Théordme sur la soustraction. Si F(x) est semi-continue inféricure-
ment et G(x) Vest supérieurement (au point x), la fonction K(x) — G(x)
(supposée mon-vide) est semi-continue inférieurement.

Les deux premiers théorémes entrainent e

Corollaire. La limite d'une suite décroissante (croissante) de fone-

tions semi-continues supérieurement (inférieurement) est semi-continue
supérieurement (inférieurement).

Car, en supposant F(x) D F,(x) ..., on a Lim F,(2)=ITF\(=),
et en supposant F, (z)(C Fy(x)C..., on a Lim F(z) =3 F, ().

Applieations.

5. Imversion des fonctions continues. Décomposi-~
. tions semi-continues.

Soit #==f(y) une fonction continue, définie sur l'espace compact /.
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Posons F(r)=E[z = f(y)]. La fonction F(x) est semi-continue su-
¥
périeurement. On a, en effet, I'équivalence:

(A1) {yeF@}={o=Fly)) dob BlyeF@]=Efr—/u)

ot ce dernier ensemble étant fermé (en vertu de la continaité de
la tonction f), on en conclut, en tenant compte du théor. du N2,
que la fonction ¥ est semi-continue supérieurement.

Inversement, soit F() une fonetion semi-continue i valeurs disjo-
intes, c. & d. que l'inégalité x==a' entratne la formule F(z)- F(z')==0;
la fonetion f définie par la formule (11) est continue. En effet, d'aprés
le théordme précité, I'ensemble E [y e F(z)] est fermé. Il en est done

de méme de I'ensemble E[x = f(¥)}- On en conclut (l'espace ¥

étant compact) que la fonetion f eat continue.

Llinversion des fonctions continues conduit & la notion de ,dé-
composition semi-continue (supérieurement) d'un espace en tranches* ).
On appelle ainsi toute décomposition en sous-ensembles disjoints
(,tranches®) telle qu'a chaque suite convergente de tranches cor-
respond une tranche qui contient la limite de cette suite. On prouve %)
qu'une décomposition semi continue n’est rien d'autre qu'une décom-
position en ensembles F(z) =E [z = f{y)], oli / est une fonetion

4 .
continue convenablement choisie. D’aprés ce qui précéde toute dé-
composition semi continue est de la forme %= S F(z), F étant

une fonction semi-continue supérieurement d valeurs disjointes.

Le corollaire du N3 conduit & la conclusion suivante: en appe-
lant tranche de continuité toute tranche T telle que pour chaque
suite convergente de tranches la condition T'- Lim 7, 0 entraine
T =1lim T, les tranches de continuité constituent (dans l’espace des
tranches) un ensemble G, dense3).

6. Opérations sur des ensembles fermés (non-vides)
situés dans un espace compact ¥

Le produit de deux ensembles: Z==X.Y est une fonction semi-
continue supérieurement.

1) La notion provient de M. B. L. Moore (Proc. Nat. Ac. Sc. v, 10, 1924).
Voir ma note de Fund. Math. XI.

%) p. Alexandroff, Math, Ann. 96, pp. 565 —b71.

%) J'ai démontré ce théordme d'une sutre fagon dans la note citée de Fund.
Math, X1 (p. 176). Cf. aussi L. 8. Hill, Amer. Journ. of Math. 1927.
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Posons, en effet, G(X, Y)= X et H(X, ¥)==Y. Chacune de
ces deux fonetions étant évidemment continue, on conelut du théors: :e
sur la multiplication (N4) que leur produit G(X, ¥)-H(X, V) =X.Y¥
est semi-continue supérieurement.

11 est & remarquer que la fonotion X+ Y (dont les arguments

et les valeurs appartiennent & l'espace 2% n’est définie qué sur l'en-
semble Y des couples (X, ¥) tels que X - ¥'=5=0 ('ensemble 4 est
fermé dans le ,carré combinatoire“ 97X %). Lie produit X .Y n’est
pas une fonction continue, méme relativement aux variables sépa-
rément; soit, notamment, 9/ lintervalle 01, ¥ l'ensemble composé
des deux extrémités, X, lintervalle 1/n, 1; il vient Lim (X, ¥) =
= (Lim X,)- Y. Par contre, la somme X 4 Y est toujours une fonc-
tion continue, comme on déduit directement des deux théerémes
sur Vaddition.

D'une fagon analogue, le théordme sur la soustraction implique
que la fonction X — Y est semi-continue inférieurement (mais, en
général, discontinue, comme il résulte de Pexemple suivant: 9=
=X = l'intervalle 01, Y, = lintervalle [1/n, 1/2], n =3, 4,...).

De 14 nous concluons que Iu frontidre d'un ensemble, Fr(X)=
—-:X-—??:X est une fonction de deuxiéme classe, comme superpo-
sition de deux fonctions de premidre classe: Fr(X)= G[X, H(X)]
ol G(X,Y)=X-Y et HX)=¥— X.

L'ensemble B ==13(X- %— X = 0), 0.2d. l'ensemble des X pour

lesquels la fonction Fr(X) est.définie, est un @, (dans lespace 2%.
En effet, % désignant I'ensemble des couples (X, ¥) tels que X.¥'5=0

Or, I'ensemble & étant fermé et la fonction C(X) étant de I-re classe,
il en résulte que Vensemble B est un G,.

Il importe de remarquer que la frontiére n'est pas une fone-
tion de Ire classe. Soit, notamment, /== 'ensemble parfait
non-dense de Cantor, MM la famille des ensembles X tels que
Fr(X)==0 et que X contient deux points an moins. Evidemment SR
est un G,. Il suffit donc de prouver qu'en chaque ,point¢ X, la
fonetion Fr(X) est discontinue lorsqu’on restreint le domaine de la
variation de son argument & IR,

Or, & étant O-dimensionnel, l'ensemble X est le produit d'une
suite d’ensembles X,, fermés et ouverts simultanément, done tels
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que Fr(X,) =0. Soit: peFr(X), geX, pF¢q, g=limg,, ob ¢,
appartient & X, et n’est pas une extrémité d'un intervalle contigu.
Posons X¥ ==X, — Ulintérieur de l'intervalle ¢,g~ le point g,.
On a done g, e Fr(X¥)(C (le couple g,,4q), X¥eM, LimX*=X
et Lim Fr(X¥) 3= Fr(X), puisque Lim Fr(X¥) =q.

Remarquons enfin que le dérivé d'un ensemble est ume fonction
de deuzxitme classe (définie pour chaque ensemble infini)?).

Posons, en effet, #,(X) = l'ensemble des points = tels que
1°2zeX, 2° o(x, X —x) <1/k. On a évidemment (en désignant
par X¢ lo dérivé de'X): X*= I Fy(X), done X*= Lim F,(X).

Pour prouver que X* est une fonetion de deuxiéme classe, il
suffit done de démontrer que F,(X) est semi-continue inférieurement.

Posons & ¢e but (pour £ fixe): z ¢ Fi(X), X =Lim X,. La der-
niére égalité entraine l'existence d'une suite ;, zy,... telle que
lima, =2 et %, e X,. Reste & prouver que z,e¢ Fy(X,), pour n suf-
fisamment grand. Or, 'hypothése que z ¢ Fi(X) entraine 'existence
d'un point a* =z tel que z* e X et |x* — 2| < 1/k. En vertu de
légalité X =DLim X,, on a: #*==1im s¥ ol x¥¢ X,. Par consé-
quent, pour » suffisamment grand on a z¥ 4=z, et |zF — =,| < 1/k;
dod 9@,y X, — x,) < 1/k, done z, ¢ Fy(X,), e g f d

Pour se' convaincre que la fonetion X? nest pas de premidre
classe on tient compte du fait, facile & établir, que cette fonetion
est discontinue pour chaque valeur de l'argument (c’est & dire pour
chaque ensemble fermé infini,.

7. Continus unwicohérents. Dendrites.

On appelle continu unicohérent tout continu C'tel que, pour chaque
couple de continus K et Z, la condition C= K +- L implique que
KL est un continu, En symboles:

{C est unicohérent} = II{(C= K+ L)— (KLe&)},
KL .
£ désign: s la famille des continus; K et L parcourent Z.
Je dis que & étant un espace compact, la famille des continus

u ..cohérents est un G, (relativement & l'espace 2‘5@).

Eo effet, la somme étant une fonction continue, l'ensemble
E (C= K- L) est fermé, L'ensemble £ étant fermé et le pro-
CK,L

1) Cet énoncé a 6té démontré par M, Banach.
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duit étant une fonction de I-re classe, Iensemble IE}L(KLGL’.) est G,

relativement & Pensemble % - £ (2 désignant, comme auparavant,
Yensemble E (XY = 0)), est done un G, relativement & 'espace 28
Xy

(puisque 2% - % est fermé). On en conclut aussitét que l'ensemble
E{(CxK+ L)+ (KLeLZ); est un (#; et, en tenant compte
GK.L

du fait que V'espace £ est compaet, on tire de la formule déja citée
de Fund. Math. 17, p. 2564 (8) la conclusion demandée.

Il résulte’ de la que la famille des conmtinus dont chaque sous-
continu est unicohérent est aussi Gy, En effet, il ¢'agit ici des con-
tinus C tels que Iql {(@C0) (QeL)—>(Q est unicohérent)}; done

d’aprés le théoréme général de Fund. Math. 17, p. 264 (L), la
famille considérée est un G;.

Cette derniére conclusion permet d’évaluer la classe des den-
drites. On. appelle ainsi chaque continu péanien (==image continue
d'un intervalle) qui ne contient aucune courbe simple fermée. Or,
on prouve facilemeunt!) que la famille des dendrites coincide avec
celle des continus péaniens dont chaque sous-continu est unicohérent.
La famille des continus péaniens étant un F,;®), la famille des
dendrites, comme produit d'un F,, et d'un G, est un F,,.

8. Ares. Courbes simples fermées.

Un arc (= image bicontinue d’un intervalle) pent étre cara-
etérisé comme dendrite qui ne contient aucun point de ramification,
Cela revient & dire que K, L et M étant trois sous-continus de la
dendrite tels que KLM =0, 'un d’eux est contenu dans la somme
des deux autres. (Car, en cas de point de ramification, il existe
trois arcs K, I et M n'ayant que ce point en commun, — la con-
dition n'est donc pas satisfaite; d’autre part, on vérifie facilement
qu'elle est satisfaite sur un intervalle, donc sur chaque are).

On a ainsi I'équivalence:

(12) {une dendrite D est un arc) = gn (K4 L+MC D) (KLM==0)—
> (ECLAM)+ (LCK+ M)+ (MCELL),

) Cf. K. Menger, Math, Ann. 96 (1926), p. 675.

?) théor. de M, Maxurkiewics. Voir ss note de Fund. Math. 17, p. 878
et ma note citée, ib,, p. 269.
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I/ensemble E(X(Y) étant fermé, on voit suns peine que l'en-
Xy :

semble défini par la condition entre crochets [] est un G,. En

effectuant sur lui l’opérutionK{Z»,q on parvient & un G; (puisque les

variables X, L, M parcourent l'espace £ compact). En multipliant
cet ensemble par 'ensemble des dendrites (qui est un F), on obtient
Vensemble des arcs; cest donc un Fgy').

Pour démontrer que les courbes simples fermées constituent un Foy,
il suffit de prouver que le membre gauche de la formule (12) peut
4tre remplacé par: ,un continu péanien non-unicohérent. est une
courbe simple fermée“.

Or, les dendrites étant unicohérentes, il en résulte que les con-
tinus péaniens non-unicohérents contiennent toujours des courbes
simples fermées. Si un continu péanien ¢ contient une courbe
simple fermée ¢, mais ne se réduit pas & elle, on peut tracer darfs c
un are qui n'a avee @ qu'un seul point p commun; C con'tlent
alors trois arcs K, I et M qui n'ont deux & deux que le point p
en commun; la condition exprimée dans le membre droit de la for-
mule (12) n’est done pas réalisée. Cette condition e§t donc suffi-
sante pour qu'un continu péanien non-unicohérent soit une courbe
simple fermée. Elle est aussi nécessaire, comme on le voit facilement.

1) cette démonstration est due 4 M. Mazurkiewicaz.
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