Sur les cribles fermés et leurs applications ).
Par

C. Kuratowski (Lwéw) et E. Szpilrajn (Varsovie).

Introduetion.

Nous considérons dans la Note présente des opérations sur les
ensembles qui présentent une généralisation de 'opération bien connue
de la projection et de celle du ¢rible au sens de M. Liusin 2)

Nous démontrons en particulier la proposition suivante (théo-
réme 9):

La condition nécessaire et suffisante pour qu'un ensemble linéaire &
soit analytique est l'existence d'un ensemble plan fermé ¥, tel
que E soit 'ensemble de tous les nombres § tels que la droite @==§
contienne un point (au moins) de F, & ordonnée irrationnella

Nous démontrons aussi plusieurs théorémes (en particulier le
théoréme 5) qui établissent des rapports entre l'opération générale
du crible et les propriétés de diverses classes d’ensembles fermés,
considérées comme sous-ensembles de I'espace des ensembles fermés
(métrisd par la formule de M, Hausdorff)
~ Ces théorémes sont liés au probléme de la construction d'un
ensemble analytique non-borelien. La construction d’un tel ensemble
dans lespace euclidien est — comme on sait — assez artificielle.
Par contre, dans l'espace des ensembles fermés il y a des classes
(d'ensembles) non-boreliennes qui se présentent d’'une fagon tout-h-

1) Les résultats contenus dans cette Note ont été présentés 4 la Bociété Polonsise
de Mathématique (Section de Varsovie) aux séances du 18, 1IL. et du 10.IV. 1931.

?) Récemment deux Mémoires de M. Sierpinski ont ¢t6 consacrés & I'étude
de ces opérations trds générales, Voir Liste des travaux cités 10, 11.
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-fait naturelle. Par exemple, comme !'a démontré M. Hurewicz,
la classe des ensembles fermés non dénombrables constitue dans cet
espace un ensemble analytique non-borelien !). La démonstration de
M. Hurewicz, hasée sur ,la théorie des indices“ est cependant
assez longue.

Les théorémes que nous énongons dans cette Note permettent
de démontrer d'une fagon trés simple que la classe considérée par
M. Hurewiecz, ainsi que d’autres classes encore, constituent (dans
Pespace des ensembles fermés) des ensembles analytiques non-boreliens:
telle est, par exemple, la classe des sous-ensembles fermés de l'in-
tervalle (fermé) qui contiennent des points irrationnels.

La propriété des ensembles considérés d’dtre analytique peut étre
démontrée aisément & I'aide de la méthode symbolique des MM. K u-
ratowski et Tarski?), L'application des cribles n’est done essen-
tielle que dans la partie négative de nos démonstrations; d'aprés
laquelle ces ensembles sont non-boreliens.

Prémisses sur ’espace, termes et notations.

1. Nous considérons deux espaces métriques indénombrables X
et Y et leur produit combinatoire X X Y.

Nous supposons X complet et séparable et Y — compact. En outre,
il faudra supposer parfois que ¥ est lintervalle fermé (0, 1) que
nous désignons par I. ,

Dans le cas particulier X=1I=7Y le produit X X ¥ est le
carré 0<<2<<1, 0<Cy<CL En conservant la terminologie qui se
rattache & ce cas spécial, nous appellerons, pour tout point p=(x, ¥)
de X XY, ¢ — ,l'abscisse’ et y — ,l'ordonnée” de p. Les en-
sembles X ot Y seronts dits ,l'axe des abscisses“ et ,lI'axe des
ordonnées® et, en conséquence, pour tout ensemble E (X XY, les
cnsembles E[il existe un point y tel que (x,Y) ¢ E] ot E[il emiste un

Y
point = tel xque (z,y) e E] seront nommés ,la projection de E sur
. L . ,
Vaxe des abscisses“ et respectivement ,la projection de ' sur Y'axe
des ordonnées“. ) "
9. M étant un espace métrique compact, nous désignons par 2
l'espace des ensembles fermés, pon-vides, contenus dans M — métrisé
gelon M, Hausdorff?s)
1) Voir 8. ‘
3) Les Mémoires T ot 4 contiennent Vexposition compléte de cette methode.
) Of. 2, p. 146,
Fandamenta Mathematicas t. XVIIL 11
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3. Pour toute fonctiou ﬂp) et tout ensemble Ji posons:
f(E)=E [il existe un point p e K tel que q==f(p)]
q
FHE) =B [f(p) e B}

4. Les ensembles fermés et ouverts sont dits des ensembles de
classe 0 multiplicative et additive resp. Les produits (resp. les som-
mes) dénombrables d’ensembles de classes < @ sont dits de clusse o
multiplicative (resp. addilive).

Une fupetion f(p) qui transforme un espace métrigue 4 en uwn
sous-ensemble d’'un espace métrique B est dite fonction mesurable (B)
de clusse a (ou simplement: fonction de classe ) lorsque. quel que
soit ’ensemble. G ouvert dans B, 'ensemble f~*(G) est de classe «
additive. (Les fonctions continues cofncident done avee les fonctions
de classe 0)%).

Lemines sur les fonctions mesurables (B).

Soient' 4 et B deux espaces métriques séparables et complets.
On démontre aisément les lemmes suivants concernant les fonetions
mesurables (B) qui transforment 'espace 4 en un sous-ensemble de B.

(@) f(p) étant une fonction de classe a et £ un ensemble do
classe § additive (resp. multiplicative) dans B, Vensemble FUE) est
un ensemble de classe o +-f additive (resp, multiplicative) dans 4 2).

(IT) f(p) étant une fonction mesurable (B) et £ un ensemble
analytique dans B, f~(E) est un ensemble analytique dans A.

(L) f(p) étant une fonction mesurable (B) et E un ensemble
analytique dans 4, f(£) est un ensemble analytique dans B3

!) Voir Banach 1, p. 284 et Kuratowski 5, p. 276, Comparer aussi
Hausdorff 2, p. 267.

%) Cf. p. ex. Kuratowski §, p. 276.

*) Cela résulte du fait que 'image d’une fonction mesurable (B) (c’est-a-dire

xﬁ[y:f(:x:)]) est un ensemble borelien, Cf. Sierpinski 15, p. 78 et Kuratow-

ski §, p. 277,
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Eunongons encore une proposition, due & M-lle Braun:

(IV) Prémisses: a) f(p) est une fonction mesurable (B) telle
que f(4)=B.

b) Z est un sous-ensemble de B tel que /~!(Z) est un ensemble
borelien dans 4.

Thése: Z est un ensemble borelien dans A.

Démonstration. Posons E= f~(Z). On a done:

fBY=12
fA—E)=B—2

f(p) étant une fonction mesurable (B), Zet 4 — E des ensembles
boreliens dans A, on en déduit d'aprés (III) que Z et B— Z sont
des ensembles analytiques dans B. Il en résulte — en vertu du
théoréme de Souslin?!) — que Z est un ensemble borelien.

et d’apréds a):

Théorémes généraux sur les cribles fermés.

Définition 1. Pour tout ensemble E(C XX Y et tout point £ X
posons:
A(E, §)= 13 [(§,n) e E]

Définition 2. Pour tout ensemble £(C X X Y et chaque classe K
d’ensembles contenus dans Y, posons:

I'(E, K)= 1;3 [A(E, §) ¢ K].

Aingi, dans le cas od X=1TI=Y, I'(E,K) désigne I'ensemble
de tous les nombres E¢l tels que la droite 2=¢£ coupe Z selon
un ensemble linéaire appartenant & K *). En particulier, si K se
compose de tous les sous-ensembles non-vides de I, I'(E, K) est la
projection de E sur V'axe des abscisses, et si K se compose de tous
les sous-ensembles de I, dans lesquels la relation <C n’établit pas
un bon ordre — I'(E, K) est ,l'ensemble criblé au moyen de E4
au sens de M, Liasin, ‘

En se servant du méme terme on appelle l'opération I'(E, K)
,Opération générale du crible*.

1) Voir p. ex. Hausdortf 2, p. 191, th. IIT.

%) Cf. Sierpifiski 11, p. 49 ou bien 10, p. 57.
11+
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Définition 3. K étant une classe d’ensembles contenus dans Y,
®(K) désigne la classe de tous les ensembles I'(F,K), ol F est
un ensemble fermé variable (contenu dans X X ¥).

Dans la suite nous supposerons toujours les ensembles de K
fermés et non-vides,

Théordme 1. Si K constitue un ensemble de classe o additive
(resp. multiplicative) dans 2%, alors I'(F, K) est un ensemble de classe
14~ additive (resp. multiplicative) pour tout ensemble fermé ¥ C X X Y.

Démonstration. Soit F un ensemble fermé fixe, contenu
dans X X Y. Posons

) ' H(z) = A(F, ).
H(x) est une fonction semi-continue !), done une fonction me-

surable (B) de premiére classe 2).
On a d’aprés (1) et la définition 1:

I'(F, K) = H-(K)

K étant un ensemble de classe a additive (resp. multiplicative)
dans l'espace 2* (qui est compact, done complet et séparable), on
déduit de (I) que I'(F, K) est un ensemble de classe 1 ¢ additive
(resp. multiplicative).

Dans le méme ordre d’idées on déduit de (II) le suivant

Théoréme 2. Si K constitue un ensemble analytique dans 2V,

alors I'(F, K) est un ensemble analytique pour tout ensemble fermé
FCXXY.

Désignons & présent par U un ensemble fermé, contenu dans
X XY, juniversel“ au sens de M. Lusin, clest- b.-dlre tel que F
étant un sous ensemble fermé arbitraire de Y, il existe un point
£ eX pour lequel on a: A(U, &)= F.

- La construction d'un ensemble fermé universel dans le cas d'es-
pace euclidien est bien connue %). Dans le cas général, oh les espaces

!) Voir Kuratowski 8, p 151,
) Ihid, p, 152.
%) Voir p, ex, 8ierpifiski 14,
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X et Y satisfont aux conditions énoncées au début (p. 161), X con-
tient un sous-ensemble V¥, homéomorphe i l'ensemble parfait non-
dense de Cantor. Or, tout espace métrique compact, domc en par-
ticulier l'espace 2Y, est une image continue de ¥'1). Soit done H(s)
la fonction définie et continue sur V et telle que H( V) = 2", Posons:

U=E[zeV, yeH(x)

Il résulte immédiatement de cette définition que U est un en--
semble fermé %) et que, pour tout sous-ensemble fermé F de Y, il
existe un point § e X pour lequel A(U, §)=H(f)=F'3).

Théoréme 3 4). Si F(U, K) est un ensemble borelien dans X,
alors K constitue un ensemble baralum dans 2Y.

Démonstration. Soit (comme auparavant) ¥V la projection
de U sur I'axe des abscisses, et posons pour tout zeV:

H(z) = A(U, 2).
Doue
(@) I'(U, K) = H(K)
H(z) satisfait aux prémisses de la proposition (IV) pour 4 =7V,
B=29", f(p)= H(x). 1l en résulte d’aprés (2) et notre prémisse
que K est un ensemble borelien dans 2.

On obtient de méme d'aprés (III), le

Théoréme 4. Si I'(U, K) est un ensemble analytique dans X,
alors K constitue un ensemble analytique dans 2".

Les théorémes 1—4 entrainent le

Théoréme 5. Pour que la classe P(K) soit contenue dans la
dasse des ensembles boreliens, resp. analyttques (dans X), il faut et
il suffit que K constitue un ensemble borelien resp. analytzque (dans 27).

Les théorémes 1 et 3 entrainent le ‘suivant

1) Voir p. ex, Hansdorff 2, p. 188

%) Voir Kurato wski 6, p. 161.

%) Cette construction est due & M. Aronszajn.

4) Ce théoréme est démontré en collaboration avec M-lle Braun.
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Corollaire 6. Si la classe ®(K) est contenue dans la classe
des ensembles boreliens, il existe un nombre ordinal & <<Q tel que
tous les ensembles de ®(K) sont de classe .

Démonstration. P(K) étant contenue dans la classe des
ensembles boreliens, 'ensemble I'(U, K) est borelien, Il en résulte,
d’aprés le théoréme 3, que K constitue dans 2" un ensemble bore-
lien, done un ensemble de classe §, pour un certain nombre ordinal
g<Q.

Or, le théordme 1 entraine que tous les ensembles de ®(K)
sont de classe 14~ 8. ‘

Notre corollaire se trouve ainsi démontré,

Ce corollaire implique la proposition suivanle, démoutrée sur une
autre voie par M. Sierpinski!): il n’existe aucune classe K telle
que ®(K) se compose de tous les ensembles boreliens.

Les cribles fermés et les enscmbles analytiques.

Nous allons considérer & présent les classes K telles que P(K)
coincide avec la classe de tous les ensembles analytiques dans X.

Désignons par

"M — la classe de tous les ensembles fermés indénombrables,
contenus dans Y; ‘

N — la classe de tous les ensembles fermés, contenus dans I,
dans lesquels la relation <C n'établit pas un bon ordre’);

0 — la classe de tous les ensembles fermés, contenus dans 1
et contenant des poinis irrationnels.

Enongons d’abord deux théordmes connus:

Théoréme 7. P(M) est la classe de tous les ensembles analytiques
dang X. ‘

Ce théoréme a ét4 démontré par MM. Mazurkiewicz et
Sierpifski dans le cas X= Y = une droite 3),

1) Voir 11, p. 60.

1) En d'auntres termes, un ensemble contenu dans I appartient & N, loraqu'il
contient une suite décroissante de points.
¥ Voir 8,
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Dans le cas général, la démonstration de Pune partie du théoréme,
d’aprés laquelle lensemble I'(F, M) est analytique, quel que soit
P'ensemble fermé F, se trouve dans le Mémoire de M. Kuratowski?),

Quant A la généralisation de la seconde, d’aprés laquelle pour
tout ensemble analytique Z( X il existe un ensemble termé F(C
C XX Y tel que Z=TI'(F, M) — elle n’exige qu'une modification
légére de la démonstration de MM. Mazurkiewicz et Sierpidski.

Voiei Pesquisse de cette démonstration modifide:

Soit Z un ensemble analytique dans X. L'axe des ordonnées ¥
étant compact et indénombrable, elle contient un ensemble M, ho-
méomorphe & l'ensemble parfait non-dense de Cantor. M contient
done un ensemble N, homéomorphe & 'ensemble de tous les nombres
irrationnels et tel que M/ — N est dénombrable.

Z étant un ensemble analytique, il existe une fonction f{y), dé-
finie et continue sur N, telle que f(N)=Z

Soit & présent « = ¢(y) une fonction définie et continue sur N,
telle que @(N)=N et que g~*(z) est indénombrable pour tout
z e N, La construction d’une telle fonction est bien connue ?).

Soit enfin F(y) = f(¢(y). Désignons par W limage de cette
fonction, clest-a-dire W=E[yeN; x==F(y)l On démontre faci-

‘ 5y

lement que Z=TI'(W, M), en vertu de la définition de la fonetion
F(y) et de l'ensemble N.

Théoréme 8. fD(“) est la classe de tous les ensembles analyliques
dans X (pour Y =1I). :

Ce théoréme est dii aux MM, Lusin et Sierpifski

M. Lusin a démontré que I'(EZ N) pour tout ensemble £
analytique, donc, en particulier, pour tout E fermé, est analytique 5).
Par conséquent P(N), est contenue dans la classe des ensembles
analytiques. M. Lusin démontre ce théoréme pour le cas X=Y=
une droite. La démonstration du cas général se trouve dans le Mé-
moire de M. Kuratowski®).

La démonstration de la seconde partie du théordme est dd
& M. Sierpifski, qui a construit pour tout ensemble analytique

1) Vo'r 4, p. 261,

% Voir p. ex. Mazurkiewics et Bierpifiski 8, p. 162.
3) Voir 8, p. 180. Cf. aussi sierpinaski 13.

4) Voir 4, p. 267,


Yakuza


168 C. Kuratowski et E. Szpilrajn:

lindaire Z un ensemble fermé plan F, contenu entre les droites
y=0 et y=1, ot tel que Z= I'(E N)") La géoéralisation de
cette construction pour le cas, quand I'axe des abscisses est un
espace métrique quelconque, ne présente aucune difficulté: il suffit
de remplacer lo systéme déterminant dintervalles {d, n,...»,} PAr un
systéme déterminant d’ensembles fermés. D'ailleurs la construction,
de méme que la démonstration, ne change pas.

Nous allons démontrer & présent le

Théoréme 9. P(Q) est la classe dé tous les ensembles analybiques
dans X (pour Y ==1I).

Démonstration, 1. Soit Ee®(0). Il existe donc un ensemble /'
fermé, contenu dans X X I tel que K== I'(F,Q

Désignons par N lensemble de tous les nombres irrationnels
contenus dans I et posons: 7'==X X} N.

11 résulte de la définition de @ que I'(F, Q) cofncide avec la
projection de l'ensemble F'7' sur l'axe des abscisses.

Supposons, en effet: £¢I'(F, Q). L'ensemble A(¥)§) contient done
an point 7 irrationnel. Le point (£ %) appartient ainsi & F7' et
par conséquent £ appartient & la projection de FT sur l'axe des
abscisses.

Soit & ‘présent £ un point de la projection de F'7 sur Paxe des
abacisses, Il existe done un nombre irrationnel ne N tel que (&, 7)e F'7T.
Par conséquent 'ensemble 4(Z, §) contient un point irrationnel, done
appartient & (. En d’autres mota £ ¢ I'(F, Q).

Nous avons ainsi démontré que lensemble &= I'(F, Q) est la
projection de I'ensemble #'7, qui est un G4. K est done un en-
semble analytique. ‘

2. Soit £ un ensemble analytique (C X. Il existe donc une fone-
tion z == f(y) définie et continue sur N, tel que £ = f(N).

Soit W Pimage de cette fonction, c'est-d-dire E [yeN; x==f(y)].

x5y

1) Voir 12, p. 76. 1l est & remarquer que le théoréme suivant, plus fort que ,

le théoréme de M. Bierpinski, subsiste:

Pour tout ensemble analytique lindairs, bornd E, s ewiste une fonction f()
continue sur I et tel que E=E[f-1(y)eN].
¥

La note do M, 8spilrajn, contenant la démonstration de ce théorbme, est
en préparation,
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Posons ¥ = W. Nous allons voir que £ = I'(F, Q).

Supposons, en effet, £ ¢ E. Il existe done un nombre irrationnel
neN tel que £= f(r). Done (£ u) e W F, d'oh 5 ¢ A(F, £).

n étant irrationnel, A(F, &) eQ, done £¢I'(F, Q).

Soit ensuite £ ¢ I'(#, Q). Il existe done un nombre 4 irrationnel
tel que ned (X, £), cest-d-dire (& u) e F. Mais f(y) étant continue
sur N, l'ensemble W est fermé dans 7= X X N, d'ot WI'=W; par
conséquent comme (£, 7)eF'T'= WT, alors (£, )e W. En d'antres mots
E=f(n), d'od il vient £¢ E.

Le théordme 9 se trouve ainsi démontré.

Les théorémes 7—9 impliquent, en vertu du théoréme B, le suivant

Théoréme 10. Les ensembles M, N et O sont analytiques et
non-boreliens.

Car. si 'on pose X == I Vespace X contient un ensemble ana-
lytique non-borelien,

Lrapplication des cribles — comme nous 1'avons remarqué dans l'introduction —
n'est essentielle  que lorsqu'on démontre que les ensembles M, N et Q sont non-
horeliens,

Quant & la démonstration que ces ensembles sont analytigues, la méthode sym~
bolique de MM, Kuratowski et Tarski permet d'obtenir ces résultats d’'une
fagon directe, On a notamment:

FeWM==23(D et purfait) (DCF)
D
FeN=3I3(z«F) (o< x—-y<l)
y nx ”
FeQ=2(x est irrationnel) (xel').
* b
Lea ensembles parfaits formant un ensemble Gy dana l'espace des ensembles

formés 1), M, comme projection?®) d’un Gy, est analytigue. N est projection d'un
Foy ot O d'un Gy; ce sont donc aussi des ensembles analytiques.

1) Théoréme de M, Banach, voir Kuratowski 4, p. 260.
%) Voir Kuratowski et Tarski 7, p. 243.
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Sur I'hyperespace d’un continu.
Par

Stefan Mazurkiewicz (Warszawa).

E étant un espace métrique et compact, désignons par 2° 'hy-
perespace de E c. & d. 'ensemble de tous les sous-ensembles fermés
pon vides de E, métrisé par la distance de M. Hausdorff1) Nous
désignerons les distances dans E, 2F, 22% par ¢, 0;, 0, Tespective-
ment, les diamétres par d, d,, d;.

Je vais supposer dans la suite que E est un continu.

9F est -alors un continu ¥) ,arcwise connected* *). Ce continu est
péanien, si E est péanien 4) et vice. versa 5., '

Suit (r, ) un systeme de coordonnées polaires, p, le point r==0,
P un ensemble parfait, punctiforme, situé sur la circonférence r= 1.
Jappelle étoile de Cantor, 'ensemble-somme de segments réctilignes
pap, ob p e P. | 3}

p, est le centre, les points pe P — les extrémités, les segments
po p les rayons de Petoile. Deux dtoiles de Cantor sont homéomorphes.

Théoréme. L’hyperespace 25 d'un continu E est limage continue
dune étoile de Cantor.

Lemme 1. Soit: X, e 2%, X, €25, Y, €25 Y, e25 (X, )=
iz aX, ) XCX Y,CY,. Alors: ¢ X, h)=si1=
= o0&, T

1) Hausdorff; Mengenlehre 1927, § 28. Le symbole 2F a été introduit par
M. Kuratowski, Fund. Math XIII, p. 269 ss. .,

%) Vietoris: Monatsh. f. Math, u. Phys. XXIII, p. b6, Bata (B ).'

%) Borsuk-Magzurkiewics: C. R. de la Soc. Scient. de Varsovie. Séance
de 21 Mars, 1931, "

4 Vietoris: 1, ¢., p. 66, Sats (9'). .

5) Wanawski:,l‘und. Math, p. 214—23b en part p. 283, théordme XXIV,
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