292 C. Kuratowski.

Qe dernier théordme résulte dailleurs directement du théor.
du N4: si l'on décompose I'ensemble N en ensembles N, ...+ N,
fermés, disjoints et tels que d[ f(N,)] << &, V'égalité

A= f) ...+ A,

présente la décomposition demandée. De plus, si & la place de ¢
on considére une suite &, &,..., &,... tendant vers 0, on
obtient une suite des déecompositions du genre envisagé de fagon
que les termes de la décomposition k - l-éme proviennent d’une
subdivision des termes de la k-2me décomposition 1). Il suffit, en effet,
de subdiviser les ensembles N;,..., Ny.

%) Pour les décompositions de ce genrs, voir Hurewicz Annals, L. ¢
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Sur un théoréme de Hessenberg?).
Par
Gabriel Sudan (Bucarest).

G. Hessenberg a démontré le théoréme suivant: »
» Tout nombre initial est un nombre principal additif“.

Dans cette note on va généraliser ce théoréme pour une certaine
classe de fonctions tranfinies: fy; fi; f33... fi... définies comme
il suit: '

Soient d'abord 8 et y deux nombres- ordinaux queleonques ef
f(x) une fonction de la variable z. On désignera par ¢.(8, f(=), )
la fonection qui satisfait & la récurrence suivante:

0:(8, (), 0)=§
0B, (@) v+ 1) = fle.(B, f(2), »))
Qx(ﬁ: f @), lim {7}) = hym {Q:(ﬂ) f (), 7)} .

Les valeurs de g, sont donc des itérations répétées de la fone-
tion f(x), la valeur intiale étant 8. On pose maintenant:

_ So=folay, v)=a, +7;
et pour i >0:

_fl Eﬁ(ﬁh (354"“1 181) a,, ‘ﬂ) = ex(ﬂhﬁ—-l(ﬁn ‘.827"'7 pivlla X, ai)! ”) ’)-

1) La présente note est en étroite liaison avec un travail publié dans les Math.
Annalen Vol. 106: ,Zur Jacobsthalschen transfiniten Arithmetik* ot qui sera dé-
signé dans la suite simplement par Z. J. ir. 4. Pour tout ce qui concerne les
notations que nous employons ici, le lecteur trouvera, dans le travail mentionné,
les explications nécessaires.

1 Z. J. tr. A, Pag. 40.
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On va démontrer que

Tout nombre initial est un nombre principal pour toute fonction
f; s'il est plus grand que tous les nombres de la suite By, B,..., 8, ).

Pour i =0 c'est le théoréme de Hessenberg. Pour i=1 et
i=2 on obtient encore des résultats connus; Tout nombre initial
est un nombre J et un nombre &

Il suffit de démontrer le théoréme pour le cas ol

=0 =...=8=2.

En effet, la fonction £; satisfait au théoréme suivant: Tout nombre

principal de f£(B1, Bs..., Bi, @, v) est ausi nombre principal de

fi(Bys Bayeres Biy @syw) il est plus grand que tous les nombres de la
suite 8, B;,..., 0 La condition est nécessaire et suffisante ?). Done
tout nombre initial, nombre principal de fi(2,2,2,..., @, ¥), sera
aussi nombre principal de fi(8,, Bs,..., B, @, ¥) #'il est plus grand
que tous les nombres fy, f,,..., B

Lemme 1. Soient: 8,>1 (j=12,...,9; &,>1; »>0
4, = Max (B,, fu,..., B: @, ¥)
et |4,| le nombre cardinal de A, Si |4 =, on a:

[4] = I.ﬁ(ﬁl, Bar--ey Bry sy ”)I

Le lemme est évident pour f,. I! suffit donc de démontrer que,
#il est vrai pour f;, il le sera aussi pour f,,; ce quon va faire
en utilisant l'induction par rapport & ».

Pour v=1 on a:

fH—l(ﬂh ﬁn“') ﬂia ﬂi+11 al-l-l; 1) = Qz(ﬁt+17ﬁ(ﬂla ﬁir-'v ﬂlv Z, at’+1)s 1)

c’est-a-dire:

IfH—l(.BD ﬂzs-“r ﬁia ﬂl+1r ai—i—la 1)} = Iﬁ(ﬂn ﬂh'-'a ﬂn ﬁi+11 ai—l—l)l = I'{l-}-ll'
D’autre part, si ¥ =1 et si

lfH-l(ﬂu A By iy, "’)| = Mu-ll-

1) On suppose & >1 (j=1,2,...,4). Z J. tr. A, Pag. 41.
1) Z. J. tr. A, Pag. 42. Théoréme II.
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on aura aussi:
[ fig1Bas Bss-evy Biprs @igay ¥ + 1| =4l
En effet:
| fua (Brs Bay-- s Buprs @iy v+ D)=
= | filBsy Bss---5 Bis frxa(Brs Bas---5 Biay Buaas ¥), Gya)|-
On a supposé le lemme vrai pour f;. Le nombre cardinal de

fi(Bys Bs- X By frr1Brs - -y Buay Gigay ¥ Cuy) 088 done le méme que
celui qui correspond au plus grand des parametres qui se présente

dans f£;.
Puisque » =1 on a !):

Max {8, B33 B3 f 1 (Brry Bir1y Begar ), aH—l}=f i+1(ﬂ1)"'9 By i1y ¥)
c'est-a-dire :
‘ft(ﬁn Bas-- s ﬂnfu-l(ﬂu---’ Birrs G ), ai+1)l=
= lﬁ+1(ﬁl""s By @u, "’)|=|}~1+1|-

Soit maintenant » un nombre limite, par ex. »=lim{y}. On

aura d’abord:
I"’l = “"-H"

Done, si pour tout nombre y (élément de {y}) on a:
| St Brs Base e Bias @upsy I Al

on aura de méme:
| fera(Bys Baseees Bias @ipas )| = | Augal - |7]-
@) =A™
Puisque |444| =X, on a:
|11+1|’=ll,~+1l-
Et, comme le signe < ne saurait subsister dans-(1) & cause de

la relation :
fi+1(ﬁu Bay-- -y Buas Bepas V)= A ?)
on arrive i

|fl+1(ﬁn Baye - or Biprs Beprs v)|= H’H—ll'

% Z. J. tr. A. Pag. 42.
%) . J. tr. A. Pag. 42.
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ce qui prouve que le nombre cardinal correspondant & la valeur
de la fonetion f;,, est le méme que celui qui correspond au plus
grand de ses paramétres.

Les nombres principaux de f;, rangés par ordre de grandeur,
constituent un ensemble bien-ordonné. Dans le cas oi la suite
B., Bsy--., Bi ne contient que des nmombres finis, le premier élément
de cet ensemble est . On peut done désigner les nombres princi-
paux de f; par une seule lettre, par ex. § affectée de deux indices:
g .i indique que &, est nombre principal de f;, et & est le nombre
ordinal de l'ensemble formé par les nombres principaux de f; plus
petits que £.%). On a par ex.: § = o. L'indice « jouit de la pro-
priété suivante:

Si a est un nombre limite, par ex.: a=lim {y} on a:
& =lim {£}.
En effet, la limite d'une suite de nombres principaux de f; est
encore un nombre principal de cette fonction ¥). Soit alors:

£ —lim (&),

" Le nombre 8 est plus grand que tous les éléments de Ia suite {y}.
1l est done plus grand ou au moins égal 4 sa limite:

f=e
D'autre part, de @ ==lim {y}, on déduit:
g>¢
pour tout y, élément de {y}. &, est domc plus grand ou au moins
égal A la limite de la suite {§;}. Clest-a-dire:

o £=8,
ce qui entraine
a=4
On aura done:
a=_4

Lemme II. Zout nombre principal & de f; (2,2,...,2, a, %)
appartient & lo méme classe de nombres que son indice a si cet indice

') Pour plus de précision nous supposerous g, == g8, == f, =...= §i=2.
% Z, J. tr. A, Pag. &4,
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esi plus grand ou au moins égal & w. Dans le cas oit « est un nombre
fini, le nombre E. est dénombrable.
En effet, on peut démontrer !) que l'on a:
£ =rfu:(2,2,...,2 0-a)
Done, pour &= w, on aura, d’aprés le lemme I:
el =]w - al=]el;
et, pour ¢ << w:
&l =|w- | =]o].
Considérons maintenant un nombre initial queleonque @, et le

nombre principal £ qui a pour indice ce nombre initial. On a évi-
demment :

§=0

Considérons, d’autre part, la suite {£} formée par tous les nom-
bres principaux de f; dont I'indice est plus petit que 2. On a:

fo=Ilm{f} »< Q)
De y << 2 on déduit, & I'aide du lemme II,
, &1<19]
ce qui veut dire:
5<Q

La limite de la suite {£} sera donc aussi plus petite ou tout au
plus égale & Q. Cest-a-dire:

=<0
Done:
fo =0,
et le théoréme est démontré.

1) Z. J. tr. A, Pag. 50.
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