Sur une classe de dendrites.
Par

Stefan Mazurkiewicz (Varsovie).

M. Cech a posé le probléme suivant 2).

Trouver les conditions nécessaires et surffisantes auxquelles doit
satisfaire un continu C, pour qu'il existe une fonction réelle continue
sur C et ne prenant chaque valeur quun nombre fini des fois au plus.

Trois conditions nécessaires ont 6t4 données par M. Cech ).
Je me propose de donner la solution du probléme dans le cas oh C
est une dendrite ¢. & d. un continu péanien ne contenant aucune
ligne simple fermée 3).

L. Remarques préliminaires.

1. Soit 4 un espace métrique, compact, f(x) une fonction con-
tinue pour z e 4, transformant 4 en un ensemble B, ce que j'indi-
querai en ecrivant B = f(4). Pour 4, (C 4 je poserai f(4,)= 2 f(x)

Pour y ¢ B je vais désigner par f~(y) ensemble de tous les x tels
que f(x)=y. Chacun de ces ensembles sera nommé tranche de f(2)9).
8i tout f~'(y) est fini je dirais que f(x) est une fonctions & tranches
Jfinies. Jo dirais enfin en suivant la terminologie de M. Qech quan
continu posséde la propriété P, &'il existe une fonction continue
4 tranches finies le transformant en un arc simple.

2. Boit D une dendrite, beD; b est une extrémité de D, un
point ordinaire de D, un point de ramification de D suivant que

1) Dans une lettre &4 M, Baks,

1) comp, la Note précédente.

?) Dendrite = acyclic curve =— Baumkurve,

9 comp, Kuratoweki: Fund. Math, XI, p. 169—186 en part. p. 181, Je
modifie un peu la terminologie de M. Kuratowski.
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D —b contient un seul, denx ou plus de deux constituants. Dési-
gnons par E et R l'ensemble des extrémités de D et Iensemble
de ses points de ramification. On sait que R est dénombrable et
que E est un G, %)

Si beD, ceD, il n'existe dans D qu'un seul are simple aux
extrémités b et ¢ ®); nous le désignerons par (bc),

3. Soit U D; jappelle point limite bilatéral de U tout point
beD tel que 'on a pour deux constituants T, 7y de D—bla
relation:

1) be(mXUY X(TuXUy=(Ty X Uy X (T, X UY

Désignons par @(U) la ,cohérence bilatérale* de U, c. & d. en-
semble de points limites bilatéranx de U, contenus dans U 7). Posons:

o,(U )=
(2) Do 1a(U) = O(P,(V))
P.(U) =11 @,(U)
f<a

a-nombre ordinal
a-nombre ordinal de seconde espéce.

vl

Il existe un premier nombre ordinal Zf%) tel que @,y (U)=
= @y312(U). On a: A(U) << Q; jomets la démonstration de cette
inégalité, car elle est évidente si U est démombrable, seul cas que
nous aurons 4 considérer. Posons: M{U)= @, (U). Si M(U)=0,
nous dirons que U est réductible par Uopération .

4. Nous définirons maintenant une operation ¥ applicable aux
dendrites (incl. Pensemble vide et I'ensemble se réduisant & un seul
point). Posons:

D)= (xy) si R0
xeR
(3) YR

TD)y=0 si B=0

5 Kuratowski—Zarankiewics: Bull. Amer. Soc; 1927, p. 571—575.
Wazewski: Ann, Soc. Pol. 2 (1923) p. 169. Menger: Math, Ann. 96 (1926)
p. 74 Gehman: Trans, Amer. Soc. 30, p. 63~ 84 Menger: Math, Ann 95,
p. 282.

% Mazurkiewicz: Fund Math, II, p. 123,

7) L'opération @ dépendant de D, il faudrait écrir & Ia rigneur @ au lieu
de @; mais si UC D;C D alors @0:(U) = @2 (U); done si 'on se borne & con-
sidérer 'opération & pour une dendrite fixe D et ses sous-dendrites, on peut sup-
primer l'indice D, On pose: &(0)=0.
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(D) est un continu (C D, contenant R et irréductible par rapport
i ces propriétés. Soit:

I, (D) = ¥(D)
@) Topa(D) = E(To(D))

¥,(D) = IT Ty(D)
f<a

« nombre ordinal < £

e pombre ordinal de seconde espéce < Q.

11 existe un premier nombre ordinal #(D) < 2 tel que &)\ (D) =
=T, py1(D). Posons N(D) = (D). Si N(D) = 0 nous dirons que
D est réductible par l'opération &,

6. 8i N(D)=0, alors E est clairsemé (donc dénombrable 8) et vice
versa. Supposons que E contient un sous-ensemble H dense en soi,
Soit: D, = ¥ (D) et désignons par K,, R, l'ensemble des extré-
mités resp. l'ensemble de points de ramification de D,. Un point
d'une dendrite qui est point-limite des extrémités de cette dendrite
est aussi point-limite de ses points de ramification; d’autre part,
lextrémité d'une dendrite est encore l'extrémité de toute sous-dem-
drite qui la contient. Done si H(C L, on aura H(C R.CR.C
C&(D,)=D,yy done aussi HC E,,,. Comme H(C E, on aura:
HC E,pyCDypy= N(D), c. & d.: on a N(D)=0.

Supposons maintenant que F est dénombrable; il en est de méme
pour E,. Rangeons les points de £ en une suite: a;, ay,... 6t considérons
un point ce E,. Si c¢ E -+ R posons @(c)=rc. Si ceE,—(E-+ R),
alors D— ¢ se decompose exactement en deux constituants. D, —c
étant connexe et (C D — ¢, l'un de ces constituants contient D, — ¢,
l'autre que nous désignerons par 7)(c) est disjoint avec D, —c.
T4(c) étant une dendrite contient au moins deux extrémités®), done
au moins une extrémité différente de c; cette extremité est évi-
demment une extremité de D; done 7),(¢) X E=0. Posons: g(c)=a,,
a;, étant le premier point de la suite {g,} contenu dans Ty(c). La
fonetion @(c) est définie pour tout ce &, et on a p(c)e K + R. Jo
dis que pour ¢, 5=¢; on a ¢(c;) 3= @(c;). Cest évident si ¢,e £+ R,
¢yeE~- R Si 'un des points ¢, ¢, p. ex. ¢, est contenu dans
E 4 R, Tautre dans E, —(E+ R), on a: ¢(c;)=c,e E,C D, et
9(¢s) € Ty(c,), doae comme Ty (c,) X D=0 il en résulte: g (e,)=p(c,).
Soit enfin ¢, e B, — (E+4R) et c;e E,— (E+4R). Si on aurait

*) Un Gy dénombrable est clairsdmé ot vice versa (Théor. de M. W. H. Young).
!) Masurkiewicz: Fund. Math, II, p, 119—180.
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@(e) = @(ca) on aurait: Ty(e;) X Ty(ey) 0, dome Toley) = To(a)
et: cg e To(c)) X (Dy—¢;) e & d. Ty(c;) et D, — ¢, ne seraient pas
digjoints ce qui est impossible. On voit que ¢(¢) établit une corres-
pondance biunivoque entre E, et une partie de l'ensemble dénom-
brable E -4 R. Done E, est dénombrable. En particalier By, est
dénombrable, done eclairsémé. Soit ¢ un point isolé de E,p). Sup-
posons R,py== 0 et soit ¢’eB,p. Comme c'e E,p— Eyp on
a ¢ non e R, 5. Soit ¢’ le premier point de Varc (¢'c’) & partir de ¢’ con-
tenu dans E’;,;)— Pensemble [D,,p — (¢’ ¢’*)]4¢ est un continu contenant
y sy done contenant QT(DMD,)-—— D,.(n)+x=D,,(n) done contenant ¢’
ce qui est contradictoire. Done: R, py=="0, done Dypyyy = N(D)=0
e q f d

IL. Les conditions néecessaires.

6. Si la dendrite D posséde la propriété P alors E est dénom-
brable. C’est un cas particulier du théoréme 2 de M. Cech ).

7. 8i la dendrite D posséde la propriété P, alors M(E)=0.
Supposons au contraire M(R)==0 et soit f(x) une fonetion continve
A tranches finies transformant D en un intervalle fermé.

Lemme. Soit H un ensemble fermé, I un intervalle fermé,
q e M(R) — H un point tel que f(g) est intérieur & I; il existe alors
deux points ¢, 7’ tels que:

® fgr)CI

(6) ¢’ e M(R)— [H+(gr)]
) HX (gr')=0

(8) f(g') est intérieur a f{(gr’)).

Soit f(q) =@. H étant fermé et f~'(a) fini il existe un 4 >0
tel que les inégalités

9 o q) < 1; zeD; ze(zq); 2F¢
entrainent:
(10) @) X H=0; fleg)CIL; fle)Fa

il en résulte que lintervalle fermé f((x¢) a @ comme extremité.

10) v, la Note précédente.
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D — ¢ contient trois constituants 7), i=1, 2, 3 tels que:
(11) g e(Ty X MR)Y X (Ts X M(R)Y

considérons trois points 2, i=1, 2, 3 tels que 2z,¢ T} o(2;, q) <1
Parmi les trois intervalles fermés fi(2; ¢)) il-y-en a deux qui ont
pour extrémité gauche (resp. droite). Moyennant une permutation
d'indices 1, 2 resp. un changement de f(x) en 2 — f(x) nous
pouvons supposer que f((2, ¢)) et un des intervalles f((z¢)) i=2,3
ont a'pour extremité droite; désignons par »’ le premier des deux
points 2, 2, pour lequel £((2, ¢)) & @ comme extremité droite. On a évi-
demment (5), (7) et (g7) X Ty =0; f(r')=f << . D'aprés (11) nous
pouvons détérminer ¢’e(7; )X M(R)) de maniére & avoir: ¢(g,¢’) <7 et:
|f(¢)—a|<a—B. Ce point satisfait & (6), reste & démontrer (8),
ce qui revient & démontrer l'inégalité: f(¢’) < @. Or ¢ et 2, étant
contenus dans le semicontinu 7; on a: (9'2) C Ty X [(¢'q) + (g2,))-
Soit ze(q'2) alors 2¢ Ty, done z=f¢ et comme z¢(g'g) + (g2,)
on aura f(2) 3= a. Liintervalle fermé f((¢’ v,)) ne contient pas @ mais
contient f(2,) <<, done il est eitué entiérement & gauche de «;
done f(¢') <@ et le lemme est démontré.

Détérminons deux svites de points: gy, gy,..., et s,, 85,... de
maniére suivante,

(I) ¢ est un point arbitraire de M(R); 'gq,, s, sont tels que
g € M(R) — (g0 %) et que f(g;) est intérieur & lintervalle f((q, ,));
ces points existent d'aprés le lemme,

(IT) Sapposons détérminés: go, g1,...y sy 81y 8,.., & de manidre

=1
que g; e M(R) ——;_2; (9:8:41) et que f(g:) est intérieur & Iintervalle

JSU@r-18))- @41, 8iyq sont deux points, tels que

(12) (@ 9445) C S (@a-2.89)
(13) Ghire M(R) — 2 (9 5:42)
| =
(14) (@8 84) X 3 (@151) =0
(16) Ff(@ays) est intérieur‘-; l’inte‘rvalle JLCA™))

Pexistence de ces points est une conséquence du lemme.
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D’aprés (14) on a pour k== j:
(16) (97 8142) X (95 840) = 0.

Diaprés (12) IT f((@esern)) 05 soit y' e 1T f((qu 84y). Liare
(@s s»41) contient un point z, tel que f{x,)=y’ done z.ef'(¥)
Les points x, étant différents entre eux d'aprés (16), on voit que
f7'(y) contient une infinité de points, conirairement & la supposition
que f{2) est & tranches finies.

III. Les conditions suffisantes.

8. Si M(R)= N(D)=0 alors D posstde la propriété P. La
démonstration procédéra par induction transfinie. Nous ferons d'abord
quelques remarques et nous considérerons quelques cas particuliers.

9. Si la fonction continue f(x) & tranches finies transforme le
continu C en un continu possidant la propriété F, alors C posside la
propriété P.

10. Soit C un continu possédant la propriété P, z,¢C; 2, ¢ C;
J un arc simple aux exirémilés y,, y,. Il existe une fonction conlinue
a tranches finies f(X), telle que f(C)=J, flx)=1y, i=1,2 —
Jomets la démontration de 9 et 10.

11. Jappelle étoile une dendrite n'ayant qu'un seul point de
ramification; z, étant ce point, une étoile est de la forme: 1.2 (zo %)

olt: (2 @) X (% ) = @, pour k = j; si la somme est infinie alors *):
lim 8((z, 2,)) = 0. Une étoile posséde évidemment la propriété P.
k=00

12. J'appelle peigne une_dendrite D de la forme: D= (=, z3)+
= :‘J (yx 24) ol
(17 @)XWz =% Y%Fwn =12
(18) ez X (y2) =0  kj.

On a: B =%’ka (2, ).

Si pour une peigne D on a M(R)=0, alors D posside la pro-
priété P. C'est évident si A(R)=0, car alors R= O, (R)==0 et la
peigne se réduit & un arc simple.

11) §(A4) = diamétre de l'ensembls A.
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Soit maintenant A(R)==a < 2 et supposons que le théordme
est vrai pour toute peigne D* telle que M(R¥)=0, A(R*) <aq,
R* désignant 'ensemble de points de ramification de D¥*,

D'aprés M(R)=0, A(B)=ca on aura:

(19) B=Y'[B,(R)— Gpn(B)).
0<f<a

Considérons un point y,. D'aprés (19) il existe un g, << a tel
que y, € Dy (R) — By, (R). Les deux arcs semi-ouverts: (2, ys)— y,,
i=1, 2 sont contenus dans des constituants différents de D — g,
Le point y, ne peut pas étre simultanement point limite de (x, y,) X
X @y, (R) et (x5 y3) X Dy (B), car il serait alors point limite bilatéral
de @, (R) donc point de @, ., (R). Il en résulte que l'on peut détér-
miner un point f e (z, ) — R tel que:

(20) (b ys) X dip‘(R) = Yr

Détérminons une suite d'entiers: k,, k,,... et une suite de points
vy, Oy de maniére suivante: I) k, =1, v,==¢,; II) Supposons détér-
minés ky, ky,..., kpy vy, ¥;..., v, de manitre que: v, ¢ (%, 7;) — R,

n==1,2,...,m. Soit k,,,,le plus petit entier pour lequel: y, MleR—Z'm(yknv,)
-]

et v,,,, un poiht de (ys, 410 +1) —R tel que (y,, " Vpyr) X §1(y 1Y) =0.
On a les relations: "

(21) RC Y (s,

(22) Op € (2 73) — B

(23) (¥,%) X (44, 0) =0  m=fn
(29) U1, 0m) X Dp, (B) =9, .

Posons: "
(25) R =R X (%, %)) — th,
(26) D n (zﬁmvm) + 2 (!Iz vi)-
Yic Ry

Draprés (22), (25), (26) on voit que D, est une peigne et que B,
est Pensemble de ses points de ramification, D’aprés (24), (26):

@1 wh,,(Rm) = [‘Dﬁ.m(ﬁ) X (.’/A,,. Um)] — Y, = 0.
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Done A(R,) =< f; << e. D, est par suite une dendrite possédant
la propriété P et d'aprés 10 il existe une fonetion continue i tran-
ches finies f,(), telle que: £,(D,.)= (¥ V) ful¥s,) =¥+ fu(Om) ="
On a de plus: ¢(, f,.(z))=d(D,,) et comme d’aprés (28}: D, X D,=0
pour m ==n on aura: lim §(D,)==0. L'inclusion (21) montre que:

(28) D= (@)~ Y (s,00) |+ 3 Du=B+ Y D.=B+ YD

Définissons f(2) par les formules: f{z)==x pour z¢ B et f(z)=
= fu(®) pour z¢.D,. En se servant des propriétés de £, (x) et de
la relation: BX D, = Ys,,+ vm on vérifie sans peine que f(z) est
continue. On a pour z e B, f~'(z) ==z et pour ¥ e (4 vny f () =
= f,'(y).- Done f(x) est & tranches finies. Enfin:

@) fD)=FB)+ Y fuDu) =B+ 3 (zom) = (&1 7).

Done D posséde la propriété P et notre théoréme est démontré
par induetion.

18. Soit D wune dendrite xy¢ B, 2,6 D —x, Si toute dendrite
contenue dans D — x, posside la propriété P, alors il existe une fonc-
tion continue & tranches finies f(z) teile que [(D)=="(xo 2,); f~(x0)=="%,.

Soit 2, 2,..., une suite de points, telle que: }ix: =Ty}
216 (%o 24) — [E + R+ 24} Posons: Ly=D et désignons pour
k=1,2,... par L, celui des deux constituants de D —z, qui con-
tient x,. Soit Q, =TI, X (D—Ly), k=1.2,..., @, contient 2,
et z, et il est la partie commune de deux dendrites, done c'est un
continu, une dendrite étant un continu unicohérent !?). x, n'est pas
contenu dans @,, done @, posséde la propriété P. D'aprés 10 il
existe une fonction continue & tranches finies f,(z) telle que:

(80) ,fﬁ(@h) = (a1 2); fil@e) =215 file) = 2 o, file) = d( )
D’autre part

(.31) 0: X QH-] =IHXEX (D—L‘)X(D—L,,H):-
=_L_x>< D—Ly==
ot 8i [ =2:

33) C, Kuratowaki: Fund. Math, XII, p. 311.
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(32) ' -Z;-{-I—I C T‘-k+l C L,

(33) Qk X QH»:"—‘ Zk—q X —En+z-1 X (D - Lt) X (D — LH—I) C
CLX(D—L)=0

(34) (a2 X JILCEO— L)X TanC D — L) X Ly =0

le0

(85)  (mo2) X _Ioi L=+ 2 [(z,‘_lz,) X ” fli] == .

1m0 208 1m0
00 e - 3
Jo dis que: 2, = II L,; supposons en effet le contraire et soit
1=0

o
o' e II L, — x,; x, étant une extrémité de D on a:
im0

(36) (@' 25) C (D — @) X (&’ %) - (%0 20)]
(87 (@' 2) = [(#" 20) X (' mo)] + [(" 20) X (20 29)]
(88) [('2) X (=" 4)] X [(26" 2) X (204 2)] C (D — 4) X (2" ) XX (xo 2,)==0

car IT L; étant un continu et contenant 2’, z, contient aussi (' x,).
=0
Daprés (38) (z'2,) est contenu soit dans (x’x,), soit dans (,2p);
x
mais c'est impossible d’aprés (30). Done D ==y} 3 Q.. Posons:
k=l

fl@)) =23 f(#)=/fi(z) pour zeQ,. En se servant de (30), (31),
(33) et de ce que lim 6(Q;)=0 on voit sans peine que f(z) est

continue. On a f(D) =1z, +§i Fi(Q0) = 7, _|._‘ _2': (2e-124)=( 2,). Enfin

(39) (@) =2,
(40) f_l(z) = f; i'(y) pour ye (Ze-128) — (261 +22)
(41) S @) = fit (20 4 fida(20)-

Les formules (39)—(41) montrent que f(x) est & tranches finies.
14. Soit D une dendrite, x, € D. Si toute dendrite contenue dans
D — =z, posside la propriété P, alors il en est de méme pour D.
Désignons par 73, Ty,..., les constituants de D — z,; x, étant une
extrémite de T, et , désignant un point arbitraire de 7, il existe
d'aprés 13 une fonction continue i tranches finies f,(z) telle que:
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SalT) = (2 22); f (o) = x,- D'autre part: D =z, + 3 T, Posons
&k

J(@) ==¢; f(#) = fi(x) pour ze T, La fonction f(z) est évidem-
ment continue et & tranches fivies car pour ye(w,,) —x, on a:
S =/'w) ot (@) == Eofin f(D) =3 @y3,), ¢ & d. f(D)
est une étoile. D'aprés 9 et 11 il en résulte que D passéde la pro-
priété P.

15. Nous pouvons maintenant démontrer le théordme 8. Il est
vrai pour (D)= |, car alors D ne contient aucun point de rami-
fication et se réduit par suite & un arc simple. Il suffit done (en
tenant compte du fait que @,(D) est fermé, done pour N(D)=0,
u(D) de premitre espdce) de démontrer I'énoncé suivani: si foule
dendrite D* telle que M(R*) = N(D*) =0 el p(D*)=a < Q posside
la propriété P, alors toute dendrite D telle que M(B)=N(D)=0
et w(D)==a -+ 1 posséde la propriété P. Considérons I'ensemble
U,(D); comme T[T, (D)]=N(D)=0, ¥,(D) eést un point ou un
are simple. Suppusons d'abord que U, (D) se réduit au point z,
Soit D*(C D —=x, une dendrite. On a: T, (D*;(C Dy, X ¥, (D) C
C (D — z) X (%) = 0; d’autre part: M(R*)(C M(R)=0. Done D*
posséde la propriété P. Donc d’aprés 14 D posséde la propriété P
e q f. d

Supposons en second lien que ¥,(D) est un are simple. Cet are
est contenu dans un arc simple (z, x,) saturé dont les extrémités
gont des extrémités de D 1%). Désignons par gy, ¥,,... les points de
(@, 25) X B=R, et par Tj, T,,... les constitnants de D — (2, Z,).
Svit U, l'ensemble somme de tous les 7 tels que: T, X (x; 23) =Y
2, un point arbitraire de U,. Considérons le continu Uj. On a:

(42) B, U)CU X T(D)y=y,

done U, posstde la propriété P. D'aprés 10 il existe une fonetion
continue & tranches finies f,(<) telle que: fi(UL) = (¥ 2); Sl =9
Posons f(z) ==z pour ze(x,2,) ot f(z)=fi(z) pour z ¢ Uy. Comme
D= (z,z,) = %’ y,, on aura:

(43) fDy=(@m)+ Y thra)=D
k
et on vérifie sans peine que f(z) est continue et b tranches finies.

19 Mazurkiswics: Fund. Math, 11, p. 120—130.
Fundamenta Mathematicae. T. XVIIL 7
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D'aprés (43) D, est une peigne ayant B, comme ensemble de points
de ramification, done M(R,)=0. D'aprés 12 D, posséde la pro-
priété P, done d'aprés 9 il en est de méme pour D ¢ gq. f d.

IV. BRésumé.

Les résultats de II et III nous permettent d’énoncer le théoréme
suivant:

Théordme. Soit D une dendrite. Pour qu'il ewiste une fonction
continue & tranches finies transformant D en un arc simple il faut
et il suffit: a) que Uensemble des extrémités de D soit dénombrable,
b) que U'ensemble de points de ramification de D soit réductible par
Vopération @ de cohérence bilatérale, définie duns 3.

=

Warssawa 7/IV. 1931.

Sur la représentation des fonctions aux points
de continuité approximative par des intégrales
singuliéres.

Par
Isidore Natanson (Leningrad, U. R. 8. 8)).

Dans cette Note je vais examiner quelques questions, relatives
4 la représentation des fonctions aux points de continunité approxi-
mative par des intégrales singulidres.

M. H. Lebesgue, dans son important Mémoire ,Sur les inté-
grales singuliéres® (Annales des Toulouse, série ILI, tome I, 1909),
avait établi la condition nécessaire et siffisante pour que I'on ait la
relation

lim [ 70 9.t 9) &t = £(0)

quelle que goit la fonetion f{#) bornée et approximativement continue
dans le point =

(11 est vrai que M. Lebesgue avait étudié les points, dans -
lesquels a lieu la relation

lim 7 f |+ 2)—f@)] de =0;

or, pour les fonctions bornées, la classe de ces points-ci coincide
avec la classe de points de continuité approximative).

Autant,’ cependant, la démonstration du théoréme, concernant ce
sujet, a été simplement indiqué par M. L ebes g ue, nous nous permet-
tons de donner dans tous les détails la preave de cette proposition de
Péminent auteur. A ecette question est consacré § 2 de la Note
présente. ‘
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