22 Karol Borsuk:
erfillt nach (39), 29, 4° und (38) die Ungleichung
0@ pu(@) < % In (%) + %— Than (—,l;) ,
woraus sich nach (37) und 29, 20, 4°
HUACRAIES 117,.( )+ ﬂm.( )—{—3 ﬂu(ki1)<%n¢ (%)

fiir je zwei zu einem Simplexe des Netzes 0,;; gehérende Punkte
2,y von M, ergibt.

Setzen wir also P == Py, M= Mk, M = .ATk - Nk+1+ Tk+1, 0 ==

= 0jyy und m ==n, so werden alle Voraussetzungen des Hilfssatzes
31. erfiillt, woraus die Existenz einer Erweiterung ¢, von ¢, auf
M’ folgt, die den folgenden Bedingungen gentigt:

1) gr¢ AN Nyt T

2) Fir jede 1-Seite S des Komplezes Ny — Nipy~+ Topy von
B gilt B(GiSO) <z (7) <gp

Es gilt insbesondere nach (37), (88), (89) und (4

0l w}.(w))<ﬁ+§mn( )+8 m( )
Siir jedes xe Ny— Ny g + Tpq.
Nach (40) und (41) retrahiert also die Funktion
p@)== fiir meA,
p@) =gi(x) fir xeNy— Nypa+ Doy k=1,2,...
die Umgebung N, = A —|~k§; (Ny— Ny + Tyyy) von A auf A, w.
z. b w.

0):
<L
(41) k

33. Satz. Ebene R-Mengen sind mit den in sich kompakten, lo-
kal zusammenhingenden und die Ebene in hiochstens endlich viele Ge-
biete zerschneidenden Punktmengen identisch.

Beweis. Erstens, ist eine #-Menge in sich kompakt, nach 27,
lokal zusammenziehbar, also nach 25. lokal zusammenhingend, und,
auf Grund des Satzes 16., zerschneidet sie die Ebene in hschstens
endlich viele Gebiete. Zweitens, ist jede in sich kompakte, lokal
zusammenhingende und die Ebene in hichstens endlich viele G-
biete zerschneidende ebene Punktmenge, nach 25., Beispiel 2, lokal
zusammenziehbar und somit nach Satz 32. eine R-Menge, w. z. b. w.

Sur les composants dimensionnels d'un espace
compact.

Par

Stefan Mazurkiewicz (Warszawa).

D’aprés Urysohn on appelle multiplicité Cantorienne de dimen-
sion m un espace compact de dimension », s'il reste connexe aprés
la suppression d'un ensemble fermé de dimension # — 2 quelconque ?)
R étant compact de dimension #, M. Alexandroff appelle?) com-
posant dimensionnel (dimensionnelle Komponente) de R tout ensemble
fermé qui est 1) contenu dans R, 2) une multiplicité Cantorienne
de dimension n et 3) saturé par rappert aux propriétés 1) et 2).
Toute définition de la dimension engendre de cette manidre une
notion correspondante de multiplicité Cantorienne et de composant
dimensionnel 3). Jo me borne & la considération des multiplicités
Cantoriennes dites simples (einfach) par M. Alexandroff qui cor-
respondent & la définition de la dimension de Brouwer-Menger-
Urysohn (que je vais désigner par le symbole dim R) et je vais
donner poar ce cas particulier la solution du probléme II posé par
M. Alexandroff dans son mémoire eité ¢).

Théoréme. Si la classe de composants dimensionnels (corres-
pondants & la définition de dimension de Brouwer-Menger-

1) Urysohn, Fund. Math. VII p, 124
" 1) Alexandroff: Dimensionstheorie. Math. Amn. 106 p. 214—215. M. Tu-
markin (C, R. 186 p. 420) appelle ces ensembles: multiplicités Cantorienues
maximales,

5) M, Alexandroff considére les multiplicités Cantoriennes simples et
mod m, qui correspondent aux dimensions mod m introduites par lui (comp. m.
¢. p. 162—238).

49 m. e, p, 216,
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Urysohn) d'un espace compact, métrique est non dénombrable, -elle
est de lo puissance du continu.

Soit B un espace métrique, compact; dim /2= n. Désignons par
9(R) la classe de composants dimensionnels de R et pour o > 0,
par A(R, 0) la classe des Qe A(R) qui satisfont & la condition
d. (@)= 0, d,(Q) désignant la #-&me constante de Urysohn?).

Désignons par B(R) la classe des sous ensembles fermés A (C R
tels que la relation ¢ ¢ A(R) entraine l'une des relations:

M QC 4 dimAX Q= n—2.
Pour 0> 0 désignons par T(R,0) la classe des A qui satisfont

simultanément aux conditions:

@) AeB(R); U(A, 0) — non dénombrable.

Toute multiplicité Cantorienne de dimension # contenue dans R
est contenue dans un composant dimensionnel de R ). En s'appuyant
sur ce fait on démontre facilement les résultats suivants:

() Si AeB(R) et dim A =mn alors P e A(A4) entraine Pe Y (R),
e. & d. A(4) CUR). ‘
(II) La propriété exprimée par A e B(R) est inductive c. & d.
prop P

8L Ay C Ay, AeB(R), k=1,..., alors ji‘A,e%(R).

(D) Si Ae W(B,0), A= B+ C, Bet C sont fermés et dim BX

X C=n—2, alors Ae¢B(R), BeB(R); A4)CAB)+
=+ %(C) et un au moins des ensembles B, C est un IB(R, o).

(IV) 8i Ae (R, o) il existe un A, qui satisfait aux conditions:
4 CA;2 A—A,50; 4, ¢ W(R, 0), dim 4, X (A —4;) <
=n—2 -

"(V)-8i AeW(R,0) il existe deux ensembles B, C qui satisfont
aux conditions: B+ CC 4; Be®B(R 0); CeW(R, 0);
dim BX C<n—2

Pour démontrer (V), déterminons la suite {Ly}, ¢ << Q de ma-

niére suivante:
(wl) Ll =4, )
(ws) 8i L, e B(R, 0), alors L,,, est un ensemble satisfaisant aux

*) Urysohn. Fund. Math. VIII p. 353
‘) Tumarkin. L. . Monger Proc, Akad, Amst. XXX p. 706—709.
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conditions: Ly, C Ly, I, — Loy, =0, Loys e B(R, 0), dim L, X
X (Ly — Liayr) =n— 2. Un tel énsemble existe d’aprés (IV),

(wg) Si L, non ¢ (R, o) alors Loy = L,.

(wy) Si 8 < 2 est de seconde espéce alors L = IIL,.

. a<a
La suite {L,} est descendante et les L, sont fermés. Il exiate

done un premier nombre y < Q tel que L, =1T1,,,. Daprés (wj)
L, non ¢ 3(R, o), donc y est de seconde espéce. D'aprés (w,) pour
o<y on a L,e®W(R, o). Done d’aprés (II), L, e B(R) et d'apres

© (M) AL, CUAR) et A(L,, 0) C U(R, 0). Comme on a: L,C A et
A “

A, 0) CU(R,0) il résulte que UA(L,; 0) C A(A,0). Liensemble
(4, 0) est non dénombrable. tandis que U(L,, 0) est dénombrable,
done: . ‘

(3) A*¥(4, 0) = A(4, 0) — % (I;,,_. 0)

k]

est non dénombrable Soit Qe 9*(4, 0); alors @ n'est pas contenu
dans L,; il existe donc un premier nombre A(Q) =<y tel que @
n'est pas contenu dans Ly,q. Dapres (w,) 4(Q) est de premidre
espéce: A(Q)=u(Q)+ 1 et on a: u(Q) < y. L'ensemble de nom-
bres ordinaux <y étant dénomhrable et Pensemble (3) non dénom-
brable il existe un nombre g, <<y et un ensemble non dénombrable
WX CA*(4, 0) tel que: Qe U™ entraine #(Q) = u,. Posons:

(4) B = Lm+1’ C= L,ul - LM‘H‘

Evidemment B 4 C(C A et d'aprés (w,) et g, + 1< y: dim
B X C<n—2, BeI(R, o). Dauntre part, d’aprés (IIT) et la signi-
fication de u, on aura: C ¢ B(R); A** X A(B) = 0; U** AL, 0) C
C U(B, 0) + A(C, 0); done A** C Y(C, o). Done Ce W (R, o) et V)
est démontrd. —

Passons maintenant & la démonstration du théoréme. On a:.

A(R) mﬁ: A (R, %), Done si (R) est non dénombrable, il existe

un ¢ >0 tel que (R, o) est non dénombrable, donc R ¢ (R, o).
A chaque suite dyadique (ay,ay,...,a:), a,=0,1, i=1, 2,...,k
faisons correspondre un ensemble B(a,ay,...,a,) de manidre sui
vante: S

() B(0), B(1) satisfont aux conditions; B(0) -+ B(1)(C R;
B(0) ¢ W(R, 0); B(1) ¢ W(R, 0); dim B(0) X B(1) < n— 2; D'aprés
(V) un tel couple d’ensembles existe.
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(u5) Supposons déterminé B(ay,as, ... %) de maniére que:
B(ay, s, .., as) € W(R, 6,) alors B(ay,...,a,0) et B(ay, ..., 0 1)
satisfont aux conditions: B(ay, . ,as 0) =4 B(ayy ... a5 1)C B(ay, a5,y &);
B(ay, a4, ..., 0:,0) e W(R,0);  B(ay, ay,.-., s 1) e W(R, 6) enfin:
dim B(a,,. ., . 0) X Blay,...,4,1) =0 — 2. D’aprés (V) un tel
couple d’ensembles existe. ,

Soit maintenant s == (a,a, ...) une suite dyadique infinie. Posons:

4) H(s) = IIB(ala, ).

D'aprés (u;), (u,), (II) on aura H(s)e B(R); d’autre part, on &
pour tout k naturel B(a,a, ...a) ¢ (R, 0), par conséquent B(a,a,...ay)
posséde un composant dimensionnel @ tel que d,(Q)=o, done
a fortiori d,(B(aya;,.. a)) =0 et il vient, d'aprés un théoréme de
Urysohn?): dim H(s)=n; done H(s) contient un composant di-
mensionnel P(s)8). D'aprés H(s) e B(R), dim H(s)=n et (I) on
aura P(s) e A(R), Soient maintenant: s = (a{’,af...) et s =
= (of?, af?...) deux suites dyadiques différentes; soit j le premier
entier tel que af? &= af®. On aura d'aprés (u;), (up):

5 P(s,) X P(s) C B(af .. of) X B(af?...qf") =
(5) — B(a® ... o, a®) X B(a ... afd, o)

(6) dim P(s,) X P(s;) < dim B(a{®... af%, 0) X B(af’..af, ) =n—2.

Done P(s;) == P(s,). A toute suite dyadique correspond ainsi un
élément de Y(R) et & deux suites différentes correspondent deux
¢léments différents. Donc la puissance de U (R) est celle du continu
e q. f d. :

Remarquons que l'extension de notre théoréme au cas de la di-
mension mod m serait immédiate, si l'on savait définir pour la di-
mension mod m des constantes analogues aux constantes dUrysohn.

%) Urysohn. Fund, Math, VIII p. 354 ~355. .
#) Tumarkin, 1, e,
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Quelques propriétés topologiques du produit
combinatoire.
Par
C. Kuratowski et St. Ulam (Lwoéw).

1: GC et  étant deux espaces métriques, on appelle produit
combinatoire 68X 9 de & et & Vensemble des paires (z, y) ot
zedC et ye et ol la distance de deux points g == (1, %) et
2, = (2,, yy) est définie par la formule

|2y — 2 | = W“’x—lﬂg + [y —wal%,

|#, — 2| et |y, — y;| désignant la distance dans les espaces 3 et
9/ resp. o

En vertu de cette définition 'espace &= &8 X Y/ est métrique;
de plus, la condition 2z =limz, veut dire que z=1limz, ot y =
==limy,. Par analogie & la géométrie analytique nous appellerons
& et 2 les ,axes“ de l'espace 40X 9, x et y les coordonnées
('abscisse et l'ordonnée) du point (z, y).

La notion de projection d’un ensemble situé dans &€ X % #in-
troduit alors d’elle méme,

2. Dans beancoup de cas, les propriétés topologiques du pro-
duit A X B se laissent déterminer par celles des facteurs A et B.
Ainsi, par exemple, on prouve sans aucune difficulté, que pour que
A"X B soit respectivement: fermé, ouvert (en général de classe bo-
relienne &), dense, compact, complet, séparable, conneze '), localement
connexe, il taut et il suffit que A et B le soient également. Pour
que A X B soit respectivement un ensemble frontiére, non-dense,

‘dense-en-soi, il faut et il suffit que A ou B le soit.

1) Voir, par ex, v. Dantzig, Fund, Math, XV (§ 5).
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