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Le systéme de ces courbes est strictement transitif au sens de

la mesure.

Pour s'en convaincre, on n’a qu'a suivre le raisonnement du N°
précédent, en tenant compte du fait que: o

1) si un ensemble formé d'un certain nombre des demn-clrc?n-
férences ddorites au-dessus de Paxe des z est mesurable superficiel-
lement, sa partie située sur l'axe des z est mesurable l‘inéaireme‘nt;
de plus, si le deuxiéme ensemble est de mesure linéaire nulle, le
premier est de mesure superficielle nulle; '

2) la condition nécessaire et suffisante pour que deux points » et y
de lintervalle 01 appartiennent & une méme courbe du systéme

. . . k
considéré est que, soit # -y, soit z —y, soit de la forme 5 (ken-

tier, # naturel); . .
3) X étant un sous-ensemble mesurable de lintervalle 01 qui

k.
avec x contient chaque point de la forme » - & (situé entre O et 1),

X est de mesure O on 11).

if Voir, par ex, A. Lomnicki, C. R. de la Soc. des Sc, de Varsovie, 1918,
p. 846. ’
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Sur les rapports entre les classifications des en-
sembles de MM. F. Hausdorff et Ch. de la Vallée
Poussin.

Par
W. Sierpifiski (Varsovie).

Soit K un ensemble d'éléments quelconques, et soit F' une fa-
mille donnée de sous-ensembles de K, jouissant de deux propriétés
suivantes: 1) toute somme d'un nombre fini d’ensembles de F' ap-
partient & F, et 2) tout produit d'une infinité dénombrable d'en-
sembles de # appartient & .

Posons Q'==F, désignons par P! la famille de tous les ensembles
complémentaires par rapport & l'ensemble K aux ensembles de la
famille 7, et définissons pour les nombres ordinanx a < Q les
familles d’ensembles P> et @ par l'induction transfinie comme il
suit. P* sera la famille de tous les ensembles qui sont des sommes
d'infinités dénombrables d’ensembles appartenant aux familles @
antérieurement définies, et Q° la famille des ensembles qui sont des
produits d’infinités dénombrables d’ensembles appartenant aux fa-
milles P antérieurement définies ¥).

D’autre part, posons L®= F et définissons pour les nombres
ordinaux o << £ les familles d’ensembles L* par l'induction trans-
finie comme il suit: L* est la famille de tous les ensembles qui
sont limites (univoques) de suites infinies d’ensembles appartenant
aux familles Z¢ (§ variable), ot &< a?)

Le but de cette Note est d'étudier les relations entre les familles
Pe, Q* ot L*. Nous démoutrerons notamment ce

1) Cf, F. Hauedorff, Math, Zeitschrift b (1919), p. 307.

1 Cf Ch. de la Valléde Poussin, Intdgrales, Fonctions, Classes de Baire,
p. 87; of. aussi N, Lusin, Legons sur les ensembles analytiques, Paris 1930, p. 53.
Fundamenta Matbematicas T. XIX. 17
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'Théoréme: On a les formules:

(1) L# = Q¥ pour n =0, 1,2, 3,...,

@ I = P¥ pour n=1, 2, 3,...

et

(3) Lo = Potl Qotl pour o< e < 2.

Démonstration. Daprés la définition des familles LO et Q1
la formule (1) est vraie pour n =0.

Nous prouverons maintenant que la formule (2) est vraie pour
n=1

Comme on' sait, la formule
4 E=lim E,

est équivalente b l'ensemble des formules ,

6) E=(E + B+ B +..) (B + E + . ) Es B
et

) E=EFEE,... +EBEE, .. .+ EEE.. +...

Soit Z un ensemble de la famille L: d’aprés la définition de
cette famille, il existe une suite infinie E, (n=1,2,3,...) d’en-
sembles de la famille ¥, telle quon a la formule (4), donc aussi la
formule (6). D'aprés la propriété 2) de la famille F' et d’apres la
définition des familles Q! et P2, on conclut de la formule (6) que
Vensemble E appartient & la famille P%. On a ainsi L' C P

Or, soit E un ensemble de la famille P*. D'aprés la définition
de cette famille, il existe une suite infinie H, (=1,2,3,..)) d’en-
sembles de la famille Q1= F, telle que

™ E=H +H +H+...
Posons:
(8) E,=H, +H+...+ H,, pour n =123, ...

D'aprés la propriété 1) de la Famille F, les ensembles (8) ap-
partiennent encore & la famille F. Or, de (7) et (8) résulte, comme
on sait, la formule (4): d'aprés la définition de la classe L' nous
en concluons que l'ensemble E appartient & la famille L. On a done
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P L* et, puisque plus haut nous avons obtenu Finelusion in-
verse, on a L'==F* et la formule (2) est vraie pour n= 1.

Soit maintenant & un nombre naturel, et supposons que la for-
mule (1) et vraie pour n =% — 1 et que la formule (2) est vraie
pour n = k. :

Soit Z un ensemble de la famille L* D’aprés la définition de
la famille L* on a done la formule (4), ot E, (n= 1, 2, 3,...) sont
des ensembles de la famille L°— L' ...4 L*- Or, de la dé-
finition des familles L” résulte tout de suite que Lo L'+ ...}
~+ L*1 == L™ et, la formule (2) étant, par I'hypothése, vraie pour
n==k—1, on a L*?=P" Les ensembles Z, (n=1,2,3,...
appartiennent done & la famille P* Or, daprds (4), on a la for-
mule (6). De la définition de la famille P* résulte tout de suite
qu'une somme d'une infinité dénombrable d'ensembles de la famille
P est encore un ensemble de la:famille P* Les facteurs du pro-
duit infini (B) appartiennent done tous & la famille P* et par suite,
d’'aprés (b) et d’aprés la définition de la famille Q*+, on a E ¢ Q%+,
Nous avons ainsi L* (T Q%+

" Soit maintenant £ un ensemble de la famille @*#. D'aprés la
définition de cette famille on a done la formule

© E=HHH,...,

od H, (n==1,2,3,...) sont des ensembles de la famille P! 4 P? |
4 ... = P* Or, il résulte tout de suite de la définition des familles
P2, qu'on a toujours P* (C P4, pour ¢ < 8. On a done P! P3|
+ ...+ P*= P* et H,e P* pour n=1,2,.... Posons

(10) En=H1H2"'Hn‘

De la propriété 1) de la famille F et de la définition des fa-
milles P® et @ résulte sans peine par l'induction transfinie qu'une
somme d'un nombre fini d'ensembles de la famille Q* appartient
4 Q% et quun produit d'un nombre fini d’ensembles de P* appar-
tient & P* (pour ¢ < ). On a done, d’aprés H, e P* pour n =
=1,9,3,... ot daprés la formule (10): E, ¢ P*, pour n=1,2,3,....
La formule (2) étant, par 'hypothése, vraie pour n =%, on a dome

a1 E,e L* pour n=1,2,3,....

Or, de (9) et (10) résulte, comme on sait, la formule (4): d’aprés
(11) et d'aprés la définition des familles L%, on conclut done que
EeL*

17*
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Nous avons ainsi démontré que Q%! (C L* et, puisque plus haut
pous avons démontré linclusion inverse, on a L* = @**, ce qui
prouve que la formule (1) est encore vraie pour n ==k.

Soit maintenant £ un ensemble de la famille L*+. On a done
la formule (4), ot E, ¢ L*+ L' 4 ...+ [* = I*, done,.la formule
(1) étant vraie pour n=F, E,¢ @, pour n=1,2, 3,.... Or,
daprés (4), on a la formule (6). De la définition de la famille @«
résulte tout de suite qu'un produit d’une infinité dénombrable d’en-
sembles de la famille Q° appartient & Q¢ Les termes de la série
infinie (6) appartiennent donc A la famille Q*+' et parsuite, d’aprés
(6) ot d'aprés la définition de la famille P**, on a E ¢ P*+3, Nous
avons ainsi I+ (C P¥+2, ' .

Soit maintenant E un ensemble de la famille P*+%, D’aprés la
définition de cette famille on a done la formule (7), od H, (n=
=1,2,3,...) sont des ensembles- de la famille @' 4 Q'~-...-}-
+ Q¥+ = @¥H. Définissons les ensembles E, (n=1,2,3, ...) par
la formule (8). Une somme d'un nombre fini d’ensembles de la fa-
mille Q¥+ appartenant a @%, on a donc E,e @** pour n=
=1,2,3,..., done, la formule (1) étant vraie pour n=k:

(12) E,¢ L* pour n=1,2,3,....

Or, de (7) et (8) résulte la formule (4): d’aprés (12) et d’aprés
la définition des familles Ee, on conclut done que X ¢ L**,

Nous avons ainsi démontré que P¥+? (T L*+! et, puisque plus
haut nous avons démontré linclusion inverse, on a LA+ == P+
La formule (2) est done vraie pour n =k -} 1.

Nous avons ainsi démontrd que si la formule (1) et vraie pour
n=Fk—1 et la formule (2) pour »n ==Fk, la formule (1) est encore
vraie pour n=1F et la formule (2) pour n=1F% 4 1. La formule
(1) étant, comme nous savons, vraie pour n=0 et la formule (2)
pour n==1 il en résulte, par l'induction, que les formules (1) et

(2) sont vraies pour tous les nombres naturels n.
' Nous allons maintenant démontrer la formule (3). A ce but nous
démontrerons d’abprd ce

Lemme?). Si E, Er et HY (m,n=1,2,3,...) sont des ensembles
quelconques, tels que

1) Cf. ma Note du 22 juin 1931 dans les C. R., t. 192, p. 1626,
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(18) EY D Ky, pour m et n naturels,
(14) Hy C Hjyy pour m et n naturels,
(16) ZHZ‘ DZH,’:““, pour m==1,2,3,...,
Al LD

(16) E=2 ]IE,,"‘,

' mel el
et
(17) = JJ ¥uz,

Ml pwl

on a
(18) lim (B} H} + E2H: + ...+ E*H") = E.

Démonstration. Posons
(19) 0,= E\H} + BAH: +... B3 H:.

Pour démontrer la formule (18), il suffit évidemment de prou-
ver que: 1° si pe E, on a pour les indices n suffisamment grands
peQ,, et 2° si p non ¢E, on a pour les indices n suffisamment
grands p non ¢ Q,,

1° Soit p e £. D'aprés (16), il existe un indice g, tel que
(20) peE3, pour n=1,23,....
Or, d’aprés (17), il existe pour tout nombre naturel m un in-
dice k,, tel que
peHp, pour m=123,...,
done, d’'aprés (14): '
(21) peH?, pour n=k,, m=123...
D’aprés (20) et-(21), on a
peE{H, pour nz=k,
done, d'aprés (19): ‘
peQ, pour nz=>q-k,.
20, Soit pnone . Daprés (17) et (15) il existe done-un in-
dice ¢, tel que
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(22) pnone H?, pour mzzgq n=123,....
Or, d'aprés (16) il existe pour tout m naturel un indice %,, tel que
pnone Ep , pour m=1,23,...

done, d’aprés (13):
(23) puone E® pour nz=k,, m=123,...
Soit » un indice > k,, ks, ..., k,: d’aprés (28) nous aurons done

pnone BT pour m=1,2,...,¢; nz=r,
done, d’aprés (22)

pnone EXHP, pour m=1,23,...; n=r
ce qui donne, d'aprés (18):
pnone@, pour n_=7.

Notre lemme est ainsi démontré.

Nous allons maintenant & démontrer la formule (3) pour @ == .

Soit E un ensemble de la classe Le. Il existe donc une suite
infinie E, n=1,2,3,...), telle que E, et un ensemble apparte-
nant & la famille L*, ol k, est un nombre naturel, et qu'on a la
formule (4), donc aussi les formules (b) et (6). Or, il résulte tout
de suite de la définition des familles P et @° que P* (C @t et
g* C Pt (pour a << Q): d'aprés (1) et (2) on a done L* == @**!
et L* (C P pour n==0,1,2,..., et L*** = P™ et L' (C Q"+
pour n=1,2,3,.... D'aprés la définition des familles P~ et @ il
résulte done que les facteurs du produit (5) sont des ensembles de
la famille P© et que les termes de la somme (6) sont des ensembles
de la famille Qo. D’aprés (5) E appartient donc & la famille Qo+
et, d'aprés (6) — & la famille P+, On a ainsi

(24) ‘ Le C Potl Qw-&-l'

Soit maintenant E un ensemble, tel que E ¢ Pot'Qutt, Il en ré-
sulte tout de suite, d'aprés la définition des familles P et % qu’il
existe deux suites doubles d’ensembles, E7 et HT m=1,2,...;
n=1,2,...), telles que
(20) Ere¢Pt 4Py 4 Pt ..., pour m et n naturels,
et
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(26) Hie@Q 4 Q*+ Q8 +..., pour m ot n naturels,

et qu'on a les formules (16) et (17).

De la définition des familles P* et Q° résulte saus peine (par
linduction transfinie) qu'un produit d'un nombre fini d’ensembles de
P est un ensemble de P* et qu'une somme d’un nombre fini d'en-
sembles de Q% est un ensemble de @* (pour & << £2). Il en résulte,
comme on voit sans peine, que nous pouvons supposer que les en-
sembles E7 et H) satisfont aux inclusions (13), (14) et (15).

On a done les formules (13) — (17) qui donnent, d’aprés notre
lemme, la formule (18). ‘

Or, d’aprés (26), (26), (19) et les propriétés des ensembles P* et
Q% on conclut sans peine que

Qe P24 P4 PS4 ,.,, pour n=123 ...,

done, d’aprés (2): Q,eL'4 Lt L+ ..., pour n=1,23,...,
d'ott résulte, d’aprés (19) et (18), que Ee L®. On a done PottQut(C
(C Lo, et la formule (24) donne .

Lo = PutiQutl

ce qui prouve que la formule (3) est vraie pour a = .

Soit maintenant § un momhre ordinal > w et << & et suppo-
sons que la formule (8) est vraie pour o <K a <§.

Soit £ un ensemble de la famille L. On a done la formule (4),
ot EyeLon et a,<<f, pour n=1,28,..., et, d’aprés §> o (et
L, C L® pour n=1,2,3,...) nous pouvons supposer que @, = @,
pour n=1,2,8,.... La formule (3) étant, par I'hypothése, vraie
pour v << a < f, nous avons done L% = Pes+1 @+, done.E, ¢ P+
et B, e QwH, pour n=1,23,.... Or, de (4) résultent, comme nous
savons, les formules (B) et (6). -

D’aprés a, << 8, nous avons a, + 1 << f, done, d'aprés E, e Pontl
E, ¢ P? eot, daprés E, e Q%+, E, ¢ QF pour n=1,2,3,.... Les fac-
teurs du produit (5) sont donc des ensembles de la famille P? et
les termes de la série (6) sont des ensembles de la famille Q¢ Il
en résulte, d’aprés (5) et (6), que E ¢ PAHQF+. Nous avons ainsi
démontré que

(27) LB C PoHIQet,
Soit maintenant Z un ensemble, tel que Ee PFQM'. Tout
A fait comme plus haut pour §=w, nous concluons qu'il existe
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‘deux suites doubles d’ensembles E7 et Hr telles que E ¢ Pémn,
Hm e Qmn, ot 0 < Epp <By © < Ww < B €8 quion a les formules
(18), (14), (15), (16) et (17). Distinguons maintenant deux cas.

1) B est un. nombre ordinal de premiére espéce, soit § ==& - 1.
Diaprés 0 < Epp <P 08 0 Yy, < Dous avons 0 g, <o
ot 0 <Yy, << @ done Pémn(C PoC PHQeH ot Qrmn C Q*C
C P*¥1Q**, ce qui donne EJ ¢ P*HQ*t et Hj ¢ Pot'Q*H, pour
m et n naturels, d’ot résulte tout de suite que les emsembles (19)
appartiennent encore (pour #=1,2,...) & la famille P**'@**, done
(Ia formule (3) étant, par I'hypothése, vraie pour o <o <<f), & la
famille L° Or, d'aprés notre lemme, de (13) — (17) résulte la for-
mule (18). De (19), (18) et @ << 8 résulte donc que Ke LA

2) B est un nombre ordinal de seconde espéce. Désignons par
t, le plus grand des nombres & ., & ny - vy Enns iy Mans + vry Mant A0
Epn <P ot ,,<<B (pour m et n naturels) résulte que {, << f
pour n=1,2,3,.... Or, d’aprés la définition du nombre {, nous
avons Pémn C_Pgn C PoHQLH ot Quma C o C P§n+1Q§n+1, pour
m=12..n doh résulte, daprés (19), que @, e Pt @it
done, d'aprés £, 1-<Cp (puisque [,<<f et f§ est de seconde
espdce), la formule (3) étant vraie pour o <Ca<<f: Q,e Ll ce
qui prouve, d’aprés (19), (18) et {,<<f, pour n=1,2,3,..., que
EeL4 :

Nous avons ainsi démontré que

petiQett (T LA,

ce qui donne, d’aprés (27), 'égalité Lf = PF1Q.
Notre théordme est ainsi démontré par l'induction transfinie.
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- Uber den hoheren Zusammenhang von Vereini-

gungsmengen und Durchschnitten.
Von
L. Vietoris (Innsbruck).

K. Borsuk hat in seiner Abhandlung ,Quelques théordmes sur
les ensembles unicohérents“ ') neben vielen anderen Ergebnissen
folgenden Satz bewiesen:

(0, 1) Der Durchschnitt einer absteigenden Folge wvon im Kleinen
zusammenhingenden, henkellosen, kompakten Kontinuen ist ein henkel-
loses kompaktes Kontinuum.

Eine znsammenhingende Menge M heilt dabei henkellos®) oder
unicohérent ), wenn der Durchschnitt je zweier zusammenhingender
in M abgesthlossener Mengen, deren Vereinigung M ist, zusammen-
héngend ist,

Borsuk zeigt zugleich an einen einfachen Beispiel, dab der
Satz nicht richtig bleibt, wenn man die Voraussetzung des Zusam-
menhangs im Kleinen weglift.

Im Folgenden sollen einige mit diesem Satz in enger Beziehung
stehende Shtze abgeleitet werden.

1.

Hier verallgemeinern wir die folgenden bekannten Sitze auf
hohere Dimensionen: ,Der Durchschnitt einer absteigenden Folge

1) Fund. Math, XV1I, (1981), 8. 171—209, 8. 208, 50.

%) Vgl. meine Abhandlung .Uber stetige Abbildungen einer 'Kugelfliiche".
Proc. Amsterdam 29 (1926), 8, 443—458, 5. 446.

%) Fund. Math, XIII, (1929), 8, 807.
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