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‘deux suites doubles d’ensembles E7 et Hr telles que E ¢ Pémn,
Hm e Qmn, ot 0 < Epp <By © < Ww < B €8 quion a les formules
(18), (14), (15), (16) et (17). Distinguons maintenant deux cas.

1) B est un. nombre ordinal de premiére espéce, soit § ==& - 1.
Diaprés 0 < Epp <P 08 0 Yy, < Dous avons 0 g, <o
ot 0 <Yy, << @ done Pémn(C PoC PHQeH ot Qrmn C Q*C
C P*¥1Q**, ce qui donne EJ ¢ P*HQ*t et Hj ¢ Pot'Q*H, pour
m et n naturels, d’ot résulte tout de suite que les emsembles (19)
appartiennent encore (pour #=1,2,...) & la famille P**'@**, done
(Ia formule (3) étant, par I'hypothése, vraie pour o <o <<f), & la
famille L° Or, d'aprés notre lemme, de (13) — (17) résulte la for-
mule (18). De (19), (18) et @ << 8 résulte donc que Ke LA

2) B est un nombre ordinal de seconde espéce. Désignons par
t, le plus grand des nombres & ., & ny - vy Enns iy Mans + vry Mant A0
Epn <P ot ,,<<B (pour m et n naturels) résulte que {, << f
pour n=1,2,3,.... Or, d’aprés la définition du nombre {, nous
avons Pémn C_Pgn C PoHQLH ot Quma C o C P§n+1Q§n+1, pour
m=12..n doh résulte, daprés (19), que @, e Pt @it
done, d'aprés £, 1-<Cp (puisque [,<<f et f§ est de seconde
espdce), la formule (3) étant vraie pour o <Ca<<f: Q,e Ll ce
qui prouve, d’aprés (19), (18) et {,<<f, pour n=1,2,3,..., que
EeL4 :

Nous avons ainsi démontré que

petiQett (T LA,

ce qui donne, d’aprés (27), 'égalité Lf = PF1Q.
Notre théordme est ainsi démontré par l'induction transfinie.
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- Uber den hoheren Zusammenhang von Vereini-

gungsmengen und Durchschnitten.
Von
L. Vietoris (Innsbruck).

K. Borsuk hat in seiner Abhandlung ,Quelques théordmes sur
les ensembles unicohérents“ ') neben vielen anderen Ergebnissen
folgenden Satz bewiesen:

(0, 1) Der Durchschnitt einer absteigenden Folge wvon im Kleinen
zusammenhingenden, henkellosen, kompakten Kontinuen ist ein henkel-
loses kompaktes Kontinuum.

Eine znsammenhingende Menge M heilt dabei henkellos®) oder
unicohérent ), wenn der Durchschnitt je zweier zusammenhingender
in M abgesthlossener Mengen, deren Vereinigung M ist, zusammen-
héngend ist,

Borsuk zeigt zugleich an einen einfachen Beispiel, dab der
Satz nicht richtig bleibt, wenn man die Voraussetzung des Zusam-
menhangs im Kleinen weglift.

Im Folgenden sollen einige mit diesem Satz in enger Beziehung
stehende Shtze abgeleitet werden.

1.

Hier verallgemeinern wir die folgenden bekannten Sitze auf
hohere Dimensionen: ,Der Durchschnitt einer absteigenden Folge

1) Fund. Math, XV1I, (1981), 8. 171—209, 8. 208, 50.

%) Vgl. meine Abhandlung .Uber stetige Abbildungen einer 'Kugelfliiche".
Proc. Amsterdam 29 (1926), 8, 443—458, 5. 446.

%) Fund. Math, XIII, (1929), 8, 807.
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in sich kompakter nicht leerer Mengen ist nicht leer“. ,Der Durch-
schnitt einer absteigenden Folge in sich kompakter zwischen zwei
Punkten p, ¢ zusammenhingender Mengen ist zwischen p und ¢
zusammenhéngend. ,Der Durchschnitt einer absteigenden Folge
von kompakten Kontinuen ist ein kompaktes Kontinuum®.

Wir behaupten nun:

(1,01) Es sei A, D 4,0 A, D ... eine absteigende Folge von in
sich kompakten Mengen, von denen jede eine O-fache Basis der n-dimen-
sionalen Zyklose *) hat. Dann hat auch der Durchschnitt 4 der Folge

eine O-fache Basis der n-dimensionalen Zyklose.

Wir haben hier also die Henkellosigkeit durch die O-fache Basis
der n-dimensionalen Zyklose ersetzt und die Voraussetzung des
Zusammenhangs im Kleinen weggelassen.

Um (1, 01) zu beweisen, haben wir zu zeigen: Zu jedem &>>0
gibt es ein J>>0,.derart daB jeder in 4 liegende n-dimensionale
d-Zykel in 4 ehomolog 0 ist. Dazu nehmen wir zuntichst m so groB,

dab jeder in A4, liegende Punkt einen Abstand <% von 4 hat.
Wegen der Voraussetzung, dafl 4, eine 0-fache Basis der »-dimen-

sionalen Zyklose haben soll, gibt es ein positives d <C %, soda jeder

in 4, liegende d-Zykel %homolog 0 in A4, ist. C sei ein J-Zykel

in 4, also auch in A4,. Deshalb gibt es in 4, einen —;—-Komplex K,

dessen Kand C ist. C=R(K). Zu jeder Ecke k¥ von K gibt es
einen Punkt k* von 4, ftr welchen der Abstand Zk* <3£— ist; Wir

wihlen fiir jede Ecke & von K einen solchen Punkt k* aus und
bilden auvs den Punkten k* einen Komplex K* indem wir das
Punkte-(» | 1)-Tupel (k¥ &¥,..., £*) dann und pur dann als Seite
von K* erkliren, wenn (k,, k,,..., k,) Seite von K ist®%). Dabei
wihlen wir ftir die Ecken ¢ von C als die Punkte ¢* die Punkte ¢

4) Im Sinne meiner in Aplehnung an L, E. J. Brouwer gegebenen Definition
Math. Ann. 97 (1927), S, 464.

%) Nach. L. E. J. Brouwer Math, Ann. 72 (1912) 8, 422—425, nennen wir

diesen Vorgang eine %-Ahandamng von K.
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selbst. K* ist ein (im Allgemeinen singulirer Komplex) mit dem
Rande C. K* liegt in 4 und ist ein &-Komplex. Also ist C ~,0
in 4, was zu zeigen war,

(1,1) 424,24,D... sei eine Folge von in sich kompakten
Mengen, ihr Durchschnitt A. Eine in A liegende Fundamentalfolge
von n-dimensionalen Zykeln ist dann und nur dann in A homolog 0,
wenn sie in fast allen A, homolog 0 ist.

Das ,nur dann“ in dieser Behauptung folgt unmittelbar daraus.
da AC A, ist und jede Fundamentalfolge, welche in 4 homolog
ist, erst recht in A, homolog O ist. Nun zum Beweis des tibrigen
Teiles der Behauptung! Es sei also fir 1=1,2, 3,..., 0, ein 4,
Ziykel in 4, wo llna d, =0 und die Folge {C} ~ O in fast allen 4,
ist. 'Wir haben zu zeigen: Zu jedem &>0 gibt es ein L, sodal
filr I>L ¢ ~,0 in A ist,

Angenommen, dies wire nicht richtig, d. h. es gitbe ein £>>0 und
unendlich viele C,, C,, C,,.., die simtlich in 4 nicht ~,0 sind. m sei
so groB, daf {C,}~0in A, ist und jeder in 4, liegende Punkteinen Ab-

stand <C % von A hat. Weil die Folge {C,} ~0 in 4, ist, gibt es ein L,
sodaB fur 4, > L O,i~§ 0 in A, ist. Es sei nun [, > L; es gibt also

einen %-Komplex K, in A,, dessen Rand O, ist. K, kann durch

eine —;—-Abanderung in einen Komplex K¥ tibergefuhrt werden, der

in A liegt und dessen Rand C, ist. Daher ist C,~,0 in 4 ent-
gegen der Voraussetzung tber die C,,

(L,2) 4, D43 DA3D... sei eine Folge von in sich kompakten
Mengen. Jede habe die leere Gruppe ®) als n-te Homologiegruppe. Dann
hat auch A die leere Gruppe als n-te Homologiegruppe.

Denn jede in A liegende Fundamentalfolge von n-dimensionalen
Zykeln liegt auch in allen 4,, ist dort laut Voraussetzung homo-
log 0, also nach (1, 1) auch in 4 homolog 0.

Dieser Satz gestattet noch eine Verallgemeinerung.

AC B seien zwei in sich kompakte Mengen. Dann heile A
mit B in der n-ten Dimension homothetisch, wenn a) jede in 4

%) 4, h. die Grappe, deren einziges :Element das neutrale ist.
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egende Fundamentalfolge von n-dimensionalen Zykeln C,, G, Cyy.r
in B (dann und) pur dann homolog O ist, wenn sie schon in 4
homolog 0 ist, und wenn es b) zu jeder in B liegenden Funda-
mentalfolge 3 von n-dimensionalen Zykeln eine mit 3 in B homo-
loge in A liegende Fundamentalfolge gibt.

Sind 4 und B in der n-ten Dimension homothetisch, dann sind
ihre #-ten Homologiegruppen, wie leicht zu sehen, einstufig isomorph.
Nattirlich reicht aber diese Isomorphie nicht aus, damit A mit B
homothetisch ist, auch wenn AC B ist.

Beispiele: B sei eine Kreisscheibe, A ein in ihr liegender Kreis-
ring. A ist mit B nicht homothetisch, weil zwar b), nicht aber a)
erfullt ist.

B sei ein Kreisring, 4 eine in ihm liegende Kreisscheibe. Sie
sind nicht homothetisch, weil zwar a). nicht aber b) erfullt ist.

B sei ein Kreisring, A ein in ihm liegender Kreisring, von des-
sen Randkreisen jeder in B homolog O ist. Weder a) noch b) sind
erfillt. Trotzdem sind die eindimensionalen Homologiegruppen von
A und B einstafig isomorph.

In der ersten, nicht aber in der O-ten Dimension homothetisch
sind die beiden folgenden Mengen: B sei die Menge aller komplo-
xen Zahlen 2, fur welche 2| <8, |z—4|=1, |¢}+4|=1 ist,
A die Menge aller komplexen Zahlen z, fiir welche 2 < |z—4| <38
oder 2 < |z 4| =3 ist.

Fast unmittelbar einleuchtend ist, daf jede Menge mit sich selbst
homothetisch ist und daB fir AC BC C A mit C homothetisch ist,
sobald A mit B und B mit C homothetisch ist.

Nun gilt die folgende Verallgemeinerung von (1, 2):

(1,21) A, DA DA D ... sei eine Folge von in sich kompakten
Mengen, die unter einander in der n-ten Dimension homothetisch sind.
Dann ist ihr Durchschnitt A mit jeder von ihnen homothetisch in der
n-ten. Dimension.

Beweis: ' ,

a) Jede in A liegende Fundamentalfolge, von n-dimensionalen
Zykeln ist entweder in allen oder in keinem A homolog 0. Aus
(1, 1) folgt dann, daB sie in A dasselbe Homologieverhalten hat,
wie in ‘den 4,

b) Es sei 3, ={Z,,, Zyy, Z3,...} eine in 4, liegende Fundamen-
talfolge. von n-dimensionalen Zykeln. Es gibt dazu laut Voraus-

icm

Uber den hiheren Zusammenhang 269

getzung fir jedes ¢ eine in A, liegende Fundamentalfolge ¥,=
= {2y, Zn, Zy, ..}, welche mit 3, in 4, homolog ist. Es gibt ferner

eine gegen O konvergente Folge positiver Zahlen 7, 1y, %,. .., der-

art daf jeder in A, liegende Punkt einen Abstand <C 7 von A hat.
Es 4Bt sich also jeder der Zykel Z, durch eine #,-Abdnderung
in einen in A liegenden Zykel Z% tberfiihren. Nun bestimmen wir
ftir jedes i ein k, so groB, dab Z,, ~ 7,2, ist. Das geht, weil we-
gen 3,~3, in A, fur jedes i Z,~, 2, ist mit }i_&‘?m: 0. Nun ist

ZH, ~ piiy, In Ay, also Z¥, oy, in A mit lim 7, =0. Weil 3,
eine Fundamentalfolge ist, ist also auch 3* = {Z¥,, Z¥,, ...} eine
Fundamentalfolge und zwar eine mit 3, in A, homologe. Da sie in
A liegt, ist damit unser Beweis fertig.

Die Satze (1,1), (1,2), (1,21) bleiben wortlich richtig, wenn
man die Homologien nach einem Modul p, insbesonders dem Mo-
dul 2, nimmt oder wenn man unseren Begriff der Fundamental-
folge in der von 8. Lefschetz”) angegebenen Woise abiindert,
vorausgesetzt, daB man in der Definition des Begriffes yhomothe-
isoh* dieselbe Bedeutung fir ,homolog* einsetzt, wie in (1, 21).

2.

LBt man in den bewiesenen Sitzen die Voraussetzung der
,Kompaktheit in sich“ weg, dann werden sie, wie sehr einfache
Beispiele zeigen, falsch. Auch sind fiir nicht in sich kompakte Men-
gen die Vielfachheit der Basis der Zyklose und die mit Hilfe der
Fundamentalfolgen definierten Homologien keine topologischen In-
varianten.

Verwendet man zur Definition der Homologien in einer Menge
M ,Elemente®, d. s. stetige Bilder von geometrischen Simplexen,
und aus Elementen aufgebaute Komplexe$), dann erhilt man unter
allen Umstinden topologisch invariante Homologiegruppen. Aller-
dings scheinen sie ftir Mengen, welche nicht ,locally connected®
im Siope J. W. Alexanders?) sind wenig Interesse zu ver-
dienen.

Fur die so definierten Homologieen gelten zu den in 1 behan-
delten Sttzen duale Sitze.

1) Annals of Math. 29 (1928), 8, 232—2b4, und Topology (1980) 8. 830 f
8) Siche etwa Lefschets, Topology, B. 72 ff.
%) 'Vgl. Lefschets, Topology, 5. 80, 91.
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Wieder erinnern wir der Vollstindigkeit halber zuntchst an
awei bekannte Sttze, welehe in der Richtung der zu beweisenden
liegen: ,Die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist offen.
,Dis Vereinigung einer aufsteigenden Folge von Grebieten ist ein
Gebiet“,

(2,02) Sind die Mengen M; C My C My C ... offen und ist die in

sich kompakte Menge A Teil der Vercinigung aller M, dann gibt es

ein 7, sodafl AC M, ist.

Denn die Mengen 4 — M, bilden eine absteigende Folge von in
gich kompakten Mengen, Ihr Durchschnitt ist wegen 4 C M, leer.
Also gibt es ein r, sodaB A — AM, leer, d. h. AC M, ist.

@1) M, CM,C M C... sei eine Folge von offenen Mengen.
Ein in ihrer Vereinigung M liegender Zykel C ist dann und nur

dann in M homolag O, wenn er in fast allen M, homolog O ist.

Wegen M,C M bedarf das ,dann“ in dieser Behauptung keines
Beweises. Nun sei C~0 in M. Dann.gibt es einen in M/ liegenden
Komplex X, dessen Rand ( ist. K ist in sich kompakt, liegt also
nach (2, 02) in fast allen M. D. h. C~0 in fast allen M.

Daraus folgt unmittelbar:

(2,2) M, CM, C M, C ... seicine Folge von offenen Mengen. In
jeder sei die n-dimensionale Homologiegruppe leer. Dann ist auch die
n-dimensionale Homologiegruppe der Vereinigung der M, leer.

Auch hier sollen zwei Mengen AC B in der n-ten Dimension
homothetisch heifen, wenn a) jeder in 4 liegende n-dimensionale
Zykel (dann und) nur daun in B homolog O ist, wenn er in A ho-
molog 0 ist, und wenn es b) zu jedem in B liegenden #-dimensio-
nalen Zykel C einen mit C in B homologen in A4 liegenden #-di-
mensionalen Zykel gibt.

2,21) M,CM,CM,C... scien lauter offene unter einander in
der n-ten Dimension homothetische Mengen. Dann ist die Vereinigung
" der M, mit jedem M, homothetisch in der n-ten Dimension.

Beweis:
a) C sei ein in M, liegender Zykel, der in M, nicht homolog
0 ist. Er liegt wegen M, C M, in allen M, und ist laut Voraus-
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sezung in keinem M, homolog 0. Zufolge (2, 1) ist C nicht homo-
log 0 in ZM,

b) C sei ein in M = ZM, liegender n-dimensionaler Zykel. Er
liegt nach (2,02) schon in einem M,. Weil M, mit }, homothe-
tisch ist, gibt es in M, einen Zykel C,, der mit C in M, homolog
ist. Er liegt wegen M; C M, in allen M; und ist mit C in allen M,
homolog.

3.

Der sehr interessante Beweis, den K. Borsuk 1 ¢. von dem
eingangs erwihnten Satz gibt, verwendet Hilfsmittel, welche iber
die im Satz selbst auftretenden Begriffe weit hinausgehen, Es erscheint
daher picht tiberfltissig, auch einen Beweis zu geben, der mit md-
glichst geringen begrifflichem Aufwand auskommt.

Dazu zeigen wir:

(8,1) Sind A und B Kontinua eines zusammenhingenden, im
Kleinen zusammenhingenden metrischen Raumes K, dann gibt es zwei
Kontinua P und @ in K, sodafi P+ @=K, ACP, BCQ, PQ(4+
+ B)= 4B ist.

‘Beweis: Zuuodchst gibt es zwei abgeschlossene Mengen .M und N,
sodal M+ N=K, ACM, BCN, MN(A- B) = 4B ist!). Man
nehme etwa M als die Menge aller Punkte x, fiir welche d(xd) <<
< d(xB) ist, N als die Menge aller «, fiir welche d(zB) < d(z4)
ist, Die B enthaltende Komponente von N moge N, heilen; ferner
setzen wir My =M - (N— N,). Ist nun z ein Punkt, in dessen
beliebig kleinen Umgebungen Punkte unendlich vieler Komponen-
ten von N liegen, und U zufolge des Zusammenhangs im Kleinen
von K eine zusammenhiingende Umgebung von z, dann enthiilt U
auch Punkte von K — NC M; d. h. dann ist x Hiufungspunkt
von M. Daraus schliefen wir, daB 7/, abgeschlossen ist. Denn M,
ist Vereinigung von M mit allen Komponenten aufler N, von N.
Alle diese Komponenten sind abgeschlossen -und jeder Punkt, in
dessen beliebig kleinen Umgebungen Punkte unendlich vieler ven
ihnen liegen, ist Punkt von M. Wenn M zusammenh#ingend ist,
dann ist auch }, zusammenhaugend, weil jede Kowponente C von

19) Diese Behauptung ist Uquivalent dem in der Dimensionstheorie oft ver-
wendoten ,allgemeinen Trennungssatzé, Vgl otwa P. Urysohn, Fund, Math. 8
(1928), 8. 267-289; W, Hurewicz, Math. Aun, 98 (1927), 8, 67, und Men-
ger, Dimensionstheorie 8. 31.
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N— N, mit M Punkte gemein hat. Angenommen M/C==0. Dann
ist M4 Ny+ [(N— N,) — C) = K — C. Einerseits kano nun
K — C wegen des Zusammenhangs von K nicht abgeschlossen sein,
andererseits zeigt man ganz wie oben von M,, daB M- N, -}
+ [(N — N,) — C] abgeschlossen sein mtfte. Wenn also M zusam-
menhéingend ist, dann kionen wir schon P = M,, @ = N, setzen
und es ist PQC MN. Ist M nicht zusammenhdngend, dann fiihrt
nochmalige Aonwendung des M,, N, liefernden Verfahrens, indem
man A mit B vertauscht und fir M und N die Mengen N, und
M, setzt, zu den. behaupteten Mengen P und . Wieder ist
P@ C MN.
Dieser Beweis zeigt tiber (3, 1) hinaus noch:

(8, 2) Sind A und B Kontinua eines zusammenhdngenden, im
Kleinen zusammenhingenden metrischen Raumes K und sind M und
N abgeschlossene Mengen, fiir welche M 4 N= K, AC M, BC N,
MN(A+ B)=AB gilt, dann gibt es 2wei Kontinwa P und @, so-
dall P+ Q=K, AC P, BC Q und PQC MN ist.

Nun zum Beweis von (0,1). K;D K; D K; ... seien in sich

kompakte henkellose im Kleinen zusammenhingende Kontinua. -

A und B seien Kontinua, deren Vereinigung der Durchschnitt K
der K, ist. Wir haben zu zeigen, dal AB ein Kontinuum ist,

Zundchst gibt es in K, das wir als Raum ansehen, zwei abge-
schlossene Mengen M und N, fiur welche M+ N=K,, A C M,
BC N, MN(A 4 B) = AB ist. Nun gibt es in jedem K, gem48 (3, 2)
zwei Kontinua P, und @,, soda8 P, @, =K,, ACP,, BC Q,,
P,Q,C MN gilt,. Weil K, henkellos ist und P,, ¢, Kontinua
sind, ist P,Q, ein Kontinuum. Ferner ist Liminf (P,q,) D AB=0,
also D= Limsup (P,@,) ein Kontinuum!'). Es gilt AB C D C
CLimK,=K=A- B, D C MN. Wegen MN(A -+ B)= AB ist
also AB=2D, d. h. AB ein Kontinunm.

Man kann nun &hnlich wie die Henkellosigkeit definieren 1%):

Die in der (n— 1)-ten Dimension einfache Menge M heilt in
der n-ten Dimension einfach, wenn der Durchschnitt je zweier in
ihr abgeschlossener in der (n — 1)-ten Dimension einfacher Mengen
A und B, deren Vereinigung M ist, in der (n — 1)-ten Dimension

1) Hausdorff, Mengenlehre 1914, 8. 236, 302,
1) Vgl. B. Knaster, Congrés Math, des Pays Slav. Warszawa 1929, 8. 288.
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einfach ist. In der (— 1)-ten Dimension ecinfach heife jede nicht
leere Menge.

Dann sind die in der O-ten Dimension einfachen Mengen ge-
rade die zusammenhingenden Mengen, die in der 1-ten Dimension
einfachen Mengen sind gerade die henkellosen Mengen.

Beim Punkt p lokal einfach in der n-ten Dimension nennen wir
eine. Menge M, wenn es in jeder Umgebung U von p eine in der
n-ten Dimension einfache Umgebung von p gibt.

Es erhebt sich nun die Frage, in wie weit zu den in 1 und 2
bewiesenen Sitzen #hnliche Sitze tiber diese Begriffe gelten, z B.
in welchen Riumen etwa die Vereinigung einer aufsteigenden Folge
von offenen, zusammenhingenden, im Kleinen zusammenhingenden,
henkellosen Mengen wieder henkellos ist,

Auch die zur Henkelzahl analogen Begriffe fir die hoheren Di-
mensjonen liegen auf der Hand. Lediglich Homologiegrappen und
damit vor allem Torsionszahlen scheinen sich auf diesem Wege
nicht zu ergeben. Damit fallen auch die homothetische Beziehung
und die von ihr handelnden Sitze (1, 21) und (2, 21) weg.

Innsbruck, 12 April 1932.
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