Sur les transformations biunivoques.

Par

Stefan Banach (Lwdw)

Dans ce qui va suivre Z désigne un ensemble quelconque, '
une famille de transformations biunivoques dont les domaines et
contre-domaines sont des sous-ensembles de £ Nous supposons que
'ensemble E et la famille 7 ont la méme puissance & > N,. Soit ¢
le plus petit nombre ordinal appartenant & la puissance X.

§ 1.

Lemme, Il existe une suite {H,} (1<Ca < &) de sous-ensembles
de E satisfaisant aux conditions swivantes:
1) Les ensembles H, sont non vides et disjoints.
) E= 32 H,.
1<ald

3) Pour tout § << & lensemble 3 H, est de puissance < .
asE

4) T étant une transformation quelconque appartenant & F' ¢t D
le domaine de T, il existe un nombre ordinal £ <& de sorte que

T(D-H)CH, powr a>EY.
Démonstration, Soient

1) Tyy Tyyeeey By Tppayerey Lgyers (€ <)
(2) T, T!n-”: Tw! Taﬂ-la"" Ta!"' (a<&)

Ueusemble E' resp. F' bien ordonné suivant le type ordinal 9.

1) T(N) désigne I'image de l'ensemble N,
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Nous allons définir par induction transfinie une suite partielle

de (1):
(3) Yiry Yaveoor Yos Yotrse ooy yay"‘- (@ <)

de la maniére suivante:

Soit %, ==,. Pour 1 <a <&, soit y, le premier élément de
la suite (1) jouissant de la propriété suivante:

Quels que soient les nombres ordinaux a,, @,,..., a, inférieurs
4 o et les entiers n,, n,,..., n, (k fini), Pexpression 7\, 7™, Te(yo) Y
représente un élément de £ différent de y, (A moins qu'elle n'en
représente aucun).

L’élément y, est ainsi défini pour tout @ < 3. En effet, soit &
la puissance correspondante au nowbre ordinal @ On a évidem-
ment R < R. Il est aisé de voir que ensemble des éléments = de
la forme

4) =T Ta..., Tgt(¥a)
est de puissance
N (T4 R84, )< N

Il existe donc bien des éléments de E différents de tous les
éléments représentés par (4). Remarquons encore, que les éléments
de la suite (3) ainsi définie sont tous différents. En effet, en vertu
de I'identité y, = T°(y,), V'élément y, est différent de tous les élé-
ments qui le suivent.

Désignons par W, (1 << @ << ) l'ensemble des éléments z repré-
sentés par (4) (les nombres «,, a@,,..., & et n,, n,,..., #; ayant tou-
jours le méme sens).

Posons

(5) H1=VV17 Hu=Wa+'—Wa (1<a<3)'

Op a évidemment W, (W, pour 1 <<e' <a<v. Par con-
séquent les ensembles H, sont disjoints. Ces ensembles sont de plus
non vides. En effet, 'élément y, n’est pas, par définition, contenu

1) T o8t ln n-3me itération de la transformation T pour # >0 et la n-éme
itération de la transformation inverse 7'—! pour n< 0. T'° est la transformation
identique.

10 se peut évidemment qu'une itération n'existe pas, car le domaine et le
contre-domaine peuvent atre différents.
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dans W,, mais en vertu de y,= T°(y,) il est contenu dans Wy, -

done aussi dans H,. Evidemment y, ¢ H,.
On a pour I<a<d

(6) Wen = 2 H,.

i<a

Cela résulte aisément par induction transfinie des équations (B)
en vertu de I'égalité W, = 3 W, valable pour chaque nombre ordi-
<a

nal o limite.
Les ensembles 7, étant de puissance <N, il en est de méme
en vertu de (6) aussi de H, et degE H, (a <9).
£

Soit # un élément quelconque de E. Parmi les éléments qui
suivent z dans la suite (1) il y a nécessairement un élément y, de
la suite (3). On a par définition de y, et de W, e W, Wy,
done en vertu de (6) eéﬁ H,.

Supposons que.1 < &< <<¥ et désignons par D, le domaine
de la transformation 7;. Nous allons prouver que Ty (D, H,)C H,

Soit 2 un élément de D, H,. Alors x ¢ H,, donc » e W,y,, mais
zmnon ¢ W,.

Par conséquent = Tz, Tyt,..., Ts*(y,,), les nombres ordinaux
o, ...y @ btant a1 et ny, n,,..., n, désignant des entiers.

On a

Tg(x)'—'-“Tgs Tan T" T"‘(.'/m)

Comme £<<a, on a Té(z)CWa_i_l. 8i Von avait Ty(z)CW,
pourrait éerire

Tg(z) = T: Tg‘:v“: E:(y;n)

o

d’oi
=TI TZ,..., E:(!/a.)

@, &y,..., & étant des nombres ordinaux < a. Il en résulterait,
en vertu de £ <a, que zeW,, ce qui est impossible.

L'élément T,(z) n'est donc pas contenu dens W, et, comme
Ty(#)C Wy, il vient Ty(x)(C H,. Cela étant vrai pour tout z de
DyH,, on a

) TDH)C H, E<a)
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Les ensembles H, satisfont done & toutes les conditions de notre
lemme.

Théoréme 1. 1! existe un ensemble G C E jouissant des propriétés
suivantes:
1) Les ensembles G et CG=E — @ ont la puissance x;

2) T édtant une transformation quelconque appartenant & F et D
son domaine, les ensembles

T'DG—G e TD.CGEH—
sont de puissance <.

Démonstration Nous décomposons l'ensemble des nombres
ordinaux <9 en deux classes disjointes K, et K;, chacune de

puissance x. Soit G = I H,, les ensembles H, étant ceux du lemme
ceK,

préeédent.

L'ensemble G- et son complémentaire CG = I H, ont évidem-
aeK,

ment la puissance X. Pour une transformation queleonque T=T,

on a d’aprés (7)
T(DeH)C H, (2> ).

L’ensemble W§+1-_~EH (cf. (6)) est d’'une puissance <s. On

-démontre de méme que T(Dg CG)—CG est dune puissance <C .

Remarque 1. Soit E l'ensemble des points d'un segment. En
admettant 'hypothése du eontinu, on peut affirmer I'existence d'un
ensemble G satisfaisant aux conditions du théoréme 1 et non me-
surable.

" 1l suffit de montrer que l'on peut choisir la classe K, de ma-

nidre que l'ensemble X H, soit non mesurable.
ceK,

En effet, dans le cas contraire on pourrait attribuer a chaque
ensemble X des nombres ordinanx <& un nombre réel mK (égal
4 la mesure de I'ensemble I H ) de sorte que ‘

- aeK
1) mK=0,
2) pour toute suite dénombrable {K,} d’ensembles disjoints de
nombres ordinaux <3 on a

ImK,—=mIK,,
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3) pour l'ensemble X, de tous les nombres ordinaux <& on
a mK, >0.

Or, il résulte d’'un théordme démontré par M. Kuratowski et
moi !) que cela est impossible.

1l existe donc un ensemble K de nombres ordinaux pour lequel
l'ensemble lindaire G = 3 H, est non mesurable. Il est aisé de

ae K
vérifier que cet emsemble satisfait aux conditions du théoréme 1.
En particulier, I'ensemble CG est, lui aussi, non mesurable et, par
conséquent, de la puissance du continu (toujours en admettant 'hy-
pothése du continu). ‘

Remarque 2. Si l'on suppose dans le théoréme 1 que toutes
les transformations de la famille F' transforme I'ensemble X en lui-
méme, alors I'ensemble G jouit de la propriété suivante:

les ensembles T(G)— G et G — T(@) sont de puissance <§
pour tout T¢ F.

Cela résulte du théoréme 1 en vertu des égalités D = F (d’oh
DG=G@) et T(G)+4 T'(CG)=E.

Théoréme 2 ). Les ensembles E et F' ayant le méme sens qu'au-
paravant, il existe un sous-ensemble M de E de puissance 8 satisfaisant
d la condition suivante:

Si Ty et T, sont deux transformations de F définies dans D,
resp. Dy, 8i de plus M=R S est une décomposition quelconque
de Uensemble M en dewx ensembles disjoints, alors U'ensemble T\ (D R)-
« T3 (Dy 8) est dume puissance << 8.

Démonstration. Soit M un ensemble quelconque ayant avee
chaque ensemble H, de notre lemme un point commun et un seul.
Il existe, en vertu du méme lemme, un nombre ordinal £ pour
lequel

(1) TI(DIHG)CHu et TI(DiHu)CHa (a>§)

Posons
R’=R——2,'H:, S’=S——2‘Ha.

asé asd

*) Voir 8. Banach et C. Kuratowaki, Sur une généralisation du probléme
de la mesure, Fund. Math, 14 (1929) p, 127—181.

?) Ce théoréme est une généralisation d’un Jerame de M. Sierpidski, publié
dans ce volume, Voir: Sur un probléme concernani les typea de dimensions.
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On a alors 7y (D, &) Ty(D, §') = 0.

En effet, supposons que ce produit contienne un point Z. Alors
pour un certain x¢ D, R’ et un certain yeDy 8 on a T (x)=
=Ty(y)=2. 1l en résulte par définition de R’ et S’ qu'il existe
un ¢ > § tel que ze H,, ye H, et Ze H,. Mais cela est impossible,
l'ensemble J n'ayant avec chaque H, qwun seul point commun.

L’ensemble, 3 H, étant de puissance < R, notre théoréme est
asE

démontré.

§ 2.

1. Soient £ l'engemble des points d'une circonférence de rayon 1
et F la famille de toutes les rotations de cette circonférence autour
de son centre. En admettant Uhypothése du continu on conclut
4 l'aide du théoréme 1 et des remarques 1 et 2 que:

IV existe sur la circonférence un ensemble G non mesurable qui
est transformé par chaque rotation en lui-méme, abstraction faite d'un
ensemble au plus dénombrable de points.

Par conséquent,

il existe ume fonction @(x) (— oo < & < 4 00) non mesurable
remplissant la condition suivante: quelle que soit la suite {¢,} tendant
vers zero, on a

lim p(x 4 &,) = ¢(2)
abstraction faite d'un ensemble au plus dénombrable?).

Désignons par z l'arc de la cireonférence compté & partir d'un
point fixe dans le sens positif et posons @(2)==1 ou @(x)=0 suivant
que le point correspondant appartienne ou non & Pensemble G. I1 est
aisé de vérifier que cette fonetion a la propriété demandée.

La question, si une fonetion de ce genre existe, a été posée par
M. Auerbach?).

1) D'aprés une remarque de M. Sierpirieki, on peut démontrer sans admettro
T'hypothése du continu le théoréme qu'on obtient du théoréme du texte en y rem-
plagant les mots ,au plus démombrable* par les mots: ,de puissance inférieure
A celle du continu, Voir ce volume, p. 24 ss,

%) Quant aux fonctions mesurables voir H. Auerbach, BSur la relation
hlimo f@ - hy) = f(x). Fand. Math, 11 (1928), p. 193—197.

n
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2. Soit E l'ensemble des points du segment (0, 1) et K la famille
de toutes les transformations biunivoques et bicontinues dont les
domaines et les contre-domaines sont des ensembles G4 Z. La
classe des ensembles G, étant de la puissance du continu, Z' Vest
aussi.

Si MC E et si f(x) est une transformation quelconque biunivoque
" ot bicontinue de l'ensemble M en un sous-ensemble de X, il existe
en vertu d’un théoréme de M. Lavrentieff ) une transformation 7’
de F, dont le domaine contient 'ensemble 3, telle que

T@)=f@) (v¢M)

On voit done que chaque sous-ensemble de l'intervalle (0, 1)
homéomorphe & M est 'image de l'ensemble M fournie par une trans-
formation de F. Il résulte donc du théoréme 1:

Llintervalle (0, 1) conbient un ensemble qui ess, ainsi que son com-
" plémentaire, de la puissance du continu of qui contient chaque ensemble
homéomorphe & un quelconque de ses sous-ensembles, abstraction faite
d'un ensemble de points de puissance inférieure & celle du comtinu.

. ) M, Lavrentieff, Contribution & Ia théorie des ensembles homéomorphes,
Fund. Math. 6 (1924) p, 149—160. Crest grice & une remarque de M, Kura-
toweki que j'ai été conduit 4 employer ici le théordme de M, Lavrentieff,
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Sur un ensemble parfait qui a avec toute
sa translation au plus un point commun.

Par
S. Ruziewicz (Lwéw) e¢ W. Sierpiniski (Varsovie).

. Théoréme I. Il existe un ensemble linédaire parfait P (non vide)
qui a avec toute sa translaton aw plus un point commun.

Démonstration. M. J. von Neumann a construit un en-
semble non dénombrable E de nombres réels, tel que toute suite
finie de nombres de Z est un systéme de nombres indépendants
algébriquement, c'est-d-dire, si a,, a,,..., a, sont des nombres de E,
Iégalité F(a,, ag,..., 4,)=0, od F(¥, t,..., {,) est un polynome en
t, =1, 2,..., n) aux coefficients rationnels, a lien seulement dans
le cas, ol tous les coefficients sont nuls '), L'ensemble £ est l'en-
semble de tous les nombres

f ) o 22Eux
(@) =2 —gs

=0 2
ol z est un nombre réel positif.

La fonetion f{x) est, comme on voit sans peine, croissante pour
z>0. En effet, si 0 <<z<<y, on a 0<CEnzx<Eny, pour
n=20, 1, 2,..., done :

— glFm  gREw
S

et d'autre part, d’aprés z <y, il existe un nombre naturel k, tel

) Math. Annalen. Bd. 99, p. 184—141, C'est M. Tarski qui nous & sug-
geré l'idée d'utiliser 1'ensemble.de M, J. von Neumann au leu do la base de
M. Hamel qui nous conduisait aux résultats plus restreints et donnait des en-
gembles non effectivement définis, Une simplifieation de notre démonstration est
due & M. Lindenb aum, BU
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