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D' containing N — D, such that the distance between D’ and K is:
positive, and N — D’ is a Jordan continuum J. The set N —J = D
is connected, and it is obvious that every point of J is at a di-
stance from K less than d/2. Also, since the distance between D’
and K is positive, J contains all points of N (and hence of M)
that lie within a distance less than some positive number d, <<d/2
from K.
Consider, now, the set

M—J=M—N)4((N—J).
We have already noted that N — J is connected. Furthermore, every
component of M — N has its boundary points in N — J. .Oonse-
quently M — J is connected, and the theorem is proved for this case.
Osase 2. The set M — K not convected. As in the proof of Theo-
rem 7, we obtain the open set R containing K, every point of E

being at a distance from K< ¢ and B being compact. Let P be any
point of K. By the theorem of Hahn quoted in the proof of Theo-
rem 9a, there is a Jordan continuum J, which is a subset of M.R
and contains every point of M less than a certain distance d from P.
Applying the Borel Theorem, there is a finite number of such sets
Jp covering K, and their sum let us denote by J,. It is easy to
see that J; contains all points of I/ that lie within a certain di-

stance d, from K. As R is compact, only a finite number of com-
ponents of M — .J; contain points of M — R; all other components
we add to J, and call the resulting set /. Then J is a Jordan
continuum ) satisfying the conditions of the theorem.

) Cf. H. M, Gehman, Some relations bstween a continuous curve and its
subsets, Annals of Math. v. 28. pp. 108—111, Th. 8. Although Gehman's proof
depends npon properties of continuous curves that hold only in the plane, an in-
dependent proof such as the following -establishes it for the general space we are
considering. Theorem: If M and N are continuous curves and N i3 a subset of
M, and if K is o set consisting of N' and any collection ‘of components of M — N,
then K iz a continuous -¢urve, That K is connscted im kleinen at apy point
of K -— N is obvious. Let P be a point of K in N, and let ¢ he any positive
number. There is a positive number d, such that if  is a point of N whose di-
stance from P is less than d,, then z and P are joined by an arc of N every
point of which is at a distance from P less than e¢; and there is a positive num-
ber d, such that if y is a point of M whese distance from P is less than d,, then
v and P are joined by an arc of M every point of which is at a distance from
P'less than d,. The remainder of the proof is similar to that of Lemma 2 above,

———————

icm

Sur un probléme concernant les types
" de dimensions.

Par
W. Sierpifiski (Varsovie).

M. Kuratowski et moi, nous avons démontré?) que, E étant
un ensemble linéaire de puissance du continu, il existe toujours un
ensemble Z de puissance du continu, tel que dZ < dE.

Or, le probléme se pose: & et H dtant deus ensembles lindaires
de puissance du continu, existe-t-il toujours un ensemble Z de puissance
du continu, tel que dZ <<dE et dZ < dH?

Le but de cette Note est de prouver (3 I'aide de I'axiome du
choix) que la réponse y est négative.

On voit sans peine qu'il s'agit ici des ensembles E ot H totalement impar-
faits. En effet, admettons que X contient un sous-ensemble parfait P. L’ensemble
H, dont la puissance est celle du continn, contient, comme on sait, un sous-ensemble
ponctiforme de puissance du continu, soit Q, ot, d'aprés le théordme mentionné,
il existe un ensembls Z de puissance du continu, tel que dZ << d¢Q. Or, on s,
comme on sait, dQ < dP (P étant parfait et ¢ ponctiforme), done dZ {d¢ <
< dP<dE (puisque P E) et, d'antre part, dZ < dQ <dH (puisque @ H),
On a done dZ<dE ot dZ < dH.

D'abord je démontrerai, en m'appuyant sur ie théoréme de
M. Zermelo, ce

Lemme?). Il existe un ensemble N de puissance du continu, tel
que deux sous-ensembles disjoints de N de puissance du. continu ne
sont jamais homéomorphes.

1) Fund. Math, t. VI (1926), p. 200.
% Notre lemme, dons nous donnons ici une démonstration directe, peut étre

déduit sans peine d’mnn théoréme plus général de M, Banach: ce volume p. 14.
(Théortme 2),

Fundamenta Mathamaticae. T. XIX. b


Yakuza


66 | W. Sierpinski:

Démonstration . ' '
Du théortme de M. Zermelo résulte l'existence d'une suite

transfinie

(1) By, Ty, Lyyorey Ty Logagoees Fayere

(e<o)

formée de tous les nombres réels différents et nous pouvons sup-
poser que le type ¢ de cette suite est le plus petit nombre ordi-
nal de puissance du continu.

E étant un ensemble donné quelconque de nombres réels, I’en-
gemble de toutes les transformations homéomorphes de E en un
ensemble linésire a, comme on sait, la puissance du continu. Or,
la famille de tous les ensembles linéaires G4 a aussi la puissance
du continu, Done, la famille F' de toutes les fonetions, dont cha-
cune est définie sur un ensemble G4 (variable), I', et établit une
transformation homéomorphe de I" en un ensemble linéaire, a la puis-
sance du continu. Il existe done une suite transfinie du type ¢.

(@) 5@ @) fi@)y ey fo@)y fora(®@)see s fal@)yn (@ < @)

formée de toutes les fonctions de la famille #. Désignons générale-
ment. par I', cet ensemble G; sur lequel est définie la fonction
fa(z). Nous pouvons évidemment supposer que I'; est I'ensemble de
tous les nombres réels et que f,(x) == pour x réels.

Nous définirons maintenant par l'induction transfinie une suite
transfinie de nombres réels {p,} comme il suit,

Posons p, = 2,. Soit maintenant @ un nombre ordinal > 1 et
< @ et supposons que nous avons déja défini tous les nombres P
pour £ < a. :

Désignons par P, l'ensemble de tous les nombres fﬁ(pn)’ ol
§_< @ n<a et pel', Do a< g résulte sans peine que
P<at<<p=2% 1l existe donc des termes de la suite (1) qui
'appartiennent pas & P,: soit p, le premier d'entre eux.

La suite transfinie {p,}(a << ) est ainsi définie par Pinduction
transfinie: soit N l'ensemble de tous les termes de cette suite; ce
sera évidemment un ensemble de puissance du continu, puisque,
d’aprés la définition du nombre p, et de'la fonetion f1(®), on a
pour n @) py=fi(p,) Fpa.

Solent maintenant £ et H deux sous-ensembles digjoints de N,
ot supposons qu'ils sont homéomorphes, Soit g=(2) une transforma-
tion' homéomorphe de E en H. On a donec H — 9:(E).

bl
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D’aprés M. Lavrentieffl) ’homéomorphie entre E et H peut
étre étendue aux ensembles G, E* et H¥, contenant respective-
ment £ et H. I existe done une transformation homéomorphe gp.(z)
de I'ensemble £* en l'ensemble H*, telle que gp.(x) =gs(x) pour
z e E. Soit hys(z) la transformation inverse pour g,.(z): elle trans-
forme donc d’une fagon homéomorphe l'ensemble H* en 'ensemble E*.

De la définition de la suite (2) résulte qu'il existe deux nom-
bres ordinaux u et #, tous les deux < g et tels que E*=1T,,
H*=T,, gr.(x) = f.(2) pour e E* et hy.(z)==f,(x) pour ¢ H*
On a done f,(E)=H et f,(H)=E.

- Soit @ un indice > #, tel que p, ¢ £. On a done Julpde HC N
et il existe un nombre ordinal § < g, tel que f,(p,) = P, ce qui
donne, la fonetion f, étant inverse pour JSus Pa=f,(pp). 1l en ré-
sulte, d'aprés a > et d’aprés la définition du nombre p,, que
82 a. Or, il ne peut étre f=oa, puisque p,e B, py=Ff,(p,) e H
et EH=0. On a donc §>a et la formule f, (p,) =p; prouve,
vu la définition du nombre p,, que f<Cp. De p,=f,(p,) résulte
done qu'il existe au plus z nombres ordinaux a >, tels que
Po € E. Par conséquent il existe aus plus x -7 pombres ordinaux
a, tels que p, ¢ X, doné la puissance de l'ensemble £ est < - 7,
done < 2% puisque u << @ et v <.

Nous avons ainsi démontré que si E et H sont deux sous-en-
sembles disjoints de N et s'ils sont homéomorphes, leur puissance
est inférieure & celle du continu. L'ensemble N satisfait done aux
conditions de notre lemme qui est ainsi démontré,

Voici une généralisation de notre lemme, due & M. A, Lindenbaum?):

Il existe un ensemble lindaire N de puissance du continu, tel que 8i E et
H sont deux sous-ensembles de N et Uensemble E — H (resp. H — E) est de puis-
sance du continu, il ne peut étre jamais & la fois H une image biunivogue et con-
tinue (dans un sens) de E et E une image biunivoque et continue (dans un
sens) de H.

La démonstration de M. Lindenbaum est intéressante encore par ce qu'elle
fournit une démonstration de notre lemme qui n'utilise pas le théoréme de M,
Lavrentieff.

Démonstration, F étant un ensemble donné gquelconque de nombres réels,
Vensemble de toutes les fonctions définies et continues sur E a, comme on sait,

1) Fund. Math. t. VI, p. 149. :
3) Cette proposition ne peut étre déduite du théordme 2 (cité plus haut) de
M. Banach,

B
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la puissance du continu, Or, la famille de tous les ensembles linéaires Gy a anessi
la puissance du contina, Donc, la famille @ de toutes les fonctions, dont chacune
est définie et continme sur un ensemble Gfy (variable), I, a la puissance du continu.
Soit maintensnt (2) une suite transfinie du type ¢ formée de toutes les fonctions
de la famille & et soit I, 'ensemble Gy sur lequel est définie et continue la fone-
tion fy(x).

~ Boit N l'ensemble de puissance du continu défini 4 I'aide de la suite (2),
dont nous venons de parler, tout 4 fait comme dans la démonstration de notre
lemme. Soient E et H deux sous-ensembles de N, tels que E— H n la puissance
du continu et admettons qu'il existe une fonction f(x) & valeurs distinctes définie
et continue dans E, telle que f(E)= H, et une fonction g(@) & valeurs distinctes,
définie et continue dans H, telle que g(H) = E. Comme on sait, si f(x) est une
fonction définie et continue sur V'ensemble X, il existe un ensemble Gy, I', con-
tenant K, et une fonction F(x), définie et continue dans I, telle que F'(x) = f(w)
pour ge K1), De la définition de la suite (2) résulte done qu'il existe un nombre
ordinal p <, tel que I'==1TI), et ful@) = f(x) pour zeB. Pareillement nous
concluons qu'il existe un nombre ordinal » < ¢, tel que H (1% ot fy (@) == g(x)
pour z¢e H,

Soit 4 un nombre ordinal < p mais plus grand que x et que », Désignons
par E, V'ensemble de tous les nombres x de K pour lesquels un au moins des
nombres de la suite infinie

®, f\@), gf(x), fof (=), gtof(a ...

ost un terme de la suite (1) dont l'indice est << A (La fonction f(x) étant définie
dans E et la fonction g(z) dans H==f(K), on conclut sans peine, d’aprés E= g(H),
que tous les termes de notre suite infinie sont définies pour ze E). Les fonctions
et g étant & valeurs distinctes, on conclut sans peine, d'aprés 4 < ¢, que l'en-
semble K, est de puissance < 2%, L'ensemble E — H &tant de puissance 2%, l'en-
semble (E — H) — E, est donc non vide, Soit x4 un point de cet ensemble: on
8 donc 2,e K ot zynoneE,, d'oh résulte que a> A et que f(wg) = g, oW
a > 4, Or,on a, pour z¢ E, S(@)=fy(2): on a done xy, = fu(%a) ot a,>A>u,
et de Ia définition de 'ensemble N résulte qu'il ne peut étre ¢, > a. On a donc
4<a < a Ensite de xnoneE, résulte que gf(ay) = ag,, ol a, > A. Or,
pour e H on & g(x}) =7, (x); on a don¢ 9f(®a) = g(@a,) == 20, ol 2y > A > »,
et de la définition de I'ensemble N résulte qu'on 8 o, < a,. Plreilleme'nt en po:
sant fgf(xq) = z,,, 979 (@) = 24,,..., on trouve ’

@ ey a2,

:Ux;; suite d:eroiua.nte de nombres ordinaux ne pouvant étre infinie, il existe un
ndice n, tel que @y, = ausq; = ay, Soit = ; i
tel g +3. Boit' ¢ (x) = gf(w); en désignant par
@*(x) In k-iéme itérée de la fonction p(x), on a pk(zy) = Tq,, pour k _3’;‘ 2,8 : :
or, la foncti isti ppartionnent
° n,s e ;". on @(x) est & valeurs distinctes sur E et ces valeurs appartiennent
S8ia> e, onsausei a>a,, done ]
N >a, P (%a) = a, F xy; copendant @ (0, V=
=Xy, g = Tay,, Cest-d-dire (11) P+ (@,) = @r(xq); d'aprés la umarquo“?tito

') Voit Fund. Math. t, IV, p. 317.
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tout & P'heure sur ¢(z), les formules (I) et (1I) ee contredisent. On a don: néces-
sairement ¢ = a,, d'olt: (III) &, = f(xq). Or, la formule {II1) est impossible, puis-
que xq ¢ E — H et f(z,)e H. La proposition de M. Lindenbaum est ainsi dé-
montrée.

Soient maintenant E et H deux sous-ensembles disjoints de N,
tous les deux de puissance du continu. Il est évident, d'aprés la
propriété de l'ensemble N, qu’aucun sous-ensemble de puissance du
continu de E n'est homéomorphe & aucun sous-ensemble de H. Il
n’existe donc aucun ensemble Z de puissance du continu et tel que

dZ < dF et dZ << dH.

En admettant I'hypothése du continu, on en obtient tout de suite
la proposition suivante:

Si 2% =R, , il existe deux ensembles lindaires non dénombrables
E ¢ H, tels quil wexiste aucun ensemble non dénombrable Z, tel
que dZ <dE et dZ < dH.

Voici encore une autre démonstration de cette derniére propo-
sition.

M. N. Lusin a démontré?) que si 2%=1y,, il existr wn en-
gemble linéaire non dénombrable E qui a un ensemble au: plus dé-
nombrable de points sur tout ensemble parfait non dense, et quil
existe un ensemble linéaire non dénombrable H qui est de 1™ catégorie
sur tout ensemble parfait?).

Soit Z un ensemble, tol que dZ<<dE et dZ < dH, L’ensem-
ble Z est donc homéomorphe & un sous-ensemble H, de H, d'od
résulte, comme j'ai démontré?) que Z est de 1™ catégorie sur tout
ensemble parfait. Or, d'aprés dZ < dE, Z est homéomorphe & un
sous-ensemble Z, de E: donc E, est aussi de 1" catégorie sur tout
ensemble parfait et, en particulier, sur la droite, done E, C P, -
~+P,+ B +..., od P,(n=1,2,3,...) sont des ensembles parfaits
non denses. Or, d’aprés la propriété de l'ensemble E, les ensembles
E,P, CEP, sont au plus dénombrables. L'ensemble E,, donc aussi
Z, est ainsi au plus dénombrable.

Il p'existe donc aucun ensemble non dénombrable Z, tel que
dZ < dE et dZ < dH, c. q. £ d.

1) C. R. t. 158, p. 1259 (note du 4 mai 1914). *
%) Voir aussi Fund. Math. t. 11, p. 15b.
%) Fund, Math. t. IV, p. 323,
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Nous donnerons encore une application de notre lemme & la dé-
monstration de la proposition suivante de M. Kuratowski; I
existe une famille composée de 22% ensembles dont les nombres de di-
mensions sont non-comparables deux & deux ).

Tout ensemble de puissance 2% pouvant étre décomposé en 2%
ensembles disjoints de puissance 2%, il existe deux fonctions ¢(x)
et (z) d’une variable réelle, telles que, pour tout z et y == = réels,
9(=), ¥(z), p(y) et P(y) sont des sous-ensembles de N de puissance
2%, deux & deux disjoinis.

X étant un ensemble quelconque de nombres réels, désignons
par F(X) la somme de tous les ensembles @(x), ot xe¢ X et de
tous les ensembles 9 (z), ob wnone X. Soient maintenant X, et X,
deux ensembles distinets de nombres réels, Il existe done dans I'un
denx un nombre qui n’appartient pas & lautre, p. e. 2, ¢ X, et
#none X,. D'aprés la définition de la fonction F(X), L'ensemble
¢(2,) est donc contenu dans F(X,) et, d'aprés les propriétés des
fonetions ¢ et v, disjoint avec tout terme de la somme F(X,),
done @(2,) C F(X,) et p(z,) P(X;)=0. Pareillement () C F(X,)
et y(r,) F(X,)=0.

Si F(X,) est homéomorphe d'un sous-ensemble de P(Xy), @(z,)
lest aussi. On aurait donc deux sous-ensembles de N de puissance
du continu, disjoints et homéomorphes, contrairement & la pro-
priété de N. Pareillement F(X,) ne peut étre homéomorphe & un
sous-ensemble de F(X,). Les types de dimensions des ensembles
F(X,) et F(X,) sont done non comparables,

A tout ensemble X de nombres réels correspond done un en-
semble linéaire F(X), de sorte que si X, et X, 'sont deux ensem-
bles distinets de nombres réels, les types de dimensions de F'(X,) et
de F(X,) sont non comparables. La proposition de M. Kuratow-
ski est ainsi démontrée.

Voici encore une autre conséquence facile de notre lemme qui
résout affirmativement un probléme de M. Szpilrajn:

Il existe une famille ¥ de puissance 2% d’ensembles linéaires,
tels que, K et H étant deux queleonques d’entre eux, aucun sous-

ensemble de puissance 2% de E nlest homéomorphe & un sous-en-
semble de H.

) Fund. Moth, t. VIII, p. 205,

icm

Sur les types de dimensions 71

Désignons maintenant par X, la somme de tous les ensembles
®(xg), ot x, sont des termes de la suite ()et £Z=a. On a évidem-
ment, pour @ B < @: ¢(z,) C Xa et p(z,) Xy =0, d'ot résulte
comme nous savons, que l'ensemble X, ne peut &tre homéomorphe
& un sous-ensemble de X,. D’autre part on a évidemment pour
e << X, X, On a done dX,>dX,, pour ¢ <f<g.

Nous avons ainsi démontré qu'il existe une suite transfinie de
puissance du continu d'ensembles linéaires, dont les types de dimen-
sions vont en déeroissant.

Il est & remarquer qu'en utilisant au lieu de la suite (1) de
tous les nombres réels, une suite transfinie quelconque du type @
de nombres réels, on peut généraliser notre lemme, en démontrant
quil existe dans tout ensemble lindaire de puissance du continu
un ensemble N satisfaisant aux conditions de notre lemme. Il en
résulte sans peine qu'il existe dans tout emsemble lineaire de puis-
sance du continu une suite transfinie de puissance du continu de
sous-ensembles dont les types de dimensions vont en déeroissant.

Pareillement, en considérant les sommes partielles de la suite
transfinie {g(x,)} (¢ << @) on démontre qu'il existe dans tout ensem-
ble linéaire de puissance du continu une suite transfinie de puis-
sance du continu de sous-ensembles dont les types de dimensions
vont en croissant.
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