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Er hat die Menge F,.(F'— U(F', e-¢) zu seinen Triger,
berandet also in der (d -+ &)-Umgebung dieses Trigers, d. h. jeden-
falls in U(F', d + ¢+ 2¢). Ebenso beweist man, daB der wahre
Zyklus

27 =, &y # )
in U(F’, d-}e-}-2¢) berandet. Da 2 ==z, 4 2, ist, muf auch
ZVin U(F',d+e-2¢) beranden, w. z b. w.

Ganz elementare Beispiele machen den anschaulichen Inhalg

dieses Satzes klar.

Ascona (Lago Maggiore), 15, X, 1982,
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Uber Schnitte in topologischen Riumen.
Von
Witold Hurewicz (Amsterdam).

Sei R ein separabler metrisierbarer topologischer Raum !). Ein
Puaar von nicht-leeren Teilmengen 4 und B von R mit den Eigen-
schaften ;

@ " RZ4=B, E—B=4m
nennen wir einen Schnitt des Raumes R ?) und verwenden dafiir
die Bezeichnung 4|B (Auf die Reihenfolge der Mengen wird keine

Rticksicht genommen: 4|B = B|4l).
Aus 1. folgt leicht:

2 A+ B=R

Ferner ergibt sich aus 1., dass die Mengen 4 und B abgeschlossen
sind, Die gleichfalls abgeschlossene (eventuell leere) Menge 4-B heisst
die Randmenge des Schnittes A|B. Von zwei Mengen M und N
sagen wir, sie seien durch den Schnitt A|B getrennt, wenn bei ge-
eigneter Bezeichnung:

(3) M-B=0, N-A=0

1) Von den dimensjonstheoretischen Anwendungen abgesehen, gelien die fol-
genden Uberlegungen allgemeiner fiir #ormale (nicht notwendig separable) topolo-
gische R#ume.

1) Mit I wird wie iiblich die abgeschlossene Hitlle der Menge M bezeichnet.

%) In meiner Note in Proc. Ac. Amst. 20 (1926), 8. 163 wurde der Schnitt
als ein System aus drei paatweise fremden Mengen E , By, ¥ erklirt, wo R=E 1
4 E,4F, E 40, F,+0 und F gemeinsame Begrenzung von E, und E, ist.
Der Untorschisd zwischen den beiden Definitionen ist rein formal. Der gegenseitige
1bergang wird durch die Formeln vermittelt : E=R—A4, E,(=R-—B, F =A.B
und umgekehrt: 4 =F,+ ¥, B=E, 4 F.
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gilt. Triviale Folgerungen aus der Definition: Mit M und N sind
auch je zwei Mengen M’ und N’, wo M'(C M und N'(C N, durch
den Schnitt A|B getrennt; die Menge M - N ist zur Randmenge

A+B fremd; ferner gilt: M-N( (B - A)e(R - By=B(R B)=0
und ebenso M. N ==0. Wir zeigen umgekehrt:
(8) Wenn fir die nicht-leeren Mengen M und N M- N+ M. N==0
gilt, gibt es immer einen diese Mengen trennenden Schnitt,

Da B ein normaler Raum ist, existiert eine offenc Menge ,
50 .daf

(4) MCaG; N-G=0.
Wir setzen:
®) d=G, B=1r G,

Die Mengen 4 und B bilden ecinen Schnitt; zuniichst wind sie
nimlich nicht leer, denn nvach (4) ist M in 4 und N in B
enthalten. Ferner ist nach (5) die erste Relation in (1) erfullt. Auch
die zweite ergibt sich leicht aus (5), denn erstens ist A — B ==

=B—B—GCR—RB—G =70, also B—BC GF=d und
aweitens BCE—G=R—Galso B~ B & und & B G=A.
Endlich ist das Mengenpaar 7, N durch den Sehnitt AlB getrennt,
denn es gilt N.A=0 (folgt unmittelhar aus (4) und (6)), und, wie eben
bemerkt, gilt B(C R @, daher nach (4) M+ B==.

Eine wichtige Kolgerung aus (n) ist, dass sich je zwei fremde
offene und ebenso je zwei fremde abgeschlossene Mengen immer
durch einen Schnitt trennen lassen.

Viele wichtige Begriffe der Topologie (vor allem der Dimensions-
theorie) lassen sich auf das Verhalten der Schnitte zurtickfthren.
Zum Beispiel ist der Raum R zusammenhdngend dann und nur dann,
wenn keine Schnitte mit leeren Randmengen vorkommen, Feiner
gilt: Damit R hochstens n-dimensional sei, ist notwendig und hin-
reichend, dass sich je zwei fremde abgeschlossene Mengen durch
einen Schnitt mit hichstens (n — 1)-dimensionaler Randmenge trennon
lassen. In diese Glestalt kann man nimlich den bekannten Satx
bri!_:gen, wonach eine Menge R dann und nur dann hichstens
n-dimensional ist, wenn es zu je zwel fremden in & abgeschlossencn
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Mengen 1 und N zwei abgeschlossene Mengen P und ¢ giht,
so dass

R=P+Q MCR—¢Q NCR—P, &m(P-Q)<n—19

Aus diesem Satz folgt unmittelbar, dass die oben anfgestellte Be-
dingung hinreichend ist. Dass sie notwendig ist, ersieht man daraus,
dass es zu den punktfremden offenen Mengen R — F und R — @
nach Satz (a) einen diese Mengen trennenden Schnitt gibt, durch
den nattirlich die Mengen  und N a fortiori getrennt sind. Die
Randmenge dieses Schnittes ist zu B — P und £ — @ fremd, ist
also eine Teilmenge von P-¢ und daher hochstens {(n — 1)-dimen-
sional, :

Ahnlich zeigt man: Ein n-dimensionaler kompakter Raum R ist
dann und nur dann eine Canforsche Mannigfaltigeit #), wenn jeder
Schnitt des Raumes eine mindestens (n— 1)-dimensionale Rand-
menge hat. .

Aus der Gesamtheit aller Schnitte des Raumes B wollen wir
jetzt einen fopologischen Raum bilden, indem wir in Ubereinstim-
mung mit den bekannten Hausdorff’schen Axiomen Umgebungen der
Schnitte definieren. Ist A|B ein beliebiger Schnitt, und M, N ein
Paar durch A|B getrennter Mengen, so verstehen wir unter der Um-
gebung U, v von A|B die Menge aller Schuilte, von denen M und N
getrennt sind ¥). Man sieht sofort, dass es zu jedem Schnitt Umge-
bungen gibt. Sind ferner M,y und W,y zwei Umgebungen des-
selben Schnittes A|B, wo etwa M+-B=0, M'- B=10, N.-A==0,
N'-A4=0, so ist auch Uy y y.in eine Umgebung von 4|8, die,
wie leicht ersichtlich, in jeder der vorgegebenen Umgebungen 11, v
und Wy x enthalten ist. Hitwas schwieriger ist der Nachweis, dass das
Prennungssaxion: erfillt ist, d. h. dass je zwei verschiedene Schnitte
A|B und C|D sich in zwei Umgebungen ohne gemeinsame Elemente

! Vgl. Hurewicz, Normalbereiche und Dimensionstheorie, Math. Ann, U6,
S, 763,

4) Bin #n-dimensionaler kompakter Raum heisst nach Urysohn eine Can-
torsche Ifannigfalligkeit, wenn er nach Tilgung einer jeden (n—2)-dimensionalen
Teilmenge zusammenhiingend bleibt, oder, was damit gleichbedeutend, wenn fir
jedo Zerlegung von K in zwei nicht leere abgeschlossene Teilmengen der Darch-
sehnitt dieser Mengen mindestens (n — 1)-dimensional ist,

%) Vgl. meine sub ?) zitierte Note,
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einbetten lassen. Wir zeigen zuerst: falls 4|B von C|)) verschie-
den, gelten entweder die beiden Relationen:

(68) A+C=x=R A--D == R,
oder die beiden Relationen :
(6" B+ C R, B-Ds= R

Sonst hitte man néimlich eines der folgenden vier Relations-
puare: @) A+ C=RE, B4 C=R; 8) A+ D=R, B+ C=R;
WA+ C=R B+D=FK 6 A+ D=Ek, B~ D==R. Der Fall
@) fahrt sofort ad absurdum, denn aus der ersten Formel in ) folgt:
A=A4 )R~ C=2D und aus der zweiten: ( == COR-- B = 4;
dies ergibt C.D also (B — 0)+.D =0, was wegen == I — Os=0
unmoglich ist. Ebenso erledigt sich der symmetrische Fall 8), Aus
den Formeln ) witrde folgen: ADR - D=0, DR - 4 = B
BOR~C=D, COR—B=A4, also zusammengefasst: A == (!,
BL'=D, und die beiden Schnitte wiren identisch, im Widerspruch
zur Voraussetzung. Analog wird der Fall 9) behandelt,

Wir kénnen also annehmen, es seien etwa die Relationen (6)
erfillt, oder, was dasselbe bedeutet, es seien die Mengen 7 — (A~ C)
und ORM-(A—{-D) nicht leer. Wahlen wir aus jeder dieser Men-
gen je ewnen Punkt p, bzw. ¢ und ausserdem einen Punkt * aus
R - B. Das Punktepuar p, g ist durch C|D, jedes der Punkte-
paare p, 7 und g, » durch A|B getrennt. Die Umgebungen 11,
und 1-!,,,,, von A|B, baw. C|D haben keine gemeinsame Elem(:nz:;.
denn jeder Schuitt aus der zweiten Umgebung trennt die Punlkte p
und g, wihrend dies kein Schnitt aus der ersten Umgebung tut.

Damit sind simtliche Hausdorffsche Axiomo als gliltig erwiesen.
Den so gebildeten topologischen Raum bezeichnen wir mit &(R).
Man kounte leicht zoigen, dass © (R) ein regulirer Raum ist (d. h
dass es zu jeder Umgebung eines Schnittes eine andere Umgebung'
dasselben Schnittes gibt, deren abgeschlossene Hiille in der ersten
e{xthalten ist), doch wollen wir hierauf nicht niher eingehon. Falls R
n{cht kompaks ist, ist G(R) weder separabel noch metrisierhar (@df)
goniigt nicht einmal dem nersten Abzshlbarkeitsaxiom¥),

' Das Hauptziel dieser Arbeit bestoht in der T
Eigenschaft, die dem Raum ©(R) gunz unabhungi
deren Struktur des Raumes I zukommt und ji

eststellung einer
g von der beson-
en tieferen Kern.
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zahlreicher topologischer und in erster Linie dimensionstheoretischer
Sugze bildet.

Einer der wichtigsten und bekanntesten Sitze der Punktmen-
lehre besagt, dass, wenn M ein kompakter metrischer Raum oder
allgemeiner eine Gy-Menge in einem vollstindigen metrischen Raum
ist, je abzihlbar-viele in M offene und in M dichte Mengen
einen in M dichten Durchschnitt haben ¢). Inhaltlich gleichbedeu-
tend ist die Behauptung, dass jede in I/ offene Menge von zweiter
Kategorie im Sinne von Baire (d. b. keine Summe von abzshlbar
vielen nirgends-dichten Mengen) ist.

Wir wollen nun einen topologischen Ranm I einen Baire'schen
Raum nennen, wenn der Durchschnitt von je abzdhlbar-vielen in M
dichten wund offenen Mengen in M dicht liegt. Insbesondere ist jeder
kompakte Raum ein Baire’scher Raum.

Wir wollen nun heweisen:

Der aus Schnitten gebildete Raum © (R) ist tmmer ein Baire'scher
Rawm.

Es liege in & (&) eine Folge von in &(R) offenen und dichten
Mengen

., G, G,,...

%) Die wichtige Rolle, welche dieser Satz insbesondere bei topologischen
Untersuchungen spielt, wurde noch bis vor Kurzem wenig beachtet, Oft lassen
sich, namentlich bei Existenzbeweisen, komplizierte Approximationsbetrachtungen
durch Anwondung des erwihnten Theorems vermeiden, Dds Theorem wird dabei
meistens nicht in dem Raum angewendet, der das eigentliche Objekt der Untersuchung
bildet, sondern, in einem Raum ,hbherer Gattung¥, etwa im Hausdorffschen Raum
der abgeschlossenen Mengen, oder im Raum der stetigen Funktionen, oder end-
lich wie in dieser Arbeit im Raum der Schnitte, Handelt es sich z, B. darum, die
Existenz einor abgeschlossenen Menge von einer bestimmten Eigenschaft nachszu-
weisen, so versucht man die Gesammtheit der abgeschlossenen Mengen, - welche
die fraglicho Eigenschaft haben, als Durchschnitt von abzihlbar-vielen offenen und
dichten Mengen im Hausdorffschen Raum der abgeschlossenen Mengen darsmstel-
len, Vgl. Mazurkiewicz, Sur les continus absolument indécomposables, Fund,
Math. 16, 8. 161 und Hurewicz, Dimensionstheorie und Cartesische Riume,
Amst. Procoedings 34, 5. 899, In diesen (ungefiihr gleichzeitic erschienenen)
Arbeiton wurdo die oben angedeutete Methode zum ersten Mal (auf zwei ganz ver-
schiedone Vragestellangen) angewendet, Weitere Anwendung findet sich bei Kura-
towski, Sur Dapplication des espaces fonctionnels & la Théorie de la dimen~
gion, Fund, Math,, 18, 5. 28b.
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vor. Es ist zu zeigen, dass, wenn &, irgend eine in S(R) offene
Menge bedeutet,

(‘go'@;l'@}g * (&;3 "'-'(”u"':’:”'

Wir greifen aus @, irgend einen Schnitt Ay|B, heraus, Da (¥,
offen, gibt es eine Umgebung Uy, y, von 4By, die ganz in &, ent-
halten ist. Zu den fremden abgeschlossenen Mengen M, und N, las-
sen sich zwei offene Mengen F; und W, angeben, so dass

leCV(M lvo CWO, —V(,-WO == (),

Nach (a) gibt es einen V, und W, trennenden Schnitt, Die
Menge Uy 5 ist also definiert und nicht leer, und man hat offenbar:

u%. Wy C uMn:Nu C (SO‘
Da @, in ©(k) dicht, enthult die Umgebung Uy v, einen der

Menge @, angehtrenden Schnitt, etwa A,|5,. Wie oben withlen.

wir eine Umgebung:

Was,n, CC Gy

von 4,|B,. Der Schnitt 4,|B, trennt die Mengen M, und N, und
ebenso die Mengen ¥, und W, also bei passender Bezeichnung
auch die Mengen M, + V, und N, -+ W,. Die letztgenannten Men-

gen sind dann zueinander fremd, und wir konnen wieder zwei
offetne Mengen V7, und W, bestimmen, so dass

Ml +T';a CVM N1 “I"ﬁio CW1~ Vl ‘w_} =)

}.i‘tir die (nicht leere) Menge Uy i, gilt dann Wy, 5 C Wy, und
somit :

ui’;: ch @51‘

‘ Mit der Umgebung Uiy und der Menge &, verfahren wir
Jetzt ganz analog, wie soeben mit der Ungebung Wy w, und der
Menge @,. Das Verfahren ad infinitum fortsetzend, bekommt man
zwei Folgen

1/07 V1‘1 Vﬂ:"'; w’ov }Vla Wﬁn'“!

wo die ¥, und W, offene Mengen sind, und die Beziehnngen gelten:
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(M Ve DVay Waa DWW VoW, =0y 00
(8) uf’;z"?n C Gjn' } "= ’ 1, "

Bei V' die Summe aller ¥, und W die Summe aller W,. V und
W sind offene und wegen (7) zueinander fremde Mengen; es gibt
daher nach (1) einen sie trennenden Schunitt A4]B. Mit Riick~
sicht auf (7) ist fiir jedes n V,(CV und W,C W, folglich ist das
Meugenpaar V,, W, durch A|B getrennt, mit anderen Worten ge-
hiet A|B jeder der Umgebungen Uy 7 an. Nach (8) ist dann A|B
in allen Mengen &, (n==0, 1, 2,...) enthalten, also ist der Durch-
schoitt von @, - @, - ;... mit jeder offenen Menge &, nicht-leer,
folglich ist &, - ®, - &, ... dicht in &(R).

Mit Hilfe dieses Theorems lussen sich viele Beweise der Dimen-
sionstheorie erheblich abkiirzen. Wir werden dies an einigen Bei-
spielen niher erliutern. Vorher bemerken wir noch, dass man die
oben erwihnte Charakterisierung der hiichstens z-dimensionalen
Mengen auch in die folgende Gestalt bringen kann: R ist hochstens
n-dimensional dann und nur dann, wenn die Schuitte mit hochstens
(n—1)-dimeusionalen Randmengen in G(R) dicht liegen. Insbesondere
sind also nulldimensionale Riume dadurch charakterisiert, dass in
ihnen die Schnitte mit leeren Randmengen eine in S(R) dichte
Menge ergeben.

Unser Resultat wenden wir zuntichst auf den bekannten Sum-
mensatz ') der Dimensionstheorie an: Ist R Summe von abzdhlbar-
vielen in B abgeschlossenen hichstens n-dimensionalen Mengen, so ist
auch R hichstens n-dimensional. Der tbliche Beweis dieses Satzes
zerfillt in zwei Halften: Zuerst wird der Satz ftir den Spezialfall
n =0 bewiesen ®) und daraus durch einen einfachen Induktions-
schluss seine Grltigkeit fir beliebiges n abgeleitet ). Der erste Teil
dieses Beweises (der Fall » = 0) lisst sich nun unter Beniltztung
der Tatsache, dass ©(R) ein Baire’scher Raum ist auf wenige Worte
reduzieren, Aus der oben angefihrten Charakterisierung der nulldi-
mensionalen Mengen folgt nimlich leicht: Ist @ eine in R abgeschlos-
sene nulldimensionale Menge, so bilden jene Schuitte von B, deren
Randmengen zu @ fremd sind, eine in &(R) dichte Menge. Ferner
ist diese Menge in &(R) offem, denn, ist die Randmenge A-B

1) Vgl. Menger, Dimensionstheoric (1928), 8. 92 .

%) Vgl. otwa Hurewicz, Normalbereiche und Dimensionstheorie, Math. Ann, 96,

8. 745,
%) Vgl. vorige Zitate, 8. 7568 und 760.
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des Schnittes AlB zu ¢ fremd, so hat diese Eigenschaft auch jeder
Schpitt aus der Umgebung 14, po- Sei jetat .R::Q}+tg2+ Q)},—}—...,
wo ), abgeschlossene nulldimensionale Mengen'mnd; bezeichnen
wir mit @, (m==1,2,...) die Menge aller Schnitte von R, deron
Randmengen zu ¢),, fremd sind, so ist @, ,... (llfa Melﬁge aﬁller
Schnitte mit leeren Randmengen und nach dem obigen ist diese
Menge in &(R) dicht, also ist I nulldimensional. ' .

Als zweites etwas komplizierteres Beispiel nehmen wir den Ury-
sohn'schen Satz 19): Ist R ein kompakter Raum und gibt o t:lir je'de
positive Zahl & eine Darstellung von R als Summe von endlich vie-
len abgeschlossenen Mengen, deren Durchmesser -::,'a'ﬂiml und die
zu je n+ 2 fremd sind, so ist B hichstens n-dimensional. '

Sei (ftir #>0) d,(R) die untere Schranke aller Zahlen £ mit der
Eigenschaft, dass & Summe ist von endlich vielen zu jo 2-{- I
fremden abgeschlossenen Mengen mit Durchmessern <C & Dann kon-
nen wir den Urysohnschen Satz in dieser Form aussprechen:

Aus d,y(R)==0 folgt: dim K = » (vorausgesetzt, dags £ kom-
pakt).

Fir =0 ist der Beweis ganz einfach. Angenommen, die Be-
hauptung stehe fir »— 1 beveits fest. Wir setzen voraus d,,+1(11‘)-.—_.j€)
und{zeigen zunichst: Ftir jedes &> 0 liegen die Schnitte A& mit der
Eigenschaft:

(9) d,(A-B) <e

in @(R) dicht. Seien zum Beweis 1/ und N zwei fremde (nicht leero)
in R abgeschlossene Mengen. Wegen der Kompaktheit des Ranmes B
haben M und N einen positiven Abstand, etwa 1. Wegen d,(F) =0
gibt es eine Duarstellung:

P=F1+F2 +'|'Fm

wo die abgeschlossenen Mengen F; zu je n -2 fremd sind und
Durchmesser < & und < 77 haben. Die Numerierung sei so gewtihit,
dass die ersten % der Mengen F; mit M gemeinsame Punkte haben
(folglich keine gemeinsame Punkte mit N) und die tbrigen m-—%
zu M fremd seien, Sei F® die Summe der ersten ¥ Mengen F, F™
die Summe der dbrigen m — k, dann ist

Fo.N=0, Fl-M=0.

1) Vgl. Menger, Dimensionstheorie, 3. 174,
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Wegen R=F"°-| F1 sind die offenen Mengen R— F° und R— F1
fremd, folglich gibt es einen sie trennenden Schnitt etwa A|B.
Nach (10) sind auch die Mengen M und N durch A|B getrennt,
d. h. A|B gehort der Umgehung Uy,v an. Die Randmenge 4 - B ist
zu den getrennten Mengen R — F° und B — i1 fremd, also:

(11) A-BCFO-FleO-ZFizz.ﬁ’“-Fi.
feskot] =kl

Nun kann ein Punkt p von F9 in hochstens n der Mengen
Fypry Foygy..., F,, gleichzeitig enthalten sein, denn p liegt nach Vor-
aussetzung in hichstens -1 Mengen des Gesamtsystems (..., F,)
und sicher in mindestens einer der Mengen ..., F,. Folglich
haben je #n—- 1 der Mengen /. F, (i > k) keine gemeinsame Punkte,
und, da die Durchmesser dieser Mengen < & sind, ergibt die For-
mel (11): d,(F°. F'1) < & und & fortiori ) d,(4 - B) <& Damit ist
gezeigt, dass die Schnitte mit der Eigenschaft (9) in jeder Umge-
bung U,y vorkommen, d. h. eine in & (&) dichte Menge hilden.

Wir zeigen jetzt, dass die Schnitte mit der Eigenschaft (9) eine
in &(R) offene Menge bilden. Wir beniitzen dabei den folgenden
ganz einfach beweisbaren Satz!2): Tst A(C B eine abgeschlossene
Menge und gilt d,(4) <&, so gibt es eine offene Menge G A so
dass d,(G) <<e Es gelte nun fur einen Schuitt 4.5 die Unglei-
chung (9). Nach dem Vorangehenden hestimmen wir eine offene
Menge U, so dass:

UDA.-B; 4,U)<e.

Dann gilt fur jeden Schuitt A’|B’ der Umgebung W, .y 5 sv
A+ B'CU und somit
d. (4’ - B) <e.
Die Behauptung ist bewiesen.

Bezeichnen wir jetzt mit %, (m =1,2,...) die Menge aller
Sehnitte A|B mit ‘ ‘
dn(A : B) < 1/m7
so ist der Durchschnitt dieser Mengen als Durchschnitt von abzahl-
bar-vielen in &(R) offenen und dichten Mengen selbst in &(R)
dicht. 90 -9, - ;... besteht offenbar aus Schoitten 4|B, fir die

1) Wir bentitzen hier die triviale Tatsache; Aus A(C B folgt; d,(4)=d,(B)
%) Vgl. etwa Urysohn, Fand, Math, 8, 3, 291, -
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dfA-B)=0. Nach der Induktionsvoraussetzung kann man aher

dafiir schreiben: ‘
dim(4-B)=n-—1.

Also liegen die Schnitte mit hochstens (n - 1)-dimensionalen
Randmengen in & (R) dicht. Iiies bedeutet aber, dass 1 hichstons
n-dimensional ist. Der Urysohn’sche Satz ist bewiesen.

Zum Abschluss dieser Untersuchung zeigen wir, dass im Kall eines kom-
pakten Ruumek R der zngehtrige Ranm der Schnitte @(R) mit einer Gy Menge
eines kompokten metrischen Raumes homdomoryph tst, folglich selbst separabel und
metrisierbar ist und bei geeigneter Matrisierung sogar als oin vollstindiger metri-
scher Ruum betrachtet werden kann %), In diesem Satz ist anch die Tatsacho, dass
S(R) ein Baire’scher Runm ist, inhegriflen.

Zum Beweise unserer Buhauptung zichen wir den Humsdorffschen faum 19)
horan, dessen Elemente die ahgeschlossenen Teilmengen von B sind; dabei wird
der Abstand A B zweler ahgeschlossenor Mengen A und 7 als die untere Grenue
aller Zahlen 4 > U mit der Eigenschaft

ACU(B; 1), BCU(; )1
erklirt, Dor so delinjerte mstrische Raum ist bekanntlich (hei lompakiem k)
kompalet 14). Wir betrachten nuumehr die (iesamtheit aller wungeordneten Paare
(4, B) wo A, B wieder nicht-leere in B abgoschlossene Menge sind und definivren
als Abstand zweier Paare (4, B) und (4’, B') die kloinere unter den Zshlen

Vi@« @, Viawy + s

Dadurch erhalton wir einen newen metrischen Raum, dem wir mit 1T (&)
bezeichnen wollen. Aus der Kompaltheit des Hausdoxfi’schen Raumes folgt sohr
einfach die Kompaktheit des Raumes IT(F). Eine Teilmenge von II(R) bilden
diejenigen Paare (4, B), die der am Anfang dieser Arbeit aufgestellten Forderung 1.
geniigen, Wir zeigen nun, dass diese Teilmenge von JI( R) mit dem Raum G(R)
homéomorph ist, azu miissen wir folgendes nachweisen :

1) Ist 4|B ein Schnitt und || .y ¢ne Umgebung von 4|B, so gibt es cine
Zahl 22> 0, derart, dass jeder Nchnitt A'|B fitr den Z:"}i;“-( & und BWE”"( 2
gilt, der Umgebung {f a,n Sngehirt.

2) st oin Schnitt 4|B und eine Zahl £>0 vorgegeben, 8o gibt es eine Umge-
bung U1, v, 50 dass jeder dieser Umgebung angehirende Schnitt 4’| B’ bei ge-
eigneter Bezeichnung die Bedingungen H( s, BB’ < & erfilllt,

Beweis von 1): Sei etwa M*B=0, N* 4 =0, dann gilt mit Riicksicht anf
die Kompaktheit von R fiir hinreichend lkleines positives &1 M., U(B; &) =0

1) Bekanntlich ist jede G'z-Menge eines vollstiindigen Raumos mit einem
vollstindigen Ranm homsomorph.

13) Vgl. Hausdorff, Mengenlehre (1927), 8, 145,

11%) T(4,7) bedeutet, wie ttblich die Menge aller Punkte, deren Abstand von 4
kleiner als # ist,

) Hausdorff, Mengenlehre, 8, 150,
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und N.U(4; 8 =0. Aus 44’ <& und BB < & folgt dann .4’ ==0 und
N-B =0,

Beweis von 2): Wir machen Gebrauch von der bekannten Tatsache, dass es
zu jeder Menge M eines kompakten Raumes und jedem & > 0 oine endliche Teil-
menge H von M gibt, so dass M U(E; z). Demgemiss bestimmen wir zwei en-
dliche Menge P und @, so dass

(12 PCR-BCU(Rg), ecr—4Cu{e;)
Setzen wir
M=P4 (R~ UB;9), N=Q+(E—U(d;0),

so sind die Mengen M und N abgeschlossen, und durch A4[B getrennt. Filr je-
den Schnitt 4’|B’ der Umgebung Uy wo etwa M* B’ =0, N*d'==0, haben
wir dann:
A'CU(4;e), B'CU®B;9)
und wegen P 4/, QC B’ nach (12):
A=R—BCUP;dCUWA e, B=R—ACU(Q;CUB;e.

Die letzten zwei Formelusysteme orgeben zusammen: Ad’ < s BB < =

Damit ist also bewiesen, dass G(R) als Teilmenge des Raumes II(R) aller
Paare (4, B) aufgefasst werden kann, Zu zeigen bleibt, dass diese Teilmenge ein
Gy ist. Bemerken wir zuniichst, dass die Bedingungen (1), welche unter den simi-
lichen Paaren (4, B) die Schnitte charakterisieren, mit dem folgenden System #qui-
valent sind: ‘

(18a) A+B="R
(18h) E—4DB, E—BHA.

Die Beziehungen B— A (" B, E— B (_ A folgen nimlich aus (13a). Ist B,
die Menge aller Paare (4, B), die der Bedingung (13a) und B, die Menge aller Paare,
die der Bedingung (13b) gentigen, so ist 6( R) der Darchachnitt von 5, und B,
und wir brauchen bloss zu zeigen, dass 291 und %’ Gy-Mengen sind. Non ist %1
sogar abgeschlossen 15); konvergiert nimlich im Raum II(R) die Folge (4., By)
(n==1,2,...) gegen (4, B), so ist, wie man leicht sieht, im Hausdorffschen Raum
A+ B = Lim (4, -} B,). Aus A, B,==R folgt daher A-}-B=R,

Um zu geigen, dass B, ein G ist, verstehen wir fir # =1, 2,... unter (§,
die Menge aller Paare (4, B), fir die:

(14) AC U(R—B; 1/n), BC UR— 4;1/n).
Dann ist offenbar 23, der Durchschnitt aller @M und alles ist bewiesen, so-
bald wir zeigen, dass fiir jedes # (§, eine offene Menge ist, Angenommen, dies wiire

fiir ein gewisses # nicht der Fall, so gibe es ein Paar (4, B) mit der Eigen~
schaft (14) und eine Folge (dn, Bm) (m=1,2,...), Wo etwa

(15)  A=Lim 4y, B=LimBy, An [R— U(B—Bu; 1/n)+0,

15) Im metrischen Ranm ist jede abgeschlossene Menge ein Gy.
Fundaments Mathematicae T. XX. ) 11
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Ist pn (m==1,92,..) ein Punkt aus Ay [K— U(R— By; 1/n)] und p ein
Hiufungspunkt der Iolge pm, so liegt nach (16) p in 4, und nach (14) gibt es
somit einen Punkt ¢ aus R — B, so dass p, ¢ < 1/n; dann ist

(18) Pmy @ < 1/n (fiir unendlich viele m).

Fiir gentigend grosse Werte von m liegt ¢ in R - By, denn aus ¢ (C B, (fir
unendlich viele Werte von m) wiirde nach (15) folgen: g (C.B. Die Besiehung (16)
ergibt also fiir unendlich viele m: pn C U(R— Bn; 1/n), wihrend doch p, als
oin Punkt von B — U(R — By; 1/n) gewihlt war, Widerspruch!

icm

Sur une certaine suite infinie de fonctions d’une
variable réelle.

Par

W. Sierpifiski (Varsovie).

En m'occupant d’un probléme posé par M. Ruziewicz et en
connexion avec un théoréme que j'ai trouvé avec M™ Braun 1),
jai démontré, comme conséquence d’nn autre théoréme, le théoréme
suivant ¥):

Théoréme. Si 2% =y, i ewviste une suite infinie de fonctions
univogues d'une variable rédle fi(z), fy(x), f3(@),..., telle que, quel
que soit l'ensemble non dénombrable N de nombres réels, toutes les
fonctions de notre suite, sauf peut étre un nombre fint dentre elles,
transforment N en Uensemble de tous les nombres réels. .

Le but de cette Note est de donner une démonstration directe
de ce théoréme.

Démonstration. Admettons que 2%=y,. Il existe done une
guite transfinie du type £,

(1) Zas Zot1y Tatasr s Taye (@< Q)

formée de tous les nombres réels différents.

L’ensemble de toutes les snites- infinies de nombres réels, zinsi
que 'ensemble de toutes les suites infinies de nombres naturels ayant
la puissance du continu, done, d’aprés notre hypothése, la puissance
#;, il résulte tout de suite de la formule xf=1x, qu'il existe une
correspondance, d’aprés laquelle & tout nombre ordinal a <7 & eor-

) Fund. Math, t. XIX, p. 2 (Proposition (E)).
%) Bulletin de U Académie Royale Serbe, séance du 9 mai 1932
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