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Sur les ensembles dans lesquels toutes les équa-
tions d’une famille donnée ont un nombre de solu-
tions fixé d’avance.

Par
Adolphe Lindenbaum (Varsovie).

§ 1. Introduction.

MM. Banach?'), Ruziewicz et Sierpinski %) se sont vecu-
pés récemment de certains problémes qui, dans leur forme la plus
générale, s’énoncent comme il suit:

Etant donnée une famille @ de transformations de sous-ensembles
d'un ensemble Z, trouver:

(@) un grand ensemble X contenu dans Z et tel que, pour deux
transformations arbitraires, mais différentes: f, et f; — de famille ¢
les ensembles f;(X) et f,(X) ne puissent avoir qu'un pefif ensemble
d’éléments communs;

(b) deux grands ensembles X et ¥ contenus dans Z et tels que,
pour deux transformations arbitraires (différentes ou non): 7; et f; —
de famille ¢, les ensembles f;(X) et f,(Y) ne puissent avoir quun
petit ensemble d’éléments communs. ‘

On peut prendre p. ex. comme grand ensemble — un ensemble
de la méme puissance que Vensemble Z, ou plus généralement: de
puissance n au moins, n étant un nombre cardinal fixe; comme
petit ensemble — un ensemble de puissance inférieure & une puis-
sance m fixe; si Z est un espace topologique, rien n'empéche de

1) 8. Banach: Sur les transformations biunivogues, Fund. Math. 18 (1932)
pp. 10—16.

?) 8, Ruziewiez et W. Sierpiniski: Sur un ensemble parfaii qui a ave
foute sa translation au plus un point cvmmun, Fund, Math. 19 (1932), pp. 17—21"
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définir ces deux notions en termes topologiques: p. ex. un ensemble
soit grand, quand il contient un sous-ensemble parfait. (Comp. la
notion de classe réguliére — § 2).

Dans larticle présent, nous étudions des problémes semblables
4 ceux qui viennent d'étre formulés, cependant:

(@) quant & la partie commune des ensembles f;(X) et f,(X),
resp. (b) quant & la partie commune des ensembles f;(X) et f3(Y),

nous allons exiger non seulement qu'ils soient de puis-
sance<{m, mais quils soient exactement de puissancem
(d’ordinaire, m =1 présente le cas le plus intéressant).

II est difficile de choisir de tels énoncés concernant ces que-
stions qui, tout en restant suffisamment généraux, ne scient pas
pourfant dépourvus de bon sens au point de vue d’applications.
Bornons-nous done, plutét & titre d’exemple, 3 signaler trois lemmes
généraux (qui nous paraissent ne pas étre excessivement compliqués)
et quelques théorémes assez divers, sans prétendre d'avoir ainsi
épuisé le sujet. L'un de ces théorémes sert & généraliser un résultat
nouveau de M. Bieberbach, se rapportant au ,treiziéme probléme“
de Hilbert (§ 8). Le théoréme auxiliaire sur les nombres ordi-
naux (§ 3) nous parait aussi intéressant par lui-méme.

Les méthodes employées dans cet article (étroitement lides au
procédé de recurrence transfinie) ne sont nullement nouvelles (et
méme bien connues), les raisonnements se montrent assez semblables
T'un & T'auntre: c’est pourquoi nous avons cru convenable de rédiger
bien suceinctement les démonstrations et méme, de les esquisser par-
fois en frés grandes lignes seulement,

En général, I'axiome du choix nous est indispensable; on peut
s'en passer, si p. ex. les éléments de l'espace Z comsidéré peuvent
¢tre effectivement bien ordonmnés.

§ 2. Définitions et notations.

‘Nous désignons par [x,y] — la paire ordonnée composée du premier élé-
ment z et du second élément y 3).

3 V. p. ex.:

A. N. Whitehead and B. Russell: Principio Mathematica, Vol. I (2. ed.
1926), #55 (p. 366) et, en particulier, la définition #5501 (p. 368).

F. Hausdorff: Grundzige der Mengenlehre (1914), pp. 32—33.

C. Kuratowski: Sur la notion de Vordre dans la Théorie des Ensembles,.
Fund, Math. 2 (1921), p. 171. .
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Z étant un ensemble de certaines paires [z, ¥}, Tensemble de tous les & pour
lesquels il existe un tel y que [x,y]e Z — sera appelé premidre projection de Z;
nous définissons pareillement la seconde projection de Z, comme 'ensemble de tons
les y pour lesquels il existe un tel @ que [r,y]e Z.

Appelons premier resp. second domaine d'unms fonetion de deux variables
H{z,y) — la premitre resp. seconde projection de l'ensemble de tontes les paires
[, ] pour lesquelles f(x, y) existe (,est défini®). On voit bien que &, pent appar-
tenir an premier domaine de f(z, %), ¥, — au second domaine de fl=, y), sans
que f(x,, ¥,) existe. Relativement aux fonctions fix) d'une seule variable, nous
sommes conduits & envisager un seul domaine.

L'ensemble des valeurs prises par nne fonmetion — est appelé conire-domaine,

Le symbole 4 ~ B veut dire: les ensembles 4 et B sont de Ia méme puis-
sance. La puissance d'un ensemble 4 est désignée par I

De deux nombres ordinaux a et &, celui qui n’est pas inférieur & Pautre sera
nommé mazx (, B).

a étant un nombre ordinal, {pg} (§ < @) désigne la suite: Poy Pyseeer DEees

e (E < @)

Nous établissons un ordre pertiel ) pour les paires [a, 3] de nombres ordi-
naux de la maniére smivante:

les 8,] <L ey, 8y, lorsqu'en a simultanément: (i) o, == ¢, ou bien g % g8;
(#) @, <ay; (i) 4, <4y

Nous parlons des groupes (abstraits) an sens classique: Popération principale
dans le groupe, appelée ition des éléments x et y est désignée ici par le
symbole £ (D y. Comme on sait un groupe commutatif (remplissant la condition:
z Qy=yQx) est dit abelien. Par J nous entendons le module {élement rem-
plissant I'équation: & O & = x), par T — I'élément réciprogue 4 'élément x (c.-2-d.
remplissant la condition: xQz=zQa=1J). Au leu de conserver le terme:
ordre du groupe; nous allons employer le terme de la Théorie des Ensembles:
puissance (de 'ensemble d’éléments) du groupe.

8i k est un élément du grupe, X — un ensemble composé de certains gléments
de ce groupe, on appelle X; — l'ensemhle de tous les élémenis 2 =z()h, ot
we X (translation de X de ,longuenr® k3)).

Soit K une famille de sous-ensembles d’un ensemble 4. Alors on dira qu’elle
est une classe (famille) reguliére dans 4, si les conditions suivantes sont réalisées:

(i) chaque sous-ensemble de 4 ne contenant qu'un seul élément — appartient 4 K;
(if) si XC YeKH, alors XeK.

6 étant un nombre ordinal, nous entendons par JK(8) Ia famille de tous les
enserubles qui sont sommes de P ensembles de la famille K, ot P est arbitraire
<85 si 6}80, on voit hien qu'une somme de deux ensembles de J(8) appar-
tient & K(s).

%) Pour la définition de V'ordre partiel — v. F. Hausdorff: L c., p.139.
®) Les transformations z'' ==k (& — constituent 1a seconde famille possible

de translations: si le groupe est abélien, ces deux familles se confondent.
1=
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En particulier, soit 4 un ensemble de paires ordonndes [z, y]; nous dirons
slors K est une classe (famille) complétement regulidre dans A, si les conditious

snivantes ont lieu:

(i) K est une classe réguliére dans 4; .
(i) si la premitre projection d'un ensemble Z coincide avec la premiere pro-
jection d'un ensemble appartenant 3 K, et si — o étant quelconque —
Vensemble d'éléments de Z de type [a,y] appartient toujours & K, alors z

appartient & K; .
{iii) condition symétrique & (i): il n'y a qu’a remplacer ,premiére® par ,se-
conde®, ,a, y]* par [, a]“.

Exemple: K — la classe de sous-enssmbles finis de P'ensemble A.

§ 3. Théoréme auxiliaire sur les paires de nombres ordinaux.

Théoréme 1. Soit Z un ensemble de paires [u, v), ot w et ¥

sont des nombres ordinaux; si A = Ny, alors il existe une suite
transfinie de type @,4,, composée d'éléments de Z et eroissante (relative-
ment & Uordre partiel que nous avons défini aw § 2):

[0y o] < (11, 7] < --- [1e,s v <... (<< @gy1) ®)-
Démonstration:

Oas (I): La premiére projection de Z est de puis-
sance <N,

Comme d’autre part, lensemble Z est de puissance > &, il existe
dans Z une paire [u¥, 2*] telle que I'ensemble Z+" de paires [u*, #]
qui appartiennent & Z — est de puissance >, ¢.-2-d. Z>Rgyq. Tous
les éléments de I'ensemble Z#* sont alors comparables, et on en peut
extraire une suite eroissante:

[x"’*-n 'VO}'<[“*> 7’1]%"'[”’*1 v§]<"' (§<wu+l)'
Cas (II): La seconde projection de Z est de puis-
sapnee <R,

Raisonnement analogue.

§) Nous espérons pouvoir revenir autre part 4 ce théordme, qui ne cesse pas
d‘étre vrai, si l'on remplace a1 par g arbitraire (ceci exige pourtant un raison-
nement complémentaire assez long). Les paires ordonnés peuvsnt &tre remplacées
aussi par des n-ades ordonnées.
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Cas(IIl): La premiére et la seconde projection de Z
sont de puissance > x,.

La premitre projection contient par conséquent une suite crois-
sante S;, de type w,y;, de nombres ordinaux; si nous nous bornons
aux éléments |y, »] de Z pour lesquels €S, nous obtenons un
ensemble Z, dont la puissance est encore == Rap1- On peunt procéder
comme dans le cas (II), si la seconde projection de Z, est de puis-
sance < X,; admettons donc qu'elle est de puissance > y,. ce qui
entraine quelle contient une suite croissante S, de type @q.4; bor-
nons-nous de nouveau aux éléments [u, »] de Z, pour lesquels »¢S,:
on arrive ainsi & un ensemble Z, dont la puissance reste = Rgua
Si la premiére projection de Z, est de puissance <K,. onale
cas (I); supposons qu'elle est de puissance > : d'aprés la con-
struction, elle est contenue dans la suite S, de type Wy étant
ordonnée selon la grandeur de ses éléments, elle doit done former
anssi une suite 5] de type w,;;; la seconde projection de Z, forme
la suite S, de type w,y,.

On peut admettre encore I'hypothése suivante:

(1) il nexiste dans Z, aucune paire [u* +*] telle que
l'ensem.ble zZ# fie paires [u* ] qui appartiennent
& Z, soit de puissance >§,, ni que 'ensemble **Z,
de paires [u,2*] qui appartiennent & 7, soit de
puissance > §,.

(En effet, s'il n’en était pas ainsi, on pourrait appliquer la méthode
des cas (I)-et (II)).

Définissons maintenant par I'induction transfinie la suite cherchée:
elle sera contenue dans Z,; si les éléments | 4, ;] sont déja con-
struits pour £<C&; < w,,, nous allons construire la paire [#z,, 74}
Remarquons dans ce but que pour tout &<<§& — l'ensemble Y
de tous les u qui appartiennent & la premitre projection de Z, et
satisfont & la condition: p <y, est de puissance <CN, (il faut
ge rappeler que le numéro d'ordre de te dans la suite S7 est < w,y;);
la méme remarque a lieu par rapport & lensemble :¥ (£ <C &) de
tous les » qui appartiennent & la seconde projection de Z, et satis-
font & la condition: ¥ <Cw,; en raison de linégalité: & <C wg.; et
de (1), nous pouvons affirmer que ensemble ¥ de tontes les paires
[#, v] appartenant a Z, pour lesquelles il existe un tel §<C £, que

‘L pg ou bien »<Cw; — est de puissance <CN,. Il s'en suit que
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Pensemble Z, — ¥ contient x,,; éléments et pour ses élements [u. ]
om a: u> pu; et »>», — quel que soit £<C &,; Pune de ces paires
de Z, — Y sera désiguée par [,y 75, '

La suite {[u, 7]} (§ << @q41) que nous avons ainsi définie satis-
fait & la thése dm théoréme.

Corollaire 2. Soit Z un ensemble de paires [u, 7], ok u et »
sont des nombres ordinauxr; si Z > N,, il existe dans Z une paire
[, ] telle que Vensemble de paires [u, »] de Z remplissant la con-
dition : '

maz (g, ) < max (u', v©)
— est de puissance Z= N,

Démonstration: Daprés le th. 1, on peut extraire de Z
une suite croissante de type w,,;: on choisit dans cette suite une
paire quelconque [ug, v¢] dont le numéro d'ordre £ est => w, et on
T'appelle [u®, y@] 7).

§4. A et B,

Lemme général 8. Etant donnés: un ensemble H de puissance s
2= 89, une classe K d'ensembles, une fonction f(z, y). deux ensembles
A et B, supposons qu'ils satisfont aux conditions suivantes:

(3.1) K est une classe complétement régulitre dans Uensemble des
paires [z, y] telles que f(x, y) ¢ H;

(3.2) A est le premier domaine de f(z, y);

(3.3) B est le second domaine de f(=, y);

(3.4) pour tout élément h de H, il existe une ensemble M, nap-
partenant pas & K(s) et contenant 8 paires vrdonnées [z, y]

telles que flx, y) = h;
(3.5) pour fout systtme (a, b, c), Uensemble des paires [x,y] pour
lesquelles on a & la fois:
flay) =flzb) a flry)=c
— appartient ¢ K;

) Le cor. 2 pourrait étrs démontré aisément par une voie directs, sans avoir
recours an th. 1 (celui-ci ne sera pas utilisé dans la suite).
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(3.6) pour tout systéme (a,, a,), pourvu que lon ait a, 3= a,, Pen-
semble des paires [ay, y] pour lesquelles f(a,, ¥) = (s, y) —
appartient ¢ K;

(8.7) pour tout systime (by,b,), pourvu que Ton ait b, 3= b,, Den-
semble des paires [z, b,] pour lesquelles Az, b)) = fz, b)) —
appartient o K.

Alors il existe dewx ensembles At et B tels que:

(8a) AlC 4; .

(3b) B:CB;

B¢) Ai=PBT—3g; ,

(3Q) quel que soit Pélément h de H, il existe une et une seule paire
ordonnée [z, y] telle que lon ait & la fois:

zed, yeB o flz,y)=h

Démonstration:
On déduit de la condition (3.5) que:
{3.8) pour tout systtme (b, c), Tensemble des paires [=, 8] pour les-
quelles f(x, b)=c — appartient & K;
(8.9) pour tout systéme (a, c), Uensemble des paires [a,y] pour les-
quelles f(a, y)=c¢ — appartient & K.
Soit ¢ le nombre ordinal initial (Anfangszahl) de puissance s;
rangeons tons les éléments de H en une suite transfinie de type pr

(2) hO) hh-": h;a'-' (§<q))
En méme temps, rangeons en suite tranfinie toutes les paires
[o. w] (ve A, weB):
(3) [ve, wo), [01; ), ..., [”55 wgl-.. E<A)
oi 1= ¢ (daprés 3.2, 3.3, 3.4).
Ceci posé, passons & définir par Vinduction transfinie les trois

suites de type @: {ag}, {5;} et {¢,}; les éléments de chacune de ces
suites (prise séparément) seront différents deux i deux et I'on aura

toujours:
f{ass, b§}= t§'

1% a, et &, soient quelconques, pourvu qu'ils remplissent I'éga-
lité f(ay, b)) =ho, ce qui est possible d’'aprés 3.4. Nous posons en
outre: t, =~r,.
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90, Supposons {a;), {bs et {t;} définis pour tout &< S <<eg:il

y a lien & définir ag, by, et ts. . ’ s
Quant & £, ce sera le premier élément h, de la suite (2) pour

lequel:
1 i & <& et <&, oma f(aby) * hy 8),

Un tel elément h, existe et mous démontrons aisément que
4) si f,=h,, ona o =,

Quant & a;, et by, nous cherchons d’abord une paire [v, 0] Tem-
plissant les dix conditions suivantes:

(W), flo,w)= te,e

(W,) vkay si E<&?)

(W) f0,b) by, s ml b

(W) flo,b) Ef0,b), s m<o<b

Wy f0.b)Fflapb), s n<bn e<b et o<k
(Wo) L wekb, s <&M

(W,) fla,wyfty, si n <&,

(W) flap )k flapw), s n<e<b&h

(W) flom ) flag by s m<by o< et 0<E.
(Wso) f@,b) = flay, 0y si m< oy 0 <o

Nous allons démontrer préalablement que Pensemble des paires
remplissant toutes ces conditions n’appartient pas & K(s), done qu'il
n'est pas vide (lensemble vide appartient & K et & K(s)).

Considérons, en premier lieu, Pensemble U; de tous les v pour
lesquels une au moins des conditions (W,), (W), (W,), (W;) ne soit
pas remplie; U, est la projection dun ensemble apparte-
nant & K(s)

8 Tl importe de remarquer expressément que l'inégalité: f(x,y) =2 — est
supposée remplie méme lorsque f{x,y) n'existe pas; pareillement I'indga-
lité: flz,,y,) = flocy y,) sera remplie méme lorsque f(z,,y,) et f(x,,y,) n'e-
xistent pas,

%) (W,) est d'ailleurs une conséquence de (W)

18) (W) est dailleurs une conséquence de (W),
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Pour (W,), il n’y a qu'a appliquer (3. 1) et la condition (i) de la définition
des classes réguliéres; pour (W,) et iW;) — on va e'appuyer sur (3. 8); pour
(W,) — sur (8.7).

D’une fagon analogue, on démontre que 'ensemble U, de tous
les w pour lesquels une au moins des conditions (Wy), (W), (W),
(W,) n'est pas remplie — est la projection d'un ensemble
appartenant & K(s)

On fait usage des conditions (3. 1), (3.9) et (3. 6).

D’aprés (3.4), Vensemble 7= Mtgﬂ (.M,&' est un ensemble de
paires [0, ] pour lesquelles f(v, w) = f,) ’’appartient pas & K(s);
parmi les paires de 7, celles dont le premier élément » appartient
& U, constituent un ensemble appartenant & K (s) (daprés (3.9) et
la condition (ii) de la définition des classes complétement régulisres);
également, les paires de 7" dont le second élément w appartient
& U; constituent un ensemble appartenant & la famille K (s) (d'aprés
(3.8) et la condition (iii) dans la définition citée). Par conséquent,
Pensemble des paires [,] satisfaisant & toutes les
conditions (W,)—(W,) et & Pégalité: Jo,w) =1, (e-b-d. & la
condition (W,)) — n'appartient pas & K(s); ensuite, parmi ces
paires, celles qui ne remplissent pas la condition (W,,) constituent
(en raison de (3.5)) un ensemble appartenant & K(s). En résumg,
il existe un ensemble v’appartenant pas & K(s) formé
de paires pour lesquelles toutes les conditions (W,) —
(Wyo) sont réalisées.

Ainsi, notre but est atteint, puisquil nous suffit de savoir que
de telles paires existent: soit alors [v,,%,] la premitre paire de
cette espéce dans la suite (3) et posoms: ag, =1,, by = w,.

Les trois suites {a.}, {bs} et {t;} étant définies, passons aux en-
sembles A! et B': A! — ce sera lensemble de tous les ag, B! —
'ensemble de tous les b,. La démonstration des propriétés (3 a), (3 b)
et (3 ¢) ne présente aucune difficulté; s'il s'agit de la condition (3 d),
elle se décompose en deux propositions: I'une d’elles (,il existe
une...“) s'obtient aisément en vertu de la définition de f,. de la
formule (4) et de la propriété (W,); l'autre (,il existe une seule...)
est plus difficile & démontrer. Il faut prouver notamment que

8 f(a,,,bx)=f(a9,b,), alors »=¢ et n—=0.
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Par raison de svmétrie, on peut admettre dans la démonstra-
tion que:

(5) F@y b= (fapb,) et
(6) TLKY; O O
D’aprés (W), trois cas seulement peuvent se présenter:
M =9, () o=12»; (III) c==2».
Cas (I). Soit m=w.

Alors t, = fla,, b,) = f(a,, b,) (B)) et: ¢ <7, o7 ((16)). Si
o<m et g <m, on obtient une conclusion incompatible avec la dé-
finition de #_; on a done: (Ia) g = ou bien (Ib) c=wm.

(la): n=v et p=m, dot t,=fla,,b,) ((B)); en vertu du
(W), il faut que l'on ait g=. On a, en somme: T=w, ¢ =,
6=um, donec v=9 et m=g, ¢. q. f. d.

(Ib) =2 et o =m, dob i, = f(a,,b,) ((B)); en vertu de (W),
il faut que l'on ait p=. On &, en somme: &=, 6=u, ¢ =1,
done »=¢ et z=o0, c. q. £ d.

Cas II. Soit g=w»; daprés ce qui précéde, on peut
supposer n3=4.

Alors
M <y, #<0; 0K (6

fla,, b) = f(ag. b,). (G)

D’aprés (W,), on a done nécessairement (IIa) o0=¢ ou bien
(ILb) o =m=.

(Ia): p=», o=1¢, doh f(ayb,) = fla, b)) =1, ((6)); do plus,

7 < 0 {(T)), ce qui est impossible & cause de (Wj).
(IIb): e=w, 0 =m. Done v==¢ et z=g0, c. q. £ d.

Cas (III). Soit 6=w; daprés ce qui précéde, on peut
supposer a2 et ¢ 5. On a alors, daprés (6): #<C», o<,
et d'aprés (5): fla,,b,) = f(a,.b,), en contradiction avec (W,).

La démonstration du lemme 3 est achevée.

Bemargue. Observons qu'étant donnés deux ensembles A* et B*
de puissance <, on peut construire en méme temps A! disjoint
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de A* et B! disjoint de B*; si les ensembles A+ et B+, de puissance
< 8, satisfont .en outre & la condition:

si f(f'?n!/1)=f(%a%)65; et 8i x,, 2, e AY, tandis que ¥, ¥3e BT,
alors z; =2z, et y, = y,,

— on peut construire A' et B! de fagon que l'on ait: A+ (T AL et
Bt (C B (Pour y parvenir, on doit modifier convenablement la dé-
monstration précédente).

Théoréme 4. Soit G un groupe abélien de puissance s> x,.
Alors il eriste deux ensembles A' et B tels que:

(4a) A1CG

@bv) BC &

4e) AA=TF—3g;

(4 d) pour tout élément g du groupe G, il existe une et une seule
paire ordonnée [z,y] telle que

zedAl yeB, zQg=uy.
Démonstration:

Cas (I): Il existe un nombre cardinal r<Cs, tel que
lensemble des solutions de Péquation 2 Qz=g — est
de puissance <Cr, pour tout ge G.

Convenons de dire qu'un ensemble Z de paires (z, y) (ok z,y¢ G)
appartient & la classe K, lorsque

() 8=4x, ot l'ensemble Z est fini;

ou hien (jj) s <%, et les deux projections de Z sont de
puissance <{r-R,.

On démontre sans peine que la classe K est complétement ré-
guliére dans l'ensemble de toutes les paires [z, y] (o z,y ¢ G). On
applique ensuite le lemme 3 & la fonction f(x,y) = O y; on pose
H=A=B=G. Une vérification détaillée n'est nécessaire que
pour les conditions (3. 4) et (3.5).

(8.4): L'ensemble Z de paires [x,y] telles que zQy =G —
n'est autre chose que ’ensemble de toutes les paires {x, z () g],  par-
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courant le groupe @; donc chacune de ses deux projections est '*)
de puissance s; il s'en suit que, si p <(s, Z n’est pas somme de p
ensembles finis; par conséquent, en cas de I'hypothése (j), Z n’ap-
partient pas & K(s); en cas de I'hypothése (jj), Z ne peut non plus
appartenir & K(s), parce que si un ensemble est somme de p en-
sembles de classe K, ot p << s, ses deux projections sont de puis-
sance < P- k-8, done??) de puissance <s.
(3. 5): Lorsqu’on a:

® aQy=rQb

9) zQy=¢

alors:

(10) y=zQc¢ (9
11) 20xQec=2z Qb ((8), (10))
(12) aQx0cQbOr=4J ((11))
(13) 200k 0c0c0b0s0c0bozr=1J ((12))
(14) 20b0c0€0b0®OC0bOn) =Y ((13))
(15) 0b0x)0C0bon=c0b0u (14)

D’aprés notre supposition, il n'existe que r solutions au plus de
Iéquation: z2Qz=¢( b(a, done r solutions au plus (en z) de
P’équation (1B), et — de méme — (en raison de (10)) au plus r va-
leurs possibles de y. Puisque

(§)) os=28, t<K
et
(67))] <N,

la condition (3.5) est démontrée.

Nous avens vérifié ainsi les prémisses du lem. 3; par conséquent,
la thése du lem. 3, qui coincide dans le cas examiné avec la thise
do th. 4, est prouvée 13),

11} ... identigue 4 @, donec...

1) p<$, <8 R <s!
%) Dans le raisonnement du cas {I), la supposition que le groupe est ab é-
lien n’intervient point.

icm
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Cas (II): Pour tout nombre cardinal r <s,il existe nn
tel g de G que 'ensemble des solutions de léquation

est de puissance >r.

Ici, nous faisons usage du fait que le groupe G est abélien 1¢),
Soit g un élément pour lequel I'équation (16) admet plus que r so-
lutions, en particulier la solution « ==a; alors pour que l'on ait
tQz=g, il faut et il suffit que L'on ait: (x O 3OO a)=J;
aux éléments x distinets correspondent des éléments x O @ distincts:
on en déduit que I'ensemble des solutions de I'équation

17 zQz=J

— est aussi de puissance >> r, done, d'aprés I'hypothése du cas (II),
cet ensemble est nécessairement de puissance s15).
Ceci établi, nous procédons comme dans la démonstration du lemme
316), c. & d. nous définissons les trois suites {ag), {6} et {}; nous
exigeons pourtant 19 que l'on ait: @y, QOa,=J, 2* que la paire
{7, w] remplisse les conditions (W,) — (W,) et, en outre, la condition
(18) 1Qv=J.

Puisque le nombre de valeurs de » qui ne satisfont pas aux con-
ditions (W,) — (W,) est inférieur & s, et puisque l'équation (1T)

posséde s solutions, nous pouvons trouver ume paire [, w] voulue;
on aura

(19) w=v01;

or,heureusement, lacondition (W,,) semontre remplie;
car, si on avait:

v0b,=8,0w,
on aurait aussi, en vertu de (19):
(20) 103,090, 0b, =,

i4) Nous ne savons pas, si le th. 4 est valable pour tous les grompes non-
commutatifs,

1) Le méme raisonnement pronuve gu'avec nos hypothéses, I'ensemble des so-
lutions de (16) est toujours de puissance 8, #'il n’est pas vide.

) flzmy) =%0y
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le groupe étant abélien, on aurait encore, selon (18) et (20):
2,0, 08, =1,
1) ty=a,Ob;
mais on avait choisi a, de fagon que (d'aprés (18))
2,Qa,=J,
ee qui impliquerait avee (21) que
ty, = 8,0 b, = f(a,, ba),
en contradiction avec la définition de #,.

A partir de ce point, la démonstration est entidrement analogue
& celle du lem. 3.

Corollaire 5. Soit G un groupe abélien de puissance 822 Ro-
Alors il existe deux ensembles A' et B! tels que:

(5a) A'C6G;

(b BIC6

GXY) At ot B! sont de puissance s;

(5 4) pour tout élément g du qroupe G, il eviste une et une seule
paire ordonnée [x,y] telle que

zedl, yeBl, zOy=g

On peut prouver ce corollaire ou bien par une démonstration
directe, analogue & la précédente (avee f(z,y) =2 Oy), ou bien en
gappuyant sur la thése du th. 4 (on remplace les éléments x de
Tensemble A par les z).

Corollaire 6. Soit G un groupe abélien de puissance 822 N,.
Alors il existe dewx ensembles Al et Bl tels que:

(6a) A(C Gy

(6b) B'C G,

(6¢) A= Bi—=3s;

(6d) pour toute paire ordomnée [g,, g,] formée déléments de G, il
existe une et une seule paire ordonmée [z, y| telle que

zedl, yeB, zOg =yOg.

Ceci est une conséquence immédiate du cor. 4.
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Lorsque G est le groupe des nombres entiers ot Popératien () signifie I'addi-
tion, les emsembles 41 ef B! peuvent étre définis directement de I manidre sui-
vapte: tout nombre entier N non nul se laisse répresenter — et d'une seule facon —
sous la forme:

&
N= '2;6‘[ B
=

ol ;=1 et 0<n, <n,<...<ny; Pensemble 4! soit constitné par le
nombre O et par les nombres N pour lesquels tous les n; sont pairs, 'ensemble
B! — par le nombre Q et par les nombres N pour lesquels tous les n; sont impairs.

§5. A" et B™.

Lemme général 7. Etani donnés: un ensemble H de puissance
8 2= 8, une classe K d'ensembles, une fonction f(z, y), deux ensembles
A et B, supposons satisfaites les comditions (3.1), (3.2), (3.8), (3.4),
(3.6), (8.7), (8.8) et (3.9); soit 2<Cm<s. Alors il eriste deux en-
sembles A™ et B™ tels que:

(7a) A"CA4;
(Vb) B™"CB;
(7¢) A"=PB"=3s;
(7d) pour tout élément h de H, il existe exactement m paires or-
données [x, y] telles que:
xed™, yeB™ flz,y)=Ah.
Démonstration:
Cas (I): m=s.

On définit A° et B* comme il suit: d’aprés (3.4), il existe, pour
tout h de H, un ensemble M, composé de s paires ordonnées [z, ]
telles que f(z,y) =h; nous posons V== M,; Pensemble ¥ est

heH
de puissance s; la premiére projection de ¥V sera préeisément A%,
et la seconde projection — sera B Il suffit de démontrer la pro-

priété (Te). c.-a-d. que A° et B*° sont de puissance s (toutes les
autres propriétés sont évidentes). Or, puisque V=35 onaa s et
?gs; il reste & prouver les inégalités inverses: > et B 8,
qui se déduisent immédiatement du fait que méme les projections
de chacun des ensembles M, pris séparément sont de puissance s,
daprée (3.4), (3.8) et (3.9) (dans le cas contraire, M, devrait ap-
partenir & K(s))
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Cas (II;: m est un nombre fini (< &)

La démonstration peut &ire ealquée sur celle du lem. 3, exeep-
tion faite des différences suivantes:

Définition de {f,}: f; est le premier élément f, de la suite (2)
pour lequel:

Pensemble des paires [£;, &] remplissant les conditions: £, <C§,,
£ <& et flag, by) =h, — est de puissance < m.

Soit m le nombre ordinal correspondant & la puissance m. Au
lieu de (4), on démontre aisément que

(22) si tg,=nh,, alors m(u+1)> &.

On supprime ensuite (W,,) parmi les conditions (W,). §'il s'agit
de prouver quil existe, pour tout h, m paires ordonnées [z, y] au
moins telles que z ¢ A™, yeB™ f(z,y)=~h, — on gappuie sur la
définition de {fg}, sur la formule (22) et sur la propriété (W,).

1l reste & montrer que l'ensemble de ces paires est de puissance
m au plus: supposons quau contraire,ilcontienne m--1
paires distinetes; on aura p. ex.

f(asn bm) :f(aen bm) .. =f(as,,,+11 bem+1)'

on peut admettre de plus que 7n=max (g, 1) ==max (&, ) —
pour i=1,2,...m -1, et — en raison de symétrie — que & =1,
done que 7w =1¢g.

Considérons les équations

(23) f( &) m) ““f( e,) 7,_,) (7 - 2 3 - m + 1)‘

En rajsonnant comme dans la démonstration du lemme 3, on
conclut, en vertu des conditions (W,}—(W,), quil ne peut y avoir
que les deux cas suivants:

B s=mn=mn x5, — pour tout j=2,3,...,m-41;
on bien

() =w=m 5 <m g<m — pour tout j==2,3,...,m- 1.

On a évidemment (i), lorsque & =1, et (ii), lorsque & > 7.

8i l'on a (i), alors fa,,b, )= fla,, by (7=23,...,m+1)
done t.=f(a,, by) — pour m systémes différents [a,. &,,], on
&5 < m ety < 7, ce qui conduit 4 une contradiction avee la défini-
tion de ..
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Si T'on a (ii), alors f(az,b,) =fla,b,) (G=2,3,...,m + L.
Puisque m > 2, on en déduit que

. (24) faml b:z) —f( 2y n)

‘mais, daprés (ii), 7, = 7, = m, et, d’autre part, les paires [z,, %] et

[es, 5] doivent étre différentes, ce qui entraine l'inégalité: & == &.
Alors 1’égalité (24) se montre incompatible avec (Wj).

Cas (III): ReKm <s.

Soit m=1,, 8=48;, §> @, 0;=0.

La démonstration est analogue & celle du cas précédent. Il n'y a
qu'a remarquer les modifications suivantes:

t;, signifie le premier élément k, de la suite (2) pour lequel:

Pensemble des paires [, ] remplissant les conditions: §
& <& et flag, by)=h, — est de puissance <<m.

On démontre aisément que '

alors - wg(to 1 1) > &;

par suite, quand £, tend en croissani vers @ >> @,, le py cdrr
pondant tend anssi vers @. .

(25) ity =h,

Afin de prouver quil existe, pour tout %, au moins m paires
ordonnées [, y] telles que zeA™ ye B™, f(z,y)=~h, on s'appuie
sur la définition de {tJ, sur la formule (25) et sur la propriété (W,).

Tl reste & montrer que l'ensemble de ces paires est de puissance
m au plus; on suppose quau contraire, il y en ait plus
que m; done, d’aprés le cor. 2. dans I'ensemble Z des paires [u,%]
telles que f{a,, b,)=~", on pourra trouver une paire [u, %] pour
laquelle 1’ensemble Z© des paires [u,]de Z qui remplissent la condition

maz (g, v) < maz (9,10 ==

— est de puissance == m. Pour I'ensemble Z, on peut déji pro-
céder comme dans le cas (II), en obtenant m égalités (23), ce qui
méne & une contradiction avec la définition de ¢, ou avec (W) 17),
Ainsi, le lemme 7 est démontré.
Remarque: Observons qu'étant donnés deux ensembles A¥ et
B* de puissance < s, on peut construire A™ disjoint avec A* et

17) On vérifie 'impossibilité du cas (II) (ii) encore plus rapidement, =i l'on
applique le th. 1 an lieu du cor, 2. {,“

1 3
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B™ disjoint en méme temps avec B¥; si les ensembles AT et BT,
de puissance < s, satisfont en outre a la condition:

quel que soit I'élément % de H, lensemble des solutions [z, y]
de I'équation: fiz,y ,=h, telles que ze A, y ¢ BY — est de puis-
sanee < M,
— on peut construire A™ et B™ de fagon que l'on ait: A CA™ et
B+ C B™.

On voit que le lem. 7 conduit aux énoncés analogues'f) resp.
& ceux du th. 4, cor. b et 6; nous ne formulons explicitement que
le dernier:

Corollaire 8. Soit G un groupe de puissance 2= No; soit 2
<m <Cs. Alors il existe deux ensembles A™ et B™ tels que:

(8a) A"(CG;

8b» B "CG

(8e) A"=PB"=gs;

(8d) que que soit la paire ordonnée [g;, g,] formée d'éléments de G,
il existe exaclement m paires ordonnées [x,y] telles que

red™, yeB™, 209, =y0g*).

Pour la démonstration, on emploie le lem. 7, en y posant:
H=A=B=G; flz,y)=2z0Oy; K —égal i la classe composée de
Pensemble vide et de tous les ensembles & un seul élément, celui-ci
étant une paire [r,y] ob z,ye G. Puisque (3.5) ne se trouve pas
parmi les prémisses du lem. 7, la supposition que le groupe soit
abélien n'intervient pas.

§ 6. D™

Nuus n’avons étudié jusquici que les problémes de type (b)

Q

déerit au § 1; passons maintenant au type (a).

Lemme général 9. Eiant donnés: un ensemble H .de puissance
>R, une clusse K d'ensembles, une fonclion f(z,y), un ensemble D,
un nombre cardinal m tel que &< m<s, supposons qu'ils satisfont
auzx conditions: (3.1), (3.4), (3.6), (3.7), (3.8), (3.9) et — de plus —

aux conditions suivantes:

18] Pourtant sans restriction aux groupes abéliens.
) Pour =8, le cor. § est tout 4 fait banal: on peut poser: A5=DB5=G,
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(9.1) le premier et le second domaine de jlx,y) est contenu dans
Pensemble D

(9.2) si fiz, @) =fla. a), on a: x=a;

(9.3) si fla,y)=fla, a), on a: y=gq;

(9.4) si flz, 1) = f(as, ya), alors fly;, x,) = flys, 2,);

(9.5) pour qu'un ensemble Z de paires (2, a] {a étant fize) appar-
tienne « K, il faut et il suffit que l'ensemble des paires [a, 2]
oSymétrique* & Z appartienne & K;

{9.6) pour tout h de H. lensemble des paires [z, x] telles que
flx, xy =h — appartient & K 2*).

Alors il existe un ensemble D™ tel que:
19a) D™ D;
i9b) D" =s;
(9 ¢) pour tout élément b de H, il existe exactement m ou bien m—+1
paires ordonndes [z, y] telles que l'on ait & la fois:

zyeD™ e flx, y)=5;

et lorsque, en particulier, h jouit de la propriété E{h), il en
eriste exactement m.

La propridté E(h) s'énonce ainsi:
B(R): Il existe un ensemble N, wappartenant pas & K (s) et con-
tenant s paires ordonnées [, y) telles que fx, y)=rh et f(g, x)FE I

Démonstration:

L’idée est la méme que dans la démonstration des lem. 3 et 7.
Signalons, seulement, quelques différences les plus importantes:

On définit par induction transfinie deux suites de type g:{d;}
et {f:

1% d, et d, soient arbitraires (mais distinets), pourvm qu'ils
remplissent I'égalité fidy, d;)==h,; si A= h, jouit de la propriété
E(h', nous demandons de plus que I'on ait: fid,, do) 5 A, On pose,
en outre, ;= h,.

29 Supposons définies: la suite {f} pour tout § <5, <@ et la
suite {d;} pour tout 5<C2§ — et passons & la définition de %,
dyg, et ngﬁ_l. On aura toujours: fidy, dyq)=f;. — ‘

20} (les conditions ne soni pas toutes indépendantes les unes des autres,
o
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Pour #,, nous choisissons le premier élément /,, de la suite (2)

pour lequel:
'ensemble des paires [§, &) telles que & <<2&, £ <28 et
f(dy, d;)=h, — est de puissance <Tm. )
‘Quant & das, €t Ohger1, DOUS cherchons préalablement une paire
[0, w] remplissant les conditions suivantes:

(Wl) f(v7 w) == 7%

(W) Si E(t)®), ona flw,v) E3'%
(Wis) vaed, si 5§25
(W) foydy) gy, si m< 28,.
(W) flda v) =ty si w26,
(W) flo, d) =10, d,) si m<o<<25.
(W) flda 0) F fldy, v) 81 <o <<2&.

(Wﬂj f(vﬁ dn) :l: f(dp) dﬁ‘)) si m < 25‘)' Q < 2&0: o < 250'
(WISJ f(d:zJ ‘U) =':f(dgs da)v si ® < 2505 4 < 2507 4 < 2&0 “)‘
(Wys) flo, )= g, dg)y, 81 7 <25, 0 < 2&.

“:20) ‘ Conditions analogues & (W;)—(Wy) qu'on en
(‘V;r} j obtient en y remplagant ,o% par ,w*

(W) v 5= w.

On démontre, comme dans le lem. 3 (bien qu'avec un peu plus
de peine), que de telles paires [v, w] existent, et on pose dp =1,
dogpr = w. Tous les d; constituent I'ensemble D™

Pour prouver la these (9 ¢), supposons que Pon ait

Sy ) = [y ) = ... = (A, , ),
ol I'ensemble des nombres ordinaux 1, 2,...y — est de puissance
Z=m-1; et que
(26) maz (e, n,) Smazx (5, 7y), 81 e<Ty; maz (e, ) égal & 25
ot & 2§, 4 1.
2} Elx) veut dire: b =z jouit de la propriété E (h)“.

2) (W,,) est d’'ailleurs une conséquence de (W,,).
=) D'aprés (3.5), (W,g) et (W) sont des conséquences de (W,;) et (W,,)
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Il y aura trois cas possibles:
D) &=2&, n=25+1;
i) &=2§&-41, p==2&, etil existe en outre une paire: &;=—25,
7y = 2§ + 1;
{iii) ni I'une ni l'autre des deux conditions précédentes n'a liew.

Dans les cas (i) et (ii), on parvient & une contradiction, s1 Ei.);
mais si I, ne jouit pas de la propriété E, on est aussi amené i une
contradiction, lorsque l'ensemble des nombres 1,2,..y — est de puis-
sance >>m -} 2 (en particulier, on fait appel dans ce raisonnement aux
conditions (9.2) et (9.3)).

Dans le cas (iii}, toute paire [g, ] appartient néces-
sairement & une des huit espéces suivantes:

5 g =25+1, 5,<<25. o* =25 +1, n,=25+1.
2% g =28, H < 2. 6% &=2E, Y= 2E,.

3% g <28, n,=25+1. T e=25-+1, n=2§&,.

4% g, <28, 7, =2&,. 8* g < 2§, 7, < 2§

En vertu de (Wy;). (Wy;), (Wee) (Wig), (Wy;) et (W) — la pré-
sence de paires d’espice 8% et la présence de paires d'une quelcon-
que des espéces 1¥ —6* s'excluent mutuellement. J1 n’y a done
que deux possibilités suivantes:

{(j) toutes les paires envisagées sont d'espdces T* et B¥;
(Jj) n n n n » n 17

(j): L'existence d'une paire d'espéce 7% est bien sure — d’aprés

(26); d’'ott Pon a

Fagins o) = il dy) =,
dene, en vertu de (9.4),

f(dzg,, dsg.-;-:) "—'—'f(d,,ﬂ da,\ T ae ey

et nous retrouvons le eas (i).

(i7): ®il existe nne paire d’espéce 7% la condition (9.4) nous
raméne de nouvean an cas (i); supposons done quiil n'existe que
des paires despéces 1*—6* En tenant compte de (9.2) et
{9.3), on s'assure encore que — de ces six espéces — quatre
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au plus peuvent se présenter simultanément; mais
m--1>>5, d’ot il résulte qu'il existe nécessairement deux
paires différentes de la méme espéce; ceci contredit ce-
pendant aux conditions (W), (Wys), (Wy,) et (Wie) ).

Remarque: Observons qu'étant donné un ensemble D* de puis-
sance <Cs, l'ensemble D™ peut &tre construit de fagon & étre dis-
joint avec D*; de méme, sl l'ensemble D%, de puissance <s,
satisfait & la condition suivante:

pour tout % de H, l'ensemble der solutions [z, y] de I'équation
flm, y)=rh telles que z, ye D, est de puissance <m,

on peut construire l'ensemble D™ de fagon que l'on ait: D+ D™

Corollaire 10. Soit G wun groupe de puissance 8 = m 2= K-
Alors il existe un ensemble D™ tel que:
(10a) D" Gy
(10b) quelle que soit la paire ordommée [gy,9,] formée de deur
éléments différents de G, il existe exactement m paires or-
données [z, y] telles que

z,ye D™, 20g, =yOg, **) ).

Pour la démonstration, on pose danslelem. 9: H= G — (J)
(du groupe entier, on enléve son module J); f(z, y) =z Qy; D=G;
K est la classe composée de l'ensemble vide et de tous les en-
sembles 4 un seul élément, celui-ei étant une paire [z, y], ol
z,y€ @, x=y. Rappelons que pour m>8, — on a m=m -+ 1.

Corollaire 11. Soit G un groupe de puissance s =%y, ef m —
entier pair > 2. Alors il existe un ensemble D™ remplissant les con-
ditions (10 a) et (10 b) 25),

Le raisonnement differe peu de celui appliqué au cor. 10, on
ajoute cependant que lorsque J==h=~h (c. & d. lorsque k, étant
==J, ne jouit pas de la propriété E) — il est impossible de re-
présenter  de tm - 1 facons dans la forme

h=2zQy (%, y e D™);

) Pour M_>¥,, toute la démonstration peut &tre simplifide; dans ce cas,
les hypothéses {9.2) et (9.3) sont méme superflues.

#) La condition analogus & {8 ¢) est ici omise, comme conséguence immé-
diate des autres conditions,
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ceci résulte du fait que m 41 est un nombre impair, tandis
que si Fon a Jo=h=h et h=%(Qy, on a aussi h=yQOz et ytx;
done le nombre de ces représentations de h est pair, par conséquent,
il ne peut pas étre égal & m -} 1, done il est égal & m.

Corollaire 12. Soit G un groupe de puissance 3=xy. ¢ m —
un entier impair >3. Alors il existe un ensemble D™ remplissant
les conditions suivantes:

(12a) D &
(12b) sigeG e gOgFJ. il existe exactement m paires ordon-
nées [x, y] telles que
T, ye D™, z0g9=y;
(12 ¢) si geG, g=EJ et gOg=1, il existe exactement m-}-1 paires
ordonnées [z, y] telles que
xye D™ zQg=y 2.

La démonstration #'appuie sur le lem. 9; elle est analogue
4 celle du cor. 115 (12¢) résulte du fait qu'actnellement m est
impair

Théoréme 13. Soit G un groupe abélien, de puissance s> Ny,
remplissant en outre la condition
) si xQr=.J, on a: xz=J;

si 1<K m<Cs, il eriste un ensemble D™ satisfaisant & (10 a) et
(10 b) *3),

Démunstration:

En tenant compte des cor. 10, 11, 12 et de la condition (), il
suffit de considérer le cas: 1< < 3. Aux conditions (W) intro-
duites dans la démonstration du lem. 9 (f{z, y) étant posé =z y)
nous ajoutons les suivantes:

(W) 10vFd,0d,, si w28, ¢ <25,
(W) vOv == d.uodpo-t;n’ st w<< 2§, 0 << 25.
(W) vCov d,,QdQO?&OEé_, si <25, o <<2§.

Ces conditions supplémentaires pourront étre satisfaites, car,
dans nos hypotheses, la ,division par 2% est une opé-
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ration univoque; la suite du raisonnement ne change pas, il
faut pourtant examiner de plus prés le cas (iii) du lem. 9; & un
certain lieu, on doit d'ailleurs considérer séparément les deux cas:
m=1et 2<Tm<C3

Corollaire 14. Soit G un groupe abélien de puissance s rem-
pliszant en outre la condition (T); si R <M <8, il existe un en-

semble D™ tel que: .

(14a) D"C &
(14 b) quel que soit l'élément g du groupe G, il existe eractement
m paires ordonnées [, y| telles que

z,ye D% 20y =g*).
Démonstration & Vaide du lem. 9: f(z, y)=2Qy; H=D=G-

Théoréme 15. Soit G un groupe ubélien de puissance s = X,
remplissant en outre la condition (T); si m est un entier positif, il
existe un ensemble D™ tel que: '

(15 2a) D™ G;
(15 b) quel que soit lélément g du groupe G, il existe exactement
m ou m -4 1 paires ordonnées [x, y] *¢) telles que

z,ye D™ 20y =g™).
La démonstration est analogue & celle du th. 13; seulement, on
pose f(z,y)=aQy et, au lieu des propositions (Wye)—(W,,), on
éerit 1a suivante:

(Wll) ‘UO‘U #: tgooand_g, Si T < 2501 Q < 250'

§ 7. Cas des mombres réels.

Nous allons appliquer les résultats obtenus au groupe des
nombres réels (resp. complexes) ot lopération O si-
gnifie 'addition *7) 28),

26) Pour qu'il y en ait un nombre impair, il faut et il saffit que ¢ soit de
la forme: g =k(Dk, ot k& appartient 4 Dm,

%) Pour le groupe des nombres rationnels ou entiers, il suffit de remplacer
dans les énoncés 2% par R,.

20) Une telle restriction permet parfois de simplifier considérablement la

démonstration ou méme de trouver une démonstration simple basée sur une idée

différente.
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Corollaire 16. Si 1<Cm<<2™, il existe deux ensembles linéaires 28)
A™ et B™ de puissance 2% fels que, pour tout hy et hy, AF-BT con-
tient exactement m points 39).

Corvollaire 17. Si 1<Km <2 il existe un ensemble linéaire
D™ tel que, si hy == hy, Dii+ URE contient exactement m points.

Corollaire 18. Si s, <<m<C 2™, il exriste un ensemble linéaire
™ el que — pour tout nombre réel g — il y a exaciement m fa-
gons différentes de représenter g dans la forme: g=uzx-ty, oi
I, y€ =

Corollaire 19. Si 1sKm<Cx,, i existe un ensemble linéaire D™
tel qwil y a ervactement m ou bien m--1 fagons différentes de re-
présenter g dans la forme: g =1zt y, oit x,ye D™ si 19eD™ le
nombre de ces modes de répresentation est impair; sinon — il est pair.

Corollaire 20. Si 1<Km<2™, il existe deux ensembles linéaires
A% et B™ de puissance 2%, tels que, pour tout nombre réel g, il y a exa-
ctement m fagons différenies de représenter g dans la forme: g—x--y,
ot xe A™, y e B

Ces corollaires se déduisent des cor. 6, 8, th. 13, cor. 14, th. 15
et cor. 5. La question, &'l existe un ensemble lindaire C tel que
Ci,- G, contienne toujours un et un seul point (pourvu que Pon
ait: h; 9= hy), avait été posée par M-lle S. Braun, & I'occasion
du travail cité de MM. Ruziewicz et Sierpinski, et a été le
point de départ de nos recherches; elle se trouve résolue par le
eor. 17, si Pon y pose m=1 31

1] serait intéressant de se rendre compte, quelles sont les propriéiés topelo-
giques, métrigues ete. des ensembles A™, Bm [, [® (ce seront, en majeure

#) La ligne droite et I'ensemble des nombres réels sont ici identifiés,

#) 8i M==1, on peut énoncer ce corollaire d’une autre maniére: La droite
peunt @tre décomposée en 2% ensembles de puissance 2%, superpo-
sables et disjoints denx 4 deux. C’est un résultat bien connu. — Comp.
8. Mazurkiewicz: Sur la décomposition un segmeni en une infinité den-
gembles non mesurables superposables deux & dewz, Fund. Math. 2 (1921), p. 9.
La méthode dont nous nous servons constamment est, au fond, Ia méme que cells
de M. Mazurkiewics dans la note citée.

31 Ce probléme a été réeoln indépendamment par M. 8. Ejlenberg.
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partie, des propristés ,négatives); on n'en sait pas beaucoup: citons le résultat
de M-lle Braun que D! ne peut pas &tre un F.

On peut encore se démander, si (pour M < 2%) une définition effective
de nos ensembles est possible.

§ 8. Application 2 un probléme traité par M. Bieberbaeh 32).

Nous allons présenter les résultats plus précis concernant le
théoréme intéressant annoncé récemment par M. Bieberbach3?®): que
toute fonction de deux variables réelles se laisse représenter par
superposition (durch Ineinanderschieben) de fonetions d’une seule
variable et de la fonction s(x, y) =2 -} y.

Théoréme 21. Soit G un groupe abélicn de puissance & Z> Ry,
P et Q — deux ensembles de puissance 8. Alors il existe deux fonc-
tions, fi!x) et f3(y), dont les domaines sont P resp. @, dont les con-
tredomaines sont contenus dans G, et telles que toute fonction F'z, y)
dont le premier domaine est P, et le second — ), peut étre mise
dans la forme:

F(z, y) = o(L(®) O (¥)-
Démonstration:

On applique au groupe G le cor. 5: les ensembles A7 et BT de
ce corollaire sont de puissance s, done on a:

AT~P et Bi~ Q.

C'est pourquoi, il existe une fonetion f, qui transforme d’une
fagon biunivoque Pen 4, et une autre fonction biunivoque f; qui trans-
forme Q en B Alors les valeurs de la fonction Z(z, y) = (@ ChH)
parcourent tous les éléments de G} ([(z, y) fait correspondre d'une
fagon biunivoque l'ensemble des paires [z,y], ol z¢ P, yeQ —
4 I'ensemble G; si g=1{(z. y), posons: ¥, (g)=1=a, ¥,(9)=1y et
Plg) = F P, (g), a(g).

Covollaire 22. Il existe deux fonctions de variable réelle — f,(x)
et fo(y) — telles que chaque fonction de deux variables réelles — F(z, y)—

3?) Quelques guestions de ce § ont été déja considérées dans ma communication
wSur les problémes concernant un critére de simplicité des notions®, présentée
au IX. Congrés des Mathématiciens Polonais (Wilno, S8eptembre 1931).

3) L Bieberbach: Bemerkungen zum dreizehnten Hilbertschen Problem,
Journ. f. Math. 165 (1931), p. 92.
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peut étre mise dans la forme:

Tz, y) = @i @) + 12(4))
Ceci découle directement du th. 21.
Il est encore & remarquer qu'on pourrait formuler des théorémes
analogues’ au th. 21 et cor. 22 — pour des fonctions d’un nombre

(fini) quelconque de variables. Si p. ex. K est une classe de fone-
tions réelles 34) qui remplit les conditions:

{B.1) toute fonction réelle d'une seule variable appartient a K;

(B.2) sify(af")...aeK et fo(af... a0 e K, alors f; (0. )+
+ DD = i@ e K;

(B.3: s fi{(a...2®e K ot si gp(x) est une fonetion réelle, alors
@l foia® . 2W) = fi(a® ... a®) ¢ K;

— alors K contient toutes les fonctions réelles (1 un nombre fini
de variables).

La démonstration du cor. 22 s'appuie implicitement sur le théordme qui dit
que I'ensemble de tons les nmombres réels peut &tre bien ordonné; mais ane d4-
mongtration effective est aussi possible ?5). A ce but3), faisons (ceci
est bien simple) la transformstion hiunivoque des varimbles qui parcourent tous
les nombres réels en des variables qui ne parcourent que lintervalle <0, 13>
{sans extrémités). Représentons un & de cet intervalle soms la forme

a a a

z= Gt gt t ot (Ga=0ou 1)
et, en cas d’existence de deux développements différents, n’intéressons-nous que de
celui pour lequel o, = 1, & partir dun indice n,; posons ensuite:

an

LR =Pt g bt ) = Shi(@)

Quoigue les valeu:s de la fonetion f] ()} f,(y) ne parcourent ici qu'un sous-
ensemble G’ de l'eusemble <0, 1>, la méthode du raisonnement employé au
th. 21 se transporte dans nos hypoth&ses spéciales sans aucun changement, aprés
avoir substitué ' &4 @ (P==@Q = <0, 1>).

) Nous appelons ainsi des fonctions dont les domaines coincident avec I'en-
semble des nombres réels et dont le contredomaine est contenu dans cet ensemble.

35) Ce qui fournit un exemple effectif d’un ensemble linéaire qui est somme
de 2% ensembles de puissance 2%, disjoints et superposables deux i deux.

3¢} Nous reproduisons ici une construction dme & M, Sierpinski, un peu
plus simple que celle gque nous avons trouvés tout d’abord.


Yakuza


28 A. Lindenbaum.

§ 9. Pexspectives,

Nous signalons ici encore trois théordmes, dans le seul hul de faire mioux
ressortir les sujets possibles des recherches futures 37), Puisque nous croyons qu'il
faut les étadier d’une fagon systématigue (co gui aura lieu probablement), en cher-
chant des lemmes généraux analogues i ceux que nous avons formulds, nuus ne
nous acrétons presque pas sur les démonstrations.

Théoréme 28. Si 1<KM<C2™ o1 g 1 oot un entier positif, i ewviste de
tels ensembles de nombres réels Xi% X3% ..., X™ que

(28a) XM =2% (i=1,2,...,10);
(28b) quel que soit le nombre riel g, 4l existe ewactement ML reprdsentations
de g dang la forme:
g=uo+ay+...4a, ol 6 X"

Théoxéme 24. 8i ¢ et d sont des nombres rdels non nula ot tels que of |.d3,
il ewiste un ensemble L.y tel que tout nombre rdel y admel une et wne geule
regprésentation dans la forme:

g=cx-dy, ot x, yelgyy.
Théoréme 25. Supposons les conditions suivantes réalisdes:
@) A=B=s = Ry3
(26,2) A est un groupe de transformations biunivogues de Vensemble B en soi;
(26.8) K est une classe régulidre,
(25.4) A nappartiennent pas i K(s)

(25.5) Si Von a: plx)=w sur un ensemble (des w) n'appartenant pas & IS et
si ped, alors on a: () = x sur tout ensemble B;

(25.6) quels que soient b et ¢, Uensemble de tous les x pour lesquels il eviste un
¢ de A tel que p(b) =w et (&) ==c¢ -~ appartent & K.

Alors il existe une classe A, de puissance g, composde de certaines lrans-
Jormations de A, et un sous-ensemble B' de B, aussi de puissance g, tels que
pour tout ge B, il existe une et une seule transformation o de sorte que Von atb:

pedt et p(g)eBt.

Afin de démontrer le cas: M =1 du th, 23, on emploie une méthode ana~
logue & celle du cor. 20: on remarque que /™ étant une famille de plans, de puis-
sance < 2%, on peut trouver sur tout autre plan des points qui n'appartiennent
4 aucun de plans de la famille /™ (et qu'il en est do méme pour les hyperplans

*) Le lecteur a remarqué d'silleurs que quelques-uns des problémes que nous
avons étudiés n'ont 6té réuolus qu'am moyen des hypothiwes restriciives (concer-
nant (G ou ), peut dtre superfues.
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(n — 1)-dimensionnels de I'espace n-dimensionnel), L’extension & 1 > 1 est basée
sur lidée suivante: Si l'on construit les X} de telle facon qu'ils contiennent tous
le nombre 0, et si R est un sous-ensemble de pﬁissauce m de X%, on peut
poser: X}m-"=X,1 — pour 7> 1; X™ égal & 'ensemble de toutes les sommes
&, -7, ot &y EX{', rek 38),

La démonstration du th. 24 ressemble beaucoup & celle du cor, 19; le cas:
(¢* — d?)*=¢?d? — exige, & un certain endroit une modification du raisonnement.

Le th. 25 est une conséquence du lem. 3.

Observons, pour terminer, que les problémes analogues & ceux que nous avons
étudiés ici dans le cas des groupes infinis — peuvent &tre posés pour les grou-
pes finis; certaing de ces problémes ne deviennent alors que des banalités, il
y en a pourtant de tels qui paraissent assez intéressants.

Avril 1932.

- 38) Clest un artifice qui permet d’dviter le cor. 2 et de simplifier considéra-
blement les raisonnements pour M > 1, mais que nous n’avons pas utilieé ailleurs
parce qu'il semble n'étre applicable que dans les hypothéses spéciales (p. ex, pour
les groupes non-abéliens, on n'en pent rien tirer directement),
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