Sur les continus Péaniens unicohérents.

Par

Eduard Cech (Brno).

1. Du espace topologique & s'appelle unicohérent !)#)3)4) si, pour:

chaque décomposition R =R, 4+ R, en deux sous-ensembles fermés
et connexes, le produit R, B, est connexe.

2. Théoréme A. Si le premier nombre de Betti®) d'un espace
topologique R connexe ef complétement normal est égal & zéro, Uespace
R est unicohérent.

Démonstration 8). Soient p et ¢ deux points de Ry == R, R,.
Il #'agit de prouver (ef. Homologie, ILI, n> 13—18) que {p}~ {¢}
dans By. Or les ensembles R, et R, étant connexes, on a {p}~ {g}
et dans B, et dans R,. Dans les notations de Homologie, IV, n* 15
(ol on pose #=0 et a==0) on doit donc démontrer que m,(R,;0)=0,
ce qui est une conséquence immédiate de la formule (1), 1. e., car
P, (R; 0)=0.

Y L. Vietoris, Ubsr stetige Abbildungen siner Kugelfidche, Akad. Wetensch.
Amsterdam, Proe, XXIX, 1926, 443—453.

?) C. Kuratowski, Sur les continus de Jordan et le théoréme de M. Brou-
wer, Fund, Math, V1IX, 1926, 137—150.

% C.Kuratowsk i, Une caractérisation topologigue de la surface de la sphire,
Fund, Math, XIII, 1929, 307318,

Y) K. Borsuk, Quelques théorémes sur les ensembles unicohdrents, Fund.
Math, XVII, 1931, 171—209.

5} Pour la définition des nombres de Betti, v, mon Mémoire I'hdarie géndrale
de Thomologie dans un espace queloongue, Fund. Math, XIX, 1982, 149188, Je
citerai ce Mémoire: Homologie.

‘) Une autre démonstration (valable dans les espaces métriques ot compacts)
m'a été communiquée par M, Vietoris,

icm

Continus Péaniens unicohérents 233

3. Le théoréme inverse du théoréme A est faux méme si l'es-
pace K est métrique et compact. Exemple: 1. c. sub 2), p. 148, re-
marque. Le but de cette Note est de démontrer le théoréme suivant:

Théoréme B &). R diant un continu Planien (= espace métrigue,

compact, connexe et localement connexe) unicohérent, le premier nombre
de Betti de R est égal & 2éro.

Pour la validité du théordme B, il est essentiel que les coeffi-
clents des cycles et des homologies soient des mombres rationnels.
Le théoréme B est faux pour les cyeles mod m = 2, 3,...; exemple:
plan projectif.

4. Dans le cas o la dimension de E est égale & un, le théo-
réeme B a été démontré par M. Vietoris (L c. subY), p. 446, (5)).
Dans le cas ot B est immergé dans le plan euclidien, le théoréme B
est une conséquence d’un résultat de M. Kuratowski (L c. sub¥),
p. 145, théoréme II). Le théoréme B peut &txe aussi regardé eomme
connu dans le cas ol R est un polyédre. En effet, on l'obtient dans
¢e cas en rapprochant un théoréme de M, Borsuk (L e. sub¥)
p- 190) d'un théordme de M. H. Hopf?). Or la démonstration de
M. Hopf fait usage essentiel de la supposition que R soit un po-
lyédre; d'autre part, dans ce qui suit je ne m’appuie nullement sur
les' résultats de MM. Borsuk et Hopf¥).

5. Soit Ul un réseau ouvert ) dans un espace R; soient Uy, Uy, U,
les sommets de U. Un réseau & dans R soit appelé un affinement *0)
barycentrique '*) de U, si on peut indiquer les sommets de B par
des symboles V., (0<KkSm), od (ig, 4y,..., %) parcpurt des
combinaisons (sans répétition) des indices 1. 2,..., m de maniére

) Le méme théordme a été démontré simultanément et indépendamment
mais par une méthode compldtement différente, par M. Borsuk. Voir, sa note
publiée dans ce volume, p. 230, corollaire 1.

") Math, Annalen CIV, 1931, p. 641, théoréme V a,

8) 11 serait aisé de déduire de ce qui suit une nouvelle démonstration du thé-
ardme cité de M. Borsuk (limité au continus péaniens) ot par suite aussi du
théoréme cité de M. Hopf (étendu au continus péaniens).

%)V, Homologie, II1, 2. Dans ce qui suit, chaque réseau est ouvert, sauf avis
contraire.

19) V. Homologie, 11, 9.

1) Cf, la notion d'une sous-division barycenivique (réguliére) d'vn complexe,
v, p. ox. E. R, v. Kampen, [He kombinatorische Lopologic und die Dualitdis-

_afitee, (Dissertation Leiden, 1929j, I, § 2, no* 2 ot 7.
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que 1° Vi CU Uy Uys 20 si los sommets Viy iy Viso,
de ¥ ont un point commun, une des deux combinaisons (dg, dy,uw. ),
(Joy J11+--, Ju) fait partie de lautre.

Ceci étant, je démontrerai le

Lemme. Soit 1 un réseau dans un espace complétement nor-
mal 1) B, Il existe un affinement barycentrique 2 de W.

Démonstration. Soit n 'ordre 13) du réseau I, Le théoréme
étant banal pour #==0, on peut le supposer vrai pour les ordres < n.
Désignons par ¢ la somme de tous les ensembles U, U,..., U,,
ol (o, 4,..-, 4,) parcourt toutes les combinaisons » & # parmi les
indices 1, 2,...,m. Les ensembles U/==U,-~ G constituent un
réseau 11’ dans £ — G dont Uordre est évidemment < n. Il existe
done des ensembles W, , ., (0<Chk<Cn-— 1) ouverts dans K- ¢/
et constituant un affinement barycentrique de ',

Il existe ) des ensembles V,, .. ouverts dans R et tels que
P Vints CULU, U,; 2° Viio oty Vinsien 5,0 entraine quo
Wiisiv* Wiiwin 5= 0. En ajoutant & ces ensembles Viostnony
(0sCh<Cn—1) tous les ensembles non vides de la forme Vot ==
=U, U,-...- U,, on obtient un réseau B dans B et on démontre
sans peine que B est un affinement barycentrique de I,

6. Lemme. Soit U un résean connexe 15)19). Soit I'y un (1, U)-
cycle ') qui n'est pas homologue & zéro. Soient o} (1<Ci<Ca)
tous les (1, U)-simplexes. On peut attacher & chaque ¢} un nombre

- . n
rationnel s, et par suite & chaque (1, U)-cycle I'= 3 o} le nombre
M 1

«p(l‘):zg'r,s, de maniére que: 1° si I' est un (1, U)-cyele homo- -

1
logue & zéro, on a @(I')==0; 2° si I" est un (1, U)-cycle entier 18)
le nombre @(I") est entier; 30 g(I',) = 0.

?

Démonstration Soit y,, Y2y-+.1 ¥, une base du premier
groupe de Betti de U, de manidre qua chaque (1, U)-cyele I' il

%) Du reste, ce lemme est vrai dans chaque espace normal,

13) Clest-b-dire la dimension maxima d’un {]-gimplexe,

) V. Homologie, III, 21.

'¥) Cela signifie que le 04me nombro de Beiti de {] égale 4 un,
%) L'hypothdse de connexité oat d'ailleurs superflue.

1) Cf. Homologie, I1, 28,

%) Cela signifie que tous les coefficients de I sont des entiors,
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existe un et un seul groupe de nombres rationnels 6 IKy<Km)

n
tel que "~ .?Jc,, ¥»- 1l est bien connu quon peut garranger de

fagon que les nombres ¢, soient entiers si lo eyele I est entier. En

. . ”
purticulier, on a I, ~ ‘:Sc?, ¥y ot on peut supposer que ¢ == 0. So-

ient U; (1<<j<Cap) tous les sommets de 1. Le rdseau 1l &tant
connexe, on peut attacher i chaque j (1<j<C e,) une (1. 1f)-chaine
entiere G telle que C,— U, — U,. Soit donnée une valeur de ¢
(I<iKay); soit of = (U, U,). On a o} —> U, — U, de manidre
que of 4 C - C, est un (1, W)-cyele entier. Il existe donc des en-

w
tiers ¢, (1<<y<Cu) tels que o] +C—C, ~ J¢,y, Posons
y=1

8==ty. On voit sans peine que les nombres s, possédent les pro-
priétés voulues,

7. Lemme. Soit W un affinement barycentrique d’'un réseau 1.
Le réseau U soit connexe 15)1%), Soit = Pr. (B, W) ). Soit 4, un
(1, B)-cycle tel que le (1, U)-cycle I'y=m4, ne soit pas ~ 0 29),
Soient o} et 1} (1 <CiCay; 1<Cj<CP,) tous les l-simplexes resp.
de U et de B. Supposons que l'on ait attaché & chaque o} un
nombre rationnel s, et par suite & chaque (1, W-eyele '=Zr, 0! le
nombre ¢ (1) =1;s, de manidre que 1°|s,|<<HM pour 1 <i<Cay;
20 ¢(I") =0 pour chaque (1, U)-cycle 7"~ 0; 3° @(I") est entier
pour chaque (1, U)-cycle entier '8) I'; 49 ¢(Z7,) == 0. On peut atta-
cher & chaque %} un nombre rationnel # et par suite & chaque
(1, W)-cycle 4 =37 le nombre ¥ (4)= Zr{ de manidre que:
:_1 pour 1<Cj<Cfy, ob n désigne L'ordre 19) de 1I;
2° 9 (4)==0 pour chaque (1, U)-cycle 4 ~ 0; 8° y(4) est entier
pour chaque (1, B)-eyele entier 18) A; 4° ¢ (4,)=0.

0 -
1 It./'l . Mn

Démonstration, Soient U,, U,,..., U, tous les sommets de 11;
pour 1<Ci<<ay, 0} = (Uj, U,) posons [4, 4] = — [u, 4] = s po-
sons aussi [4, 4] =0 pour 1<C4<m. Daprés la définition dun
affinement barycentrique, chaque (1, L)-simplexe 1}, convenablement
orientd, a la forme 2} = (Viu...5,0 Visrnt) O<Sh <k <), la com-

19) V. Homologie, I, 10.
) Par suite A, n'est pas ~0 (v. Homologie, II, 11).
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binaison (4, 4,..., %) des indices 1, 2,..., m étant telle que
(Uys Uyy-.-, U,) est un (%, U)-simplexe. Posons

1 S L oy
Y= 6T & & T 1) e

A=0 y=h-t+1 =0 yoal)
Il en résulte que
(ht1) (k—h) ke L
GED D YSEEi Sy
Pour démontrer que v (4) =10 pour chaque (1, B)-cyele 4 ~ 0,
il suffit de prouver que w(4)==0 si A est la frontiére d'un (2, B)-

simplexe. Or chaque (2, B)-simplexe 72, convenablement orienté, a la
forme

It <

= (Vitutns Vintoopr Vtyoonty)

avee 0 <Ch <<k<<1<{m, la combinaison (4, 4,,..., i) des indices
1, 2,..., m étant telle que (U, U,,..., U,) soit un (I W)-simplexe.
Done 1)

) 1 o t _—
Y(F 7)== FFDIFD 2 Ui 1]+ (Y 2, [bn; 4] +
v )

A

1 ..
SIS P

= (ﬁf}@i—ﬂ?l-}-l) 2‘ U Bl [y 4] + [z, 3,]) = 0,
) o v

car si p. ex. A=pu, on a [, i,]=0, [y 3] == — [4,, i;) tandis
que dans le cas ot les indices A, 4, » sont différents entre eux
on & '

[?'ﬁu’ 1’11] + [iv’ 22] + [1:11 @y] = ¢[F(Z]1)n a,,w Uw)] =0

d’aprés la propriété 20 des nombres s,

Reste a prouver les propriétés 3° et 4° des nombres . A cet
effet il suffit évidemment de démontrer que W (4) = @(nd) pour
chaque (1, B)-cycle 4. m, et n, étant deux projections de % dans U,
on & 7, A ~ m, A (v. Homologie, I1, 12) et par suite ¢(m, A)=g (7, 4).

) Les indices A, s, » parcourent resp. les valeurs 0ok, O 5k
WETIIA

t

icm

Continus Péaniens unicohérents 237

On peut done choisir 7z de maniére que Fon ait pour chaque sommet
Vityrty 48 B 7w Vi, =T, Dindice i étant égal & un des in-
dices iy, %;,..., 4. Les sommets Vit de B étaient attachés
A des combinaisons (4, iy,..., %) telles que T,.U,-...- U,=0.
Attachons plus généralement & chaque combinaison (i,, dyy.eey B) de
ce genre un symbole Vistyont,- Ces symboles V..o, PEUVEDt 8tre
regardés comme les sommets d’'un complexe abstrait @, qui est une
sous-division barycentrique (v.11)) du complexe réalisé par le réseau II;
ot le réseau ¥ est un sous-complexe du complexe . On peut
étendre la définition de w(d) & chaque l-cycle du complexe ( et
on voit sans peine que I'égalité ¢ (4)=0 est vraie non seulement
si 4 ~ 0 dans L. mais plus généralement 5i 4 ~ 0 dans Q. Or on
sait *2) que 4 ~ 4, dans ¢, A, étant la sous-division baryeentrique
d'un (1, W)-eycle I'. Par suite ¢ (4)=1v(4,) et p@d)= (') car
md ~ m A = I 1l suffit done de prouver que w (4,) = (I"). Or soit

I’:Z?M(Uz U.)

et par suite

b= [(Va Vi) — (V, Vil
d'ol

o) =3 r-14 u)
W) = (314 6] — § [u ) = oD

8. Lemme. Soit B un espace connexe et complément normal.
Soit £ un nombre positif donné. Soit {I7, (1)} un (1, B)-cycle *) qui
n'est pas ~ 0. Il existe un réseau Ui, dans R jouissant de la pro-
priété suivante: Soit L un affinement %) de H,. On peut attach'er
% chaque (1, B)-simplexe 7} un nombre rationnel #, et par suite
4 chaque (1, B)-cycle I'==3 7,7} le nombre @(I')=2Zr? de
maniére que: 10 |f]|<Te; 20 @(I")=0 si le (1, B)-cycle I" est
~0; 3° @(I') est entier si le (1, V)-cycle I' est entier !8);
40 @ (I, (B)) == 0.

3) L, ¢, sublt), I, § 4 n® B et 4 ot 1L, § 3, n° 6.
1) V. Homologie, II, 20.
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Démonstration. L'espace B étant connexe, chaque réseun
dans R Dest aussi. Soit U, un réseaun tel que [},(U;) n'est pas ~ 0,
D'aprés le lemme du n® 6, on peut attacher & chaque (1, H,)-sim-
plexe oj; un nombre rationnel s, et par suite & chaque (1, U,)-eycle

\=23r,04 le nombre ¢, (I') =35, de manidre que 1° s
Iy ~ 0, ¢(I)=0, 2°5si le eyele I, est entier'¥). le nombre
@1 (L) est entier, 3° @, (I'y(h;)) 5= 0. Soit # Pordre 1% du réseau U,
D’aprés le lemme du n b, il existe des réseaux U, I,.... tels que
U.y; soit un affinement barycentrique de W, pour k==1, 2 8,...;
évidemment, I'ordre de chaque réseau U, est <z Soit M un nombre
positif tel que |s;,| << M ponr chaque (1, W, )-simplexe ok, Daprés le
lemme du n° 7, on peut attacher, pour k=2, 8,..., & chaque
(1, Uy)-simplexe o}, un nombre rationnel s, et par suite & chaque
(1, Wy)-eycle /.= 37,0, le nombre @, (F)=rs, de maniére

k~1
que 1% [, < (”_Z_J M pour chaque (1, U,)-simplexe ol
2° @u(L7) =0 pour I, ~ 0, 3% @, (I",) est entier si le (1, B,)-cyele
I, est entier 18); 40 @, (I'(11,)) g= 0. Choisissons une valeur de k si
i—

grande que (;::-}i—) «M<e et pusons W= U,. Soit N un affi-

nement %) de Uy soit == Pr. (B, 1h,) ). Pour chaque (1, ¥)-sim-
plexe 7 on a ) ou =z =0 ou bien il existe un (1, U-simplexe
oy tel que maj=19.0k (n=4 1); posons #, =0 dans le premier
cas, ;=9 g, dans le second cas. On voit sans peine que les nom-
bres #; jouissent des propriétés demandées.

9. Soit U an réseau #) dans un espace K Partageons les som-
mets U de Wl en k (=2 8,...) groupes 7y, 1y,..., 7} sans &lé-
ments communs. Désignons par RB(7) (i=1, 2, 3,..., k) la somme
de tous les Ue 7}; les Ueg T, sont alors les sommets d'un résean
dans R(7) que nous désignerons par U(Z;. Désignons par (7}, T)
le produit R(T)- R(T) (1<i, j<Ck). Soit 7y 'ensemble des noyaux *)
Us» U de tous les (1, W)-simplexes (U;, Uy tels que U,e T}, Upe Ty
alors les U+ Uye Ty sont les sommets d’un réseau dans  R(7}, T)

que nous désignerons par W(Z}, T). Ceci étant Jje démontrerai deux
lemmes.

) V. Homologie, 1I, 11,

*5) Tous les réseaux de ce n® sont supposés fermés (v. Homologie, V, 2}
6) V. Homologis, 11, 2.
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Lemme e. Soit 11 un réseau connexe 15) dans un espace R.
Partugeons les sommets de Il en deux groupes 7y et T,. Supposons
que le réseau U(Z;, 1;) soit connexe ). Soit I un (1, Wy-eyele. T
existe un [1 U(7})}-eyele I', et un [1, W(Ty)}-eycle T tels que
I'~ 1,4 T, dans U.

Démonstration. On peut poser "= (, 4 Gy 4 Cpy. ol
est une [1, W(7y)|-chaine, C; est une [I, 11(7})]-chaine, tandis que

Co=_Y n(Us, Vo
avec ;e Ty, VieT,. La frontitre de €, (»=1,2) a la forme

Zs,, Uy, UyeT, avee IJs,=0; la frontidre de I' étant égale
4 zéro, on en déduit que Fr,=0. Le noyau U,. ¥, de (U, F.) est un
sommet du réseau W(7}, 7,). Puisque ¥, =0, on a dans ce résean

DU Vi= Y r(U,V,— U7,

Or le réseau U(7y,T;) étant connexe, il existe pour chaque ¢
une [1, W(T,, T;)]-chaine dont la frontitre est égale & U, V,— U, V,.
Par suite il existe wne (1, t(7}, 7})-chaine

0 PAFUATAAES WHAA
Naturellement U,, U,eZy; V,, V,eT,. Puisque (I, V,, U.v,)

est un (L, U(Ty, 7y))-simplexe, on a U;V,U,V,=0. Par suite
(Uy, Vi, V) et (Uy, Uy, V,) sont des (2, U)-simplexes et l'on a

(2) (Uin Um Vy) - (UR.? vﬂn Vy)_> (U,u’ V,u) - (Um VZ,) —!_

+ Uz, U) — (V2 V).
Or on déduit de (1) que
DU V=30, U0,V,—UV)
ce qui donne
Co= 3 (U V) =Y a3, |(U,. V) — (Us, Vo)l

Draprés (2), il en résulte quil existe une (1, U(Z}))-chaine Dy
et une (1, W(7}))-chaine D, telles que
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2‘ 0 [Uy Uy V) — (U V3 V)] Coa D1+ Dy
ot Gy + D, + Dy ~0 et done I'==C,+ C, + Cp, ~ I't 4 T'y, ot
I'=0,~—D,, I)y=0— Dy

I, (w=1,2) est une (1, U(7,))-chaine. Il suffit doue de prouver
que I', et I’y sont des cycles. Or F(I'y - I'y) =0, d'ott F(I)=
= — F(I) =0, car F(I',) est une [0, U(7,)]-chaine ot les deux
réseaux U(T}) et U(7}) n'ont aucun soramet commun.

Lemme B. Soit Y un réseau connexe %) dans un espace R. Par-
tageons les sommets de Y en deux groupes I, et 7, de manidre
que le réseau W(T}) soit connexe %) Supposons qu'il existe un
(1, W-cyele I' tel qu'il soit impossible d’indiquer un l-eyele 17,
dans W(TY) et un l-cyele I, dans Y(7};) de manitre que I' ~
~ Iy + I', dans U. On peut alors partager les sommets de U en
deux groupes 7; et T, de manidre que 1°les deux résesux U(Z77)
et U(7;) solent connexes; 29 le réseau W(77;, T;) ne soit ni vide
ni connexe.

Démonstration®’). Le réseau U(T;) n'est pas nécessairement
connexe; or on peut évidemment partager les sommets de 7, en
un nombre fini de groupes Tj,, Tyy,..., Ty sans éléments communs
de maniére que chaque réseau U(7},) (1 <{i<Ck) soit connexe. On
voit sans peine que les réseaux (7}, T,) (1<Ci<i<Ck) sont
vides. L réseau U étant connexe, on voit sans peine que les réseaux
W(Ty, Ty) 1<<i<Ck) ne sont pas vides.

Il n’est pas possible que tous les réseaux W (7}, Tp) (1 i< k)
solent connexes. En effet, si cet énoneé n’était pas vrai, puisque
W7y, Ty)=WT, + Ty, +...+ Tyy, Ty), on déduirait par une
application successive du lemme o quil existe pour 1<Ci<Ck, un
1-cycle I', dans W(T,) et un l-cycle I', dans U(T}) tels que I' ~
~ Iy 4+ Iy +...4 I'y,) dans U, ce qui présente une contradiction.
On peut done supposer que le réseau 11(7},) ne soit pas connexe.
On voit sans peine qu'il suffit de poser

Th="Ty, Ti=T 4+ T+ o 4 Ty

¥ Cf. la démonstration de M. Kuratowski du théordme II, 1. ¢. sub %,
pe 145,
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10. Passons & la démonstration du théortme B. Soit done R un
continn Péanien et supposons qu'il existe un (1, B)-cyele {I'y(11)}
qui n'est pas homologue & zéro. Il s'agit de prouver que le continu R
n'est pas unicohérent.

Posons &=} et déterminons le réseau ouvert 1, d’apres le
lemme du n° 8. Selon uv théoréme de M. Sierpinski ) il existe
un réseau fermé & qui est un affinement de U, et dont les som-
mets K, K,,..., K, sont des continus. R étant un continu, le ré-
seau & est connexe. D'aprés le lemme du n® 8, on peut *9) attacher
& chaque (1, §)-simplexe (K, K} un nombre rationnel s, et par
suite & chaque (1, 8)-cycle I'=3r,(K,, K)) le nombre Sr,.s,=p(I")
de manitre que 1° |s,| <4 pour chaque (1, f)-simplexe (K, K));
20 (I')==0 si le (1, R)-cycle I" est ~ 0; 3 @(I") est entier si I’
est entier; 4° (I, (®)) = 0.

Soit S la circonférence &% (0 2 <1, i=|—1). Attachons
a chaque sommet I, de & un point f(X,) de S de la manitre
suivante: Le réseau & étant connexe, il existe umne (1, )-chaine

-entidre 18)

0= a,, (K, K,) > K, — K,.

Posons
f(K,) = 2y,

La chaine C, n'est pas déterminde sans ambiguité; or, C, étant
une autre valeur de C,, C,— C, est un (1, K)-cycle entier 18); les
deux coefficients de 2 différant I'un de l'autre par le nombre
entier @(C, — C,), le point f(K,) est bien déterminé.

Pour 1<Cu, »<m, on a

0,— C,+ (K, K,)—>0.

I

Daprés la propriété 3° des nombres s,,, on en déduit que

L %)
(1) Sup = i log f(]i;’

) ,S;ur une condition pour guun continu soit une courbe jordanienne, Fund,
Math, I, 1920, pp, 44—60,
) On peut appliquer ce lemme bien que le réseau § soit fermé, cf. Homo-

logie, V, 4
Fundnmenta Mathematicas t. XX. 16
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la partie imaginaire du logarithme éfant comprise entre - m et
- en vertu de la propriété 1° des nombres s,,. ‘

Soient A et B deux points diamétralement opposés de la circon-
férence S et différents de tous les points f(X,). Les points 4 et B
partagent S en deux ares I, et I,; choisissons la notation de ma-
niére que, contormément i Porientation positive de S, le point 4
soit le point initial de I,. Partageons les sommets X, de & en deux
groupes 7; et 7, en posant K, e Ty (1)) si le point f(K,) est situé
dans I, (I,). Partageons 7} et 7, resp. en groupes 71y, Tigseey Doy
Tyis Taay-+oy Ty, sons éléments communs de maniére que (dans les
notations du n® 9) les réseaux W(Z),) (1<Cr<C2 1<y < u,) so-
ient connexes. Chaque sommet de £(7}, 7;) (la notation étant la méme
que celle du n® 9) a la forme K- K, avee K, ¢ 1y, X, ¢ 1}, Par-
tageons les sommets de §(7}, 7}) en deux groupes P, ¢ en pusant
K,-K,eP(Q) sile plus court chemin sur § du point f(K,) au
point f(K,) passe par le point 4 (B). Partageons de plus P en
groupes P, 1 <Koy, 1< <Cy,) en posant (pour K, K, eP)
K,K,eP, si K,ely, et K,¢ Ty,

Ceci étant, soit

F=2 “ap(Kea K,)

un (1, ®)-cycle; on peut choisir I'orientation des (1, ®)-simplexes de
maniére que K, K;eR (7}, T,) entraine que K, e 7} et KgeT;. De
(1) on déduit sans peine que le nombre @(I") est égal & la somme
2 a,g, la sommation étant Gtendue 4 toutes les valeurs telles que
K hgeP. Pour 1<Qu<Cuy, 1 <<y <Cuy, posons Pup (L) = X ay,
la sommation étant étendue & toutes les valeurs telles que K, Kye P,
Done

LS

@ o= 2 P (D)

M-l Prm]

Soit (K,, Ky, K,) un (2, ®)-simplexe. On reconnait sans peine
que @, [F(K,, Ky, K)]=0 pour 1<<p<Suy, 1<<r<Cup. Il en
résulte que @,,(I")=0 pour chaque (1, &)-cyele I'~ 0, d’od
Pur (L) = 9, (%) si ', ~ I'y dans &

D'aprés la propriété 4° des nombres sy, il existe un (1, §)-cycle
I tel que ¢(I")==0. D'aprés (2), il existe des valeurs de u, v telles
que @, (I') == 0. Soit p. ex. @ (I) =0, d'ott @,y (I")==0 pour

icm
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I'" ~ I' dans & Or posons U, = T}, et désignons par U, I'ensemble
de tous les sommets de & qui n’appartiennent pasd U;. Si I, est un
1-eycle dans R(U,) et si I, est un 1-cycle dans ®(U;) (notations
du n° 9), on a évidemment ¢, () = @ () =0, dod g, (I, +
+ I'y) = 0. Par suite on ne peut pas avoir I' ~ [ 1+ I, dans &
Le réseau R(U,)=R(7},) étant connexe, il résulte du lemme 8
(n® 9) que l'on peut partager les sommets de § en deux groupes Uy
et U’ de manidre que 1° les deux réseaux K(O7) et K(U;) soient
connexes, le réseau R(Uy, U;) ne soit ni vide ni connexe.

Soit K, (i=1,2) la somme de tous les sommets de S(I);
soit B, la somme de tous les sommets de ®(U;, U/7); évidemment
By - By =R, R, By= By =:0. Les sommets de ® étant des con-
tinus et les réseaux K(U) et K(U;) étant connexes, on voit que
R, et B, sont des continus; le résean ®(U], U;) n'étant pas connexe,
on voit que B, n'est pas un continu. Done le continu R n'est pas
unicohérent.
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