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Uber approximativ stetige Denjoy-Integrale.

Von
J. Ridder (Groningen).

In den folgenden Seiten werden einige einander gleichwertige
Integraldefinitionen besprochen, welche Verallgemeinerungen sind
von bekannten, von A. Denjoy und O. Perron herrtthrenden
Definitionen 7). Die Idee nur ,approximative® Stetigkeit des un-
bestimmten Integrals zu fordern, welche im folgenden angewandt
wird, rihrt von J. C. Burkill?) her. Es wird sich zeigen, dasz
fir den veuen Integralbegriff die gewthnlichen elementaren Eigen-
schaften des Integrals erhalten bleiben.

§ 1. Definition 1. Eine Funktion f(z), definiert fir a <z <5,
wird iber (a, b) D,-integrierbar sein, wenn die fiir das allge-
meine Denjoy-Integral existierende konstruktive Definition ¥) bei
folgender Abinderung einer der angewandten Operationen eine fiir

a=<z=b approximativ stetiges Integral ffv.m)dx liefert:

es sei das D,-Integral _/e 'f(x) dz schon konstruiert fiir jede Kom-

bination ', §/, welche der Bedingung a <<a' < §'<f gentigt, wobei
@ und § zum abgeschlossenen Intervall (a, b) gehren soilen; wenn
es dann Teilmengen E, und E, von (e, f) gibt, welche in & bzw.

. 1) Siehe Denjoy, Ann. Ec. Norm. (8) 33 (1916), 34 (1917) und Perron,
Sitzungsber. Heidelberg, Ak, Wiss. 1914, Math.-naturw, Klasse, Abt, A, 14. Ab-
handl. '

%) Siehe Burkill, Math. Ztschr. 34 (1931), 8. 270—278.

%) Siehe Denjoy, Ann. Ec. Norm, (3) 34 (1917), n°* 55—57 oder Hobson,
Theory of functions I, § 476.
Fundamenta Mathematicae, T. XXI. . ) i
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in B rechte bzw. linke Dichten 1 haben, derartig, ~dass fiir o' << g
und o' zu Ee, §' zu E, gehorend:

ﬂ’
lim | f(x)de
s o

existiert, so wird dieser Grenzwert das D;-Integral tiber (e, §) sein.

Definition 2*. f(«) wird tber (a, b) Dy-integrierbar sein, wenn
es eine flir o <x < b approximativ stetige Funktion F(z) gibt mit
den Eigenschaften: 19 F(a)=0; 2° jede perfekte Teilmenge E
des abgeschlossenen Intervalls (a,5) enthilt ein Stick & (mit den
Endpunkten ¢ und d), derartig, daf die Funktion, welche auf &
mit #(z) zusammenfillt und sich in den zu ® komplementsren,
abgeschlossenen Intervallen von (¢, d) linear #ndert, totalstetig ist
in (¢, d); 8° die (wie sich aus 2° mittels transfiniter Induktion fol-
gern luBt 4)) fast tberall existierende approximative Ableitung von
F(z) ist fast tberall in (a. b) gleich f(z). Es wird #(b) das D,-
Integral von f(z) tiber (a, b) sein.

DaB die Definition 2* die approximativ stetige Funktion F(x),
wenn diese existiert, eindeutig bestimmt, léft sich wieder mittels
transfiniter Induktion zeigen %),

Die Definitionen sind 1 und 2* sind einander aequivalent ®).

Definition 2°, f(z) wird tiber (a, b) D,-integrierbar sein. wenn
es eine fir ¢ < 2=<"& approximativ stetige Funktion G'(z) gibt mit
den Eigenschaften: 1° G(a) =0; 2° es lilt sich (a,b), ausgenom~
men in den Punkten einer (ev. leeren) abzihlbaren Menge 4, tiber-
decken von abzihlbar vielen perfekten Teilmengen (H,), derartig,
da fiir jedes H, die Funktion G,(z), welche auf H, mit G(z) zu-
sammenfillt und sich in den zu H, komplementiren, abgeschlosse-
nen Intervallen des kleinsten, abgeschlossenen, H, enthaltenden
Intervalles %, linear #ndert, totalstetig ist in u,; 3° die fast tiberall
existierende 7) approximative Ableitung von G(z) ist fast tiberall in
(a, b) gleich f(z). G(x) wird dann das unbestimmte D,-Integral von
f(®) in (s, b) sein.

4) Vgl. Ridder, Math, Ztschr. 34 (1931), S, 246 (Beweis des Satzes XI).
5) Vgl. L. c. 4), 8. 269 u. 260 (Beweis des Satzes XXV).

f) Fir den Beweis vgl. Denjoy, L c. ?), n> 51—53.

") Dies folgt aus 1. c. 4), 8. 24b (Satz XI),
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Anwendung von transfiniter Induktion zeigt, daB eine nach der
Def. 2" integrierbare Funktion f(r) auch nach Def, 2 integrierbar
sein wird und daB die iber (a,d) erstreckten Dy- und D,-Integrale
dann einander gleich sind. Daf auch das Umgekehrte gilt, folgt
durch Anwendung der Hilfssatzes 8): , Wenn sich ein abgeschlossenes
Intervall (a, b) zerlegen laBt in abzihlbar viele Mengen (H,), so hat
Jede in (a, b) enthaltene, perfekte Menge E ein-Stiick, auf dem eine
der Mengen (H,) tiberall dicht liegt® Somit sind die Definitionen 2*
und 2° einander aequivalent.

§ 2. Definition A. f(z) sei definiert fiir a <<z < 4. Dann wird
Y(z) eine fir a2 =b zu f(x) adjungierte Majorante sein, wenn
sie den folgenden Bedingungen gentigt: 1° ¢(z) ist approximativ
stetig fir a<z=b; 2° ¢(a) =0; 3° es lubt sich (q, b), ausge-
nommen in den Punkten einer (ev. leeren) abzihlbaren Menge, tiber-
decken vop abzithlbar vielen perfekten Teilmengen (H,), derartig,
daB v (x) unterhalb totalstetig 9) ist auf jedem H,; 40 die [fast tberall
in (a, b) existierende und endliche 7)] approximative Ableitung von
P(z) ist in fast allen Punkten ihrer Existenzmenge = f(z).

Definition B. Es wird ¢(z) fir e <2 =<b eine zu f(z) ad
jungierte Minorante sein, wenn sie den folgenden Bedingungen ge-
niigt: 1° @(z) ist approximativ stetig fiir a <z <<b; 2° @(a)=0;
3¢ es luBt sich (a, d), ausgenommen in den Punkten einer (ev. leeren)
abzihlbaren Menge, tiberdecken von abzihlbar vielen perfekten
Teilmengen (F,). derartig, daB ¢(z) oberhalb totalstetig 1) ist auf
jedem P,; 4° die [fast berall iu (g, ) existierende und endliche 7)]
approximative Ableitung von @(z) ist in fast allen Punkten ihrer
Existenzmenge < f(x).

8) Siehe L. c. 4), S. 246,
5) D. h. die Summe der Funktionsdifferenzen 3 {y (b) — 9 (ay)} in den zu H;
6]

gehdrenden Endpunkten a; < b; von endlich vielen, nicht iibereinandergreifenden
Intervallen bat immer einen unteren Limes =0, sobald die Lingensumme dieser
Intervalle gegen Null konvergiert. Siehe L. c. 4), 8, 244, |

1) D, h. die Summe der Fanktionedifferenzen 5)‘ {@d) — @ (a,)} in den zu P

gehorenden Endpunkten a; < b; von endlich vielen, nicht iibereinandergreifenden
Intervallen hat immer einen oberen Limes <C 0, sobald die Lingensumme dieser
Intervalle gegen Null konvergiert. Siehe L. c. 4), 8. 244.
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Lemma. Wenn eine im abgeschlossenen Intervall (a, b) unterhalb
totalstetige Funktion g(x) fast diberall in (a, b) eine approximative
Ableitung AD g(x)=0 hat s0 wird g(z) nicht-abnehmend sein in (a, b).

Beweis. Bei willkirlich positivem & liBt sich eine positive
Zahl & bestimmen, derartig, daB fiir jede Menge von endlich vielen,
nicht ttbereinandergreifenden Intervallen (c,, d,), deren Gesamtmad
< 8 ist, die zu_g(x) gehorige Summe

) o) —gle>—e
‘ ®)

sein wird. '

In einem mafigleichen Kerne K von (a, ) ist ADg(») = 0. Fur

jeden Punkt z von K gibt es eine Folge von Intervallen (z, z),
welche sich mit zunehmendem j in x zusammenziehen und fir die

@ g(z) — g(x) > — & (x)—x)

ist. Nun kann man, nach dem Uberdeckungssatze von Vitali, eine
endliche Anzahl derartiger, nicht itbereinandergreifender Intervalle
auswihlen, deren Komplementirmenge ein Mal hat <C 4.

Aus (1) und (2) folgt demnach:

gy —gla)> —e(b—a)—e
oder, da ¢ willktirlich ist:
9(6) —g(a)=0.

Da dasselbe Beweisverfahren auch auf jedes. Teilintervall von
(a,b) angewandt werden kann, ist g(z) nicht abnehmend in (a, b).

Satz Die Differenz einer jeden Majorante (x) und einer jeden
Minorante (), adjungiert zu der in (a,b) definierten Funktion f(z),
ist eine nicht-abnehmende Funktion.

Beweis. Es sel o(z)=1y(z)— @) fir a Sx<b. Wenn die
Menge E der Punkte des abgeschlossenen Intervalls (a, b), in deren
jede Umgebung Punkte z' und 2 liegen mit 2’ << 2” und w(2’)>
> w(z"), nicht leer ist, so muB sie perfekt sein. In jedem kom-
plementtiren Intervall u,=(a, <=, von E ist w(x) nicht-

- abnehmend; also wird jedes Sttick von E Punkte £ und &’ ent-
halten miissen, fiir die gleichzeitix & <<£” und (&) > w (") ist.
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Nach dem am Ende des § 1 mitgeteilten Hilfssatze existiert ein
Stick ¢ (mit den Endpunkten ¢ und dj von E, auf dem eine der
perfekten Mengen (H,) aus Def. A und eine der perfekten Mengen
(Py) aus Def. B tiberall dicht liegen. Die Funktion w,(z), welche
in den zu ¢ komplementiren Intervallen von (c, d) ‘sich linear andert
und in den Punkten von ¢ mit w(») zusammenfallt, wird unterhalb
totalstetig sein in (c, d), wie aus den Def A und B hervorgeht. In
den inneren Punkten der zu o komplementiren Intervallen ist die
Ableitung von w,(z) = 0.

In derselben Weise wie w,(z) aus w(x) hervorgeht, lassen sich
in (c,d) aus ¢(z) und @(x) Funktionen y,(x) bzw. @ (z) ableiten,
welche dort unterhalb bzw. oberhalb totalstetig sind. Daraus folgt,
dab sie fast iberall in (c, d) eine endliche Ableitung haben werden 7).
Und dadureh wird, nach Def. A, 49 und Def. B, 4°, w,(z) in fast
allen Punkten von ¢ eine Ableitung =0 haben miissen.

w,(z) gentigt also in (r, d) den Bedingungen des obigen Lemmas,
Es mibte dadurch w,(¥) und somit auch w(x) nicht-abnehmend
sein anf o, was jedoch der im Anfang des Beweises genannten Ei-
genschaft der Menge Z widerspricht. £ ist somit leer.

§ 3. Definition 3. Wenn die untere Schranke aller 1(6) — Werte
(s. Def. A) und die obere Schranke aller @(3)— Werte (5. Def. B)
einander gleich sind, so definiert dieser gemeinsame Wert das D,-
Integral I(b) von f(z) iiber (a, b) 13).

Satz. Wenn das Integral I(x) von f(x) fiir a <x b existiert,
so besitet 1(x) fast iiberall in (a, b) eine approzimaiive Ableitung ==
— 1)

Beweis. Eine willktirlich gewihite Majorante (x) hat fast
tiberall eine endliche approximative Ableitung 7). y(x) — I(z) ist
nicht-abnehmend, hat also fast tiberall eine endliche Ableitung. Somit
muB auch [(z) fast tiberall eine endliche approximative Ableitung
haben. . .- .

Es sei {tf,(x)} eine Folge von Majoranten und {p.(z)} eine Folge
von Minoranten, derartig, daf lliug w,(b) =‘I!1.!:: @, (b) = I(b) ist. Dann
haben I(z), alle ¢, (x) und alle @,(x) in einem mafgleichen Kerne X

von (a, b) endliche approximative Ableitungen.

11) Siehe L c. 4), 8. 237 (Satz V).
17) Der Satz von § 2 liefert nun auch die Existenz von I (x) fiir jedes = mit
ez < b ‘(hierbei wird I(a)==0 gesetat),
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Bei willkiirlich positivem ¢ sei &(¢) die Menge derjenigen Punkte
von K, in denen die approximativen Ableitungen von 1, und ¢; eine
Differenz = ¢ haben. Das Maf dieser Menge wird mit zunehmen-
dem j nach Null konvergieren. Sonst existierte eine positive Zahl 4,
derartig, dab fiir unendlich viele Werte (j') m{K,(e)} =0 wire.

. Anwendung des Vitalischen Uberdeckungssatzes wiirde zeigeu, dafl
fur die nicht-abnehmenden Funktionen {1, — ¢,\:

Pr(b) — (b)) =0d-¢
wire, wihrend doch

Lim {0 (5) — ¢ (B)} = 0

ist. Die approximative Ableitung von I(z) weicht somit fast tberall
in (a, b) um weniger als ¢ von JS(x) ab. Da & willkiirlich ist, muf
AD I(x) fast tberall in (a, b) gleich f(x) sein.

Die Definitionen 2° und 3 sind einander aequivalent 1),

%) Es ist auch moglich ein approximativ stetiges Integral zu erhalten, wenn
man die in Def. 1 gegebene Abiinderung einfihrt in die konstruktive Definition
des speziellen Denjoyschen Integrals (siehe fiir diese Definition Hobson,
L c. %), §§ 464—466); die Definition 1 wird in dieser neuon Gestalt den Detini-
tionen 2* und 2° gleichwertig bleiben, wenn man in die Definitionen 2* und 2° unter
2° die Bedingung hinsuftigt, daB die Oszillationen von F(x) in den zu & kom-.
plementiren Intervallen von (¢, d) baw. die Oszillationen von G(x) in den wu Hpg*
komplementiiren Intervallen von w; sine konvergente Reihe bilden sollen. Auch
die Def. 3 ist derartiy zu modifizieren, daB sie dabei den abgeidinderten Definitio-
men 1, 2* und 2% aequivalent bleibt. Nennen wir dagu eine fiir o2 b definierte
Funktion f(x) unterhalb totalstetig* auf einer Teilmenge E des abgeschlossenen
Intervalls (a,b), wenn die Summen von endlich vielen Differenzen :

2 0) —s) wma I (o) —sla)

(k) (k)

wobei die nicht iibereinandergreifenden Intervajle (ax, b) zu E gehorende End-
punkte haben sollen und ¢ fiir jedes fest gewihlte k alle moglichen Lagen
mit ax << ¢ < by einnimmt, einen unteren Limes =0 haben, sobald die L#ngen-
summe der Intervalle (a, b)) gegen Naull konvergiert; wenn in dieser Definition
punteren Limes = 0“ in ,oberen Limes =< 0% gelindert wird, eo entsteht die Be-
dingung, unter der f(®) auf E oberhald totalstetig®  sein soll (éieha Ridder,
L, e. 4). 8. 251). Ersetst man non in die Definitionen A und B (§ 2) ,unterhalb
fotalstetig” bzw. ,oberhalb totalstetig® durch ,unterhalb totalstetig®“ bzw. ,ober-
balb' totalstetig®” und 186t man daneben den Wortlaut der Definition 8 ungelindert,
80 wird diese zu dem erwiinschten Umfange eipgeschriinkt sein. Es lubt sich zeigen,
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Beweis. Wenn lim g,(8) = 1lim @,(b) = 1(b) ist, so geht auns
k=00 Awro

den Definitionen A und B hervor, daB (a, b) sich tberdecken luBt
von abzihlbar vielen perfekten Mengen (E) und einer (ev. leeren)
abzéihlbaren Menge H, derartig, daB gleichzeitig je de der {w,} unter-
halb totalstetig und jede der {(,} oberhalb totalstetig ist auf einer
jeden der Mengen (E).

I(x) muB totalstetig sein auf jedem ;. Sonst existierte fir eine
dieser Mengen, E;, eine z. B. positive Zahl 4 und eine Folge von
Mengen (X,), welche jede ftir sich von endlich vielen, nicht iber-
einandergreifenden Intervallen (a{, a%},) gebildet wurden und deren
Endpunkte zu E, gehorten, so daB gleichzeitig:

®  lim ¥ |1(a®) — Ie] =4 und lim m(M,) =0
n=0oo (p) ne=33
wilre.
@w(2) sei eine Minorante aus der Folge {p,(z)} mit

1) — g (®) <7/ 4.

Da I(z) — @u(x) eine nicht-abnehmende Funktion ist, wird bei
willktirlich, aber fest gewihltem #:

@ 3 ) — I — Y pu(afy — pele)] <
@) (7]
< I0)— ge®) < s A

sein.

dal das in dieser FuBnote definierte unbestimmte Integral einer Funktion fla)
fast iiberall eine Ableitung = /(=) hat (zum Beweise vgl, Ridder, L c. 4, S.253
u. 254 oder Hobson, L ¢. 3), § 470). — Eine Funktion F'(z), welche fir a Sz < b
ein unbestimmtes Integral ist im Sinne der im Texte gegebenen Definitionen, jedoch
nicht im Sinne der Definitionen dieser FuBnote erh#lt man auf folgende Weise.
Es sei a <o, <b <a,<b,...<ay<b...<b, wobei jli::a,z?‘_:bjz-b ist

und die Menge E der nicht zn den Intervallen (ay, b)) gehtrenden Punkts des
abgeschlossenen Intervalls (g, b) in b die linke Dichte 1 haben soll; dann defi-
niere man F(z)=0 fiir die Punkte von E, whhrend man F(z) in jedem abge-
schlossenen Intervall (ay, §;) einem unbestimmten allgemeinen Denjoy-Integral
gleichsetst, welches daneben nicht ein unbestimmtes spesielles Denjoy-Integral
in (ay, b)) ist, derartig, daf nicht nur F(ay), sondern auch F'(b) gleich Null wird
und F(z) nicht (linksseitig) stetig ist in b.
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Aus (3) und (4) wiirde folgen: ‘
lim sup Y [gw(a) — ow(af")} > 1 4.
™)

Da @, (z). oberhalb totalstetig ist auf K, gelangen wir zu einem
Widerspruch. ' .
Auch ein negativer Wert von A ist unmoglich. I(») wird somit
auf jedem Z; totalstetig sein. .
Aus Iim y,(b) = I(b) geht hervor, dab die Folge {i,(x)} in (a, b)
ke=oo !

gleichmabip gegen I(x) konvergiert. Darans und aus der approxi-
mativen Stetigkeit der {y,(x)} schlieft man leicht zu der approxi-
mativen Stetigkeit von I(x).

Der Inhalt des vorigen Satzes und die hier abgeleiteten Resul-
tate zeigen, daf I(z) den Bedingungen der Definition 2® gentigt.

Umgekehrt wird ein Integral G'(x) gemdB Def. 2° sowohl eine
Majorante w(z) wie eine Minorante @(x) sein. Somit ist G(x) auch
ein Integral im Sinne der Definition 3.

§ 4. Zum SchluB fuhren wir einige Eigenschaften an der in die
Definitionen 1, 2%, 2* und 3 eingefithrten Integrale. Wo die Beweise
durch leichte Modifikation bekannter Beweise zu finden sind, be-
gntigen wir uns mit Verweisungen nach letzteren.

Satz 1. Wenn f(z) iher (a, b) ein Integral 1(b) hat (I-integier-
bar ist), so wird auch jede Funktion g(x) diber (a,b) I-integrierbar
sein, welche dort fast viberall mit f(%) zusammenfallt; beide Integrale
haben dann denselben Wert 14),

Satz 2. Wenn f(2) tiber (a, b) I-Integrierbar ist, so wird sie es
atich sein iber jedes Teilintervall von (a, b). Fiir a<.¢<b wird das
I-Integral uber (a,b) gleich der Summe der I-Integrale iiber (a, ¢) und
(c, b) sein 14),

Satz 8. Wenn eines der beiden folgenden Integrale existiert, so gilt:
14 b
ol c f(@)de =¢ o f flz) da.

Hierbgi ist ¢ eine willkirliche von Null verschiedene Konstante 14).

) Vgl Kamke, Das Lebesguesche Integral, § 14,
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Satz 4. Wenn die Integrale der rechten Seite existieren, so gilt:

0 St re e, [fows [Hais

Satz 5. Wemn. f,(2) < f,(x) ist in jedem Punkte z von (a, b)
und die Funktionen L-integierbar sind dber (a, b), so wird auch:

o f JACE = f @) do

sein 14),

Satz 6. Eine in einem Intervall (a, b) ihr Vorzeichen nicht wech-
selnde Funktion f(z) hat daselbst gleichzeitig ein Integral I(x) und
ein Lebesquesche Integral von gleichem Werte,

Beweis. Nehmen wir f(z)=0 an. Da f(L) fiz) dx sowohl

eine Majorante wie eine Minorante ist, so ist dieses Integral, falls es
existiert, zugleich das Integral I(z).

Umgekehrt, es sei f(x) I-integierbar tber (a, b). Die Differenz
einer jeden Majorante und einer jeden Minorante ist, nach dem
Satze von § 2, nicht-abnehmend in (g, b). Da die Funktion, welche
identisch Null ist, eine Minorante ist, wird somit jede Majorante
von f(x) nicht-abnehmend sein miissen. Daraus folgt jedoch dasselbe
far das unbestimmte Integral I(z) von f(x) in (a, b). I(z) hat nun
fast tiberall eine endliche summierbare Ableitung, welche, nach dem
Satze von § 3, fast iberall gleich f(z) ist. Also muB

l@) = [ (L)fe) e

. sein.

Satz 7. .Es existiere das 1-Integral dber (a,b) fiir jede der Funk-
tionen fi(z), fi(z),..., ful@)-.-, konvergierend nach f(x). Wenn fiir
jedes n und jedes z in (a,b):

9(2) = fu(2) = h(2)

it und g(x) und h(x) iiber (a,b) I-integrierbar sind, so wird auch

L3
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Flx) dber (a,b) Lintegrierbar sein und es ist dann:

b b
) o f f@) do =lim f Ja(@)da '),

Beweis. Nach Satz 6 sind die nicht-negativen Funktionen
f.—g und h—g integrierbar nach Lebesgue. Da f,—g=<h -9
ist, wird auch f —g nach Lebesgue integrierbar sein und es ist:

10

[ @rr—gde=tim [ @©)—gds

a

Daraus folgt leicht die Gltigkeit von (D).
%) Vgl. Burkill, . c. ), 8. 278.

25. VI, 1932. -

Uber das allgemeine Denjoysche Integral.

Von

J. Ridder (Groningen).

§ 1. Eine Anderung in die Definitionen der Majoranten und
Minoranten machte es uns moglich die Perronsche Integraldefinition
derartig zu verallgemeinern daB sie aequivalent wurde mit der all-
gemeinen Denjoyschen Definition ). Die Lektfire einer Arbeit von
S. Saks?) zeigte uns wie sich fiir einige der von ihm (L. e)) fur
das spezielle Denjoysche Integral und ftir damit zusammenhingende
Funktionen bewiesenen Sitze auf einfache Weise ein Analogon beim
allgemeinen D-Integral finden 148t (siche im folgenden die Sttze
II—IV), wenn man nur die soeben genannten, verallgemeinerten
Majoranten und Minoranten benutzt und daneben, statt der von
Saks eingefithrten Eigenschaften (N+<), (N—=) und (N*)3). die unten
definierten Eigenschaften (NF*), (N7*) und (V).

§ 2. Definition 1. Eine Funktion F(x) gentigt in einem Inter-
vall (g, b) der Bedingung (7;) von Banach4), wenn die Menge
der Funktionswerte, welche in diesem Intervall nicht-abzihlbar un-
endlich oft angenommen werden, das Mag Null hat.

Definition 2. Eine Funktion F(x) geniigt in (a, b) der Bedin-
gung (N*°) von Saks3), wenn die Menge der Funktionswerte in
den Punkten von (a, b), wo die Ableitung existiert und - co wird,
das MaB Null hat. '

1) Sishe J. Ridder, Math. Ztschr. 34 (1931), §. 284—269.
3) Siche S, Saks, Fund. Math, 17 (1931). 8. 124—151.

3) Siehe S. Baks, loc. cit. 2), 8. 128. ‘

4) Biche 8, Banach, Fund, Math. 8 (1926), 8. 167.
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