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Cela étant, posons é)_]:;= F, %“G -Q—Z H, eLf,,(P)

=f(a, %, &, ¥, @&, 2). La fonction f, est définie dans la sphére S,,

du rayon %. Comme

n
af.
dx
on obtient sans peine:

limfff[a,,F(a,,z, Gy, @r2)— F(z,y, 2 dv=0
s

ot des relations analogues pour & et H qui expriment que f, tend
en moyenne carrée vers f dans S

D'aprés le théoréme du § 4. N° 1, il existe alors une suite
partielle { £, } et une suite de constantes {g,} telles que les fonctions
prolongées de f, —- ¢, tendent uniformément sur presque toute
ligne relative ., vers la fonction prolongée- de f et, il en est
d’analogue pour des droites relatives I, et /.

Or les valeurs de trois fonctions prolongées de f, g, ne con-
sidérées que dans S coincident avec les valeurs de cette fometion
sur la frontitre de S, si l'on la considére dans S, et, ces trois fone-
tions ne forment quune seule fonction définie presque partont sur
la frontiére de S. On en déduit que les trois fonetions ,frontiéres“
de f coincident aussi presque partout.

2. Si l'on se souvient du résultat obtenu & la fin du § 8. N0 1
on voit que:

Si f(P) est (BL) dans une sphére S, ses valeurs li-
mites et frontiéres représentent une fonction définie
presque partout sur la frontidre de S. Cette fonetion
est & carré sommable.

On peut aussi démontrer que:

Si f,(PYBf(P) dans une sphére D, il existe une
suite de constantes {a,} telle que les fonections dé-
finies par les valeurs limites et frontidres des f, ten-
dent en moyenne carrée sur la surface de S vers la
fonction obtenue de la méme manidre de f. Les con-

=qa,F(e,z, a,y, a,z), ete,

stantes a, sont celles, pour lesquelles f,4a, converge

en moyenne carrée vers f dans D.
Il serait intéressant d’examiner le cas du domaine général; il
ne semble pas étre trop difficile.

Sur une propriété des constituantes des ensembles
analytiques.

Par
Sophie Piccard (Neuchitel).

Soit {0, m, ...,y U0 Systéme déterminant donné, formé d’ensem-
bles quelconqnes et soit E le noyau de ce systéme, c'est-i-dire Pen-
semble

ot la sommation g'étend b toutes les suites infinies de nombres

naturels #n,, n,, n,,...
Posons, pour tout systéme fini de nombres naturels #,,7y,..., 7%

(1) 6?!:,&, By gy By, s B )

@ iy = By 2‘ E .

n=1

pour tout nombre ordinal a < Q, et

€) 8ming= e

Ka
pour tout nombre ordinal a de seconde espéce.

Posons ensuite

ot =l
® Te= 3 (.m0 hms)

(e, 2., Bg)
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la sommation dans (5) s'étendant & tous les systémes finis de nom--

bres naturels #,, fig,y..., 7.

Dans le vol. VIII de ce journal?) M. Sierpidski a démontré

la formule:
(6) E= 2(8“ — 7).
ac@
Le but de cette Note est de démontrer que les termes de la série
(6) forment une suite transfinie non décroissante, c'est-a-dire que

M Se— Te(C S8— T8 pour a<f<Q.
Lemme 1. On a :
(8) TECT* pour o<l <<

Démonstration, Admettons que le lemme I n'est pas vrai:
il existe donc deux nombres ordinaux < 2, a et §> a, tels que

T8 —T°340.

Soit z un élément de I'ensemble 78 — 7“: on a done

zeTP et xe T
Soit y le plus petit nombre ordinal, tel que zeZ7: on a done
Y|P et
) ) zeTE pour E<<y, et zel?.
D'aprés (5) on a
(10) 2eT?= 3 Bmimy— Oimsrmy)

RN .

et on conclut qu'il existe un systéme d’indices My, My, ..., mytel que
(1) P A
D’aprés (9) on a
(12) zeTi= 3 (Bhim.on,— th,.n) pour E<y.

(74, 723,00 t})

y+1

my, mg, ""”‘k'

. ©f .z€d

St y=mu-1, on a, daprés (11) et (2):

o0
+1 —
Te dznﬂlz,....mh - 6:3:., My, ey My 26;’.,,”;,. s Mgt

n=1

8 Fund, Math. t. VIII, p. 363.
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et il existe un indice wm, tel que

ZE€ d‘g'-b"sn--.nk,m 3
done, d’aprés 5 <y et (12) (pour §=1) aunssi

+1 —
T € 61:,4!!:.---.:-,,,:& = 0]

LI PRI P

ce qui donne, d’aprés (11) et d’aprés

o
»+1 —
61!:.!!1, e By T 62:'::!':: -y Flp 62’1:‘:,---:“1-3’

Rl

zedlt), . m, contrairement & (11).
Le nombre y est done de seconde espéce et on &, d’aprés (3):

(13) Brmny = rscns
i<y

et, en particulier, d’aprés (11):

(14) el m,...my, POUr EY.

Soit # un nombre ordinal donné <Cy. Daprés (12) et (14) (pour
£=p), on a (vu la formule (2)):

oQ
+1 P
xE 6ﬁx- g, ey Wy T 6£1, By, eey Fpy Zdﬁx. By, ey Mp, B

=]
et il existe un indice m,y,, tel que
(15) TE &,n,-...umﬂw .
Je dis que
(16) 2 € s g

En effet, si ce wétait pas le cas, il existerait, d'aprés (13), un plus
petit indice » <<y et >0, tel que

(17) ZE€ 61%1»&,--»”;."1.}.1 M
On aurait done
(18) T 6Oy my gy, POUE EY.

Les formules (3), (17) et (18) prouvent que » ne peut pas &tre un
nombre de seconde espdee: on a dome ¥ =7 -1 et daprés (18)
(pour E=1):

ZTE 6:&, ey "",".'HI
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ot 7 < » <7, done, daprés (12) (pour §=1):
1 —
X € 6/171?: ma, '“'"'k”"lz+1 - 6:!‘,mg. ""”‘k'”‘k-}—l 1

contrairement & (17).
On a donc la formule (16), d'od résulte, d’aprés (11) et (2), que

T €O g
contrairement & (11).
L'hypothése que le lemme I n’est pas vrai implique donc une
contradiction. Le lemme I est ainsi démontré.
Lemme II. On a
Se— 712 SF

quels que solent les nombres ordinaux a << Q e < Q.

Démonstration. Soit £eS*— 7%: on a done xeS* e,
daprés (4), il existe un indice m, tel que zed%. Je dis que z e df
quel que soit le nombre ordinal g <C Q.

De (2) et (3) résulte (par I'induction transfinie facile) que 0% 08
pour f<a: de zedj; résulte done que zed8 pour B ea. Soit
maintenant § un nombre ordinal > a et supposons qu'on a z € 6%,
pour & < B (ce qui est vrai pour B=a-}1). Si § est un nombre
de seconde espéce, il en résulte, d'aprés (3), que z e 8. 8i f=y+4-1,
on a, d'aprés notre hypothése, « ¢ 6%,. Or, de f=7vy-}1>a résulte
que y >, done, d'aprés le lemme I. 77 (C T* et, comme d’aprés
2eS8%— T on a zeT® on trouve, & plus forte raison, xe 7'7.
Or, d’aprés (5), 77 contient le terme &7, — @7+ ef, comme nous
savons, xed: de z& 77 résulte dome que zed?t!, clest-d-dire
(Qaprés =y - 1) que zedf.

La formule zed? est ainsi établie, par linduction transfinie,
pour tout nombre ordinal § < Q. D'aprés (4) il en résulte que
z e S# pour << Q. Le lemme II est ainsi démontré.

Ii est & remarquer que le lemme II résulte tout de suite des
formules (7) et (8) que M. Sierpirfski a démontrées dans le vol.
VIII des Fund. Math., p. 363.

Passons maintenant & la démonstration de la formule (7). Soient
done @ et f>¢a deux nombres ordinaux < Q et soit xe S — T
D’aprés le Jemme II on a done @ ¢ SP. Or, d’aprés le lemme I, on
a TP C T et de zeS*— T résulte que xe 7", done, & plus
forte raison, z & T%. On a done xeSF et £ T#, done zeS% — TP.
La formule (7) est ainsi établie.
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Comme une conséquence immédiate des formules (7) et (6) on
obtient que si la suile transfinie S*— T'* (@ <C Q) est stationnaire?),
il existe un indice p < Q, fel que E= 8¢ — T#,

Dans le cas ob le systéme déterminant {3, ,, .., .} est régulier
et formé de segments d'une droite, on pent démontrer que, pour que
la suite transfinie §% — 7'* (¢ <C Q) soit stationnaire, il faut et il snffit
quil existe un indice ¥ << 2, tel que 7*==0 pour » < a << Q.

En effet, si la snite transfinie S« — Ta (g < {2) est stationnaire, il existe un
indice u < (2, tel que E=S8e— Ta pour u < a< (2 et (le systéme déterminant
étant formé de segments d’mne droite) il en résulte que Pensemble E est mesn-
rable B. Dans ce cas il existe, comme on sait, un indice Z<{ (), tel que E=Su
pour A< a< Q. On a done pour 2t pu<a<<Q & la fois E=8%—T%* et
E=_38, ce qui donne (Q'aprés T« ({_ S2, ce qui résulte de la régularité du
systéme déterminant) 7% =0 pour i+ p < &< ). La condition est donc né-
censaire

Or, elle est évidemment suffisante, puisque, si Te¢==0 pour v La<{, on
a, daprds (7): 8* C 5= pour » < a < () ot, d'autre part, on a foujours 8y 7y 5%
pour » < & < (2: on a done Sa= 8% pour »  a < {2, donc aussi S= —Te=
= 8v — T» pour » < e < () (puisque T'¢=0 pour » < a < ).

Tl est encore 3 remarquer que la suite transfinie S%(a <)
peut &tre stationnaire sans que la suite transfinie T* << Q) le
soit ).

1) Une suite transfinie g (§ < () est dite (d'aprés M. Lusin) stationnaire,
#'il exists un indice A< 0, tel que s =y pour 2§ <O

3) Quant & la suite transfinie T%(a < (), il résulte sans peine de notre
lemme 1 ot dune formale de M. Sierpidski (Fund. Math. t. VIII, p. 365,
formule 14) que, i elle est stationnaire, il existe an indice » < (2, tel que 7% =10
pour » < a < 0. -
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