Remarque sur la dérivée symétrique ).
Par
Edward Szpilrajn (Varsovie).
M. Charzydski a démontré que I'ensemble D des points de

discontinuité d’une fonction réelle d'une variable réelle f(x) satis-
faisant partout & la condition

h=0

est clairsemé ?). D’aprés une remarque due 4 M. Wolibner une
telle fonction est constante sur le complémentaire de D 3).

Le but de cette note est de démontrer que D éfant un ensemble
clairsemé quelconque de mombres réels, il existe une fonction f(x) (réelle
d'une variable réelle), satisfaisant partout & la condition (0), continue
et nulle pour xeD et discontinue et positive pour x ¢ D.

Supposons donc un ensemble D clairsemé et désignons par D
(pour tout nombre ordinal §<C ) les cohérences (au sens de Can-
tor) de D¢). [En d’autres mots:

Dy==D
Dy= D, ,(D,;) pour tout § de I* espéce

D= ” D, pour tout & de II®r espice].
alé
Il existe donc un nombre ordinal y << 2 tel que D,=0 et
D=0 pour § < y. Par conséquent

D =2‘ (Dy— Dyys).

0<E<y

1).Présenté & la Société Polonaise de Mathématique (section de Varsovie),
le 13. X. 1933.

3) Sur les fonctions dont la dérivée symétrique est partout finie, ce tome, p, 214,

3) Cf. 1a note citée de M, Charzynhski, corollaire 2a,

) Cf. p. ex. Hausdorf{f: Mengenlehre, Berlin-Leipzig 1927, p. 166,
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Posons pour tout z & D:
Sfl@)=0
et pour tout ze D, — D,y (o 0CE < y):
flz) =e*(z, (Dg)) V)

« étant dans le second cas un point isolé de D, il n’appartient
pas & D; et I'ensemble D; étant fermé, on a f 2)> 0 pour tout
zeD.

Nous allons déme‘ntrer la proposition suivante:

(*) Pour tout z, réel il existe un nombre 6 > 0 tel que les re-
lations: 0 < |® — x,| < d ehtrainent:

<K f(m) << (@ — 2t

Cette proposition étant évidente pour tout zgeD, on doit la
démontrer 1° pour tout z,eD’' — D et 2° pour tout x, e D.

10 11 suffit de démontrer que {r,} étant une suite monotone de
points de D tendant vers x,¢ D' — D, on a f(x,) < (%, — z,)* pour #
suffisamment grands. Désignons par £, les nombres ordinaux tels
que z,e Dy — D, ;. Partageons maintenant la suite des nombres
naturels en deux suites N, et N; (I'un d’eux peut étre finie ou vide):
neN, lorsquil existe un nombre naturel m>>n tel que &,> £,;
dans le cas contraire # ¢ N,. .

Soit neNy; m>mn et §, >£,. On a done z, <, <z ou
bien x, < %p < %4y ot zne De CDg4a(C(Dg,). Par conséquent

0@y, (Dg,)) <<| % — 2|, Aol il vient:

(xn) < (xn - a:,,,)’ < ("cl - mo)z'

Supposons la suite N, finie ou vide. :
Il existe donc un nombre », tel que I'inégalite n > n, entraine
neN; et par conséquent:

Son) < (2 — o)

Supposons la suite N, infinie et soient k,, k,,..., ses termes. La
suite £, &,,..., est non-croissante; il existe donc un nombre #’ tel

1) a étant un nombre réel arbitraire et Z un ensemble de nombres réels, o (s, Z)
désigne 1a distance entre o et Z, c.-a-d. ]a borne inférieure des nombres |a — z|,
ot #eZ. Nous complétons cette définition, en posant g(a,Z)==1 dans le cas, ol
V'ensemble Z est vide,
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que §, ==§, , pour tout n>n" Par conséquent z, e ng”’ pour n >,
done x, € (Dg, ), dohr: '
@) =@, (D V)< (@, — ) pour n>n'.
On a done
fla) <(z,—ax)F pour  n >k,

2°. Supposons &y € Dy— Dyyy (ot 0<CE<Ty), dome xp¢ (D,). Par
conséquent il existe un nombre d>> 0 tel que pour tout e D les iné-
galités: O <|v—w=,|<d entrainent: xeDy—Dp,;, od § est un
nombre ordinal <(§, d’od (en vertu des inclusions: D, Dpyy C (Dy)):

o(z, (D)) < |z —a, ),
f(2) << (2 — a2

La proposition (*) se trouve ainsi démontrée.

Elle entraine la relation (0) pour tout z réel et la continuité de
la fonetion f(2) pour tout x&D.

done

Jozeféw, 18, VIII. 1933.

Sur certains invariants de l'opération (A).
Par,

Edward Szpilrajn (Varsovie).

1. Je démontre dans la note présente certains théordmes con-
cernant l'opération (A) et appartenant & la Théorie générale des
Ensembles 1). Du théoréme 1, ainsi que du corollaire 3, résultent,
comme des cas particuliers, les théordmes connus sur linvariance
de la mesurabilité (L)?) et de la propriété de Baire?) par rapport

‘a Popération (4).

9. K étant une classe arbitraire d’ensembles, je désigne par
N(K) la classe des ensembles dont tous les sous-ensembles appar-
tiennent & K. K étant une classe fixe (durant un certain raisonne-
ment), la classe N(K) sera désignée tout court par N.

Soient: R un espace euclidien & un nombre quelconque de dimensions-et P
un espace métrigue. Désignons par M la classe des sous-ensembles mesurables (L)
de R ot par B la classe des sous-ensembles do P qui jouissent de la propriété
de Baire (au sens large)4). 1l est évident que

1) Jai signalé le théoréme 1 dans ma communication O mierzalnoscs ¢ warunku
Baire'a, faite au I¢r Congrés des Mathématiciens des Pays Slaves (ef. C. R. de ce
Congrés, Varsovie 1930, p. 300) et le théoréme 2 dans 13 séance de la Boc. Pol.
de Mathématique, section de Varsovie, le 5. V. 1933.

1) démontré par MM. Lusin et Sierpidski: Sur quelques proprictée des
ensembles (4). Bull. Acad. Cracovie 1918. p. 35. ‘

3) démontré par M. 0. Nikodym: Sur une propriété de Uopération (4), Fund.
Math, 7 (1925), p..49. Cf. p. ex. C. Kuratowski: Topologie I, Monografje Ma-
tematyczne 3. Warszawa 1933, p. b6.

“) Un sous-ensemble E de l'espace P jouit de la propriété de Baire (au sens
large) lorsqu'il existe un emsemble ouvert G et deux ensembles K, et K, de, pre-
midre catégorié (dans P), tels que E=G—K, + K,. Of. p. ex. Kuratowski
1 c., p. 49.
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