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que §, ==§, , pour tout n>n" Par conséquent z, e ng”’ pour n >,
done x, € (Dg, ), dohr: '
@) =@, (D V)< (@, — ) pour n>n'.
On a done
fla) <(z,—ax)F pour  n >k,

2°. Supposons &y € Dy— Dyyy (ot 0<CE<Ty), dome xp¢ (D,). Par
conséquent il existe un nombre d>> 0 tel que pour tout e D les iné-
galités: O <|v—w=,|<d entrainent: xeDy—Dp,;, od § est un
nombre ordinal <(§, d’od (en vertu des inclusions: D, Dpyy C (Dy)):

o(z, (D)) < |z —a, ),
f(2) << (2 — a2

La proposition (*) se trouve ainsi démontrée.

Elle entraine la relation (0) pour tout z réel et la continuité de
la fonetion f(2) pour tout x&D.

done

Jozeféw, 18, VIII. 1933.

Sur certains invariants de l'opération (A).
Par,

Edward Szpilrajn (Varsovie).

1. Je démontre dans la note présente certains théordmes con-
cernant l'opération (A) et appartenant & la Théorie générale des
Ensembles 1). Du théoréme 1, ainsi que du corollaire 3, résultent,
comme des cas particuliers, les théordmes connus sur linvariance
de la mesurabilité (L)?) et de la propriété de Baire?) par rapport

‘a Popération (4).

9. K étant une classe arbitraire d’ensembles, je désigne par
N(K) la classe des ensembles dont tous les sous-ensembles appar-
tiennent & K. K étant une classe fixe (durant un certain raisonne-
ment), la classe N(K) sera désignée tout court par N.

Soient: R un espace euclidien & un nombre quelconque de dimensions-et P
un espace métrigue. Désignons par M la classe des sous-ensembles mesurables (L)
de R ot par B la classe des sous-ensembles do P qui jouissent de la propriété
de Baire (au sens large)4). 1l est évident que

1) Jai signalé le théoréme 1 dans ma communication O mierzalnoscs ¢ warunku
Baire'a, faite au I¢r Congrés des Mathématiciens des Pays Slaves (ef. C. R. de ce
Congrés, Varsovie 1930, p. 300) et le théoréme 2 dans 13 séance de la Boc. Pol.
de Mathématique, section de Varsovie, le 5. V. 1933.

1) démontré par MM. Lusin et Sierpidski: Sur quelques proprictée des
ensembles (4). Bull. Acad. Cracovie 1918. p. 35. ‘

3) démontré par M. 0. Nikodym: Sur une propriété de Uopération (4), Fund.
Math, 7 (1925), p..49. Cf. p. ex. C. Kuratowski: Topologie I, Monografje Ma-
tematyczne 3. Warszawa 1933, p. b6.

“) Un sous-ensemble E de l'espace P jouit de la propriété de Baire (au sens
large) lorsqu'il existe un emsemble ouvert G et deux ensembles K, et K, de, pre-
midre catégorié (dans P), tels que E=G—K, + K,. Of. p. ex. Kuratowski
1 c., p. 49.
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(i) fowt sous-ensemble de R, de meswre nulle, appartient & N(M);
@ii) tout sous-ensemble de P, de premidre catégorie, appartient a N(B).

{Remarquons incidemment qu’en supposant, I'espace P sdparable, complet ot
dense en soi, l'inversion de (ii) est aussi vraie. Cela résulte du fait qu'un tel espace
peut &tre décomposé en deux ensembles totalemsnt imparfaits ). p étant un point
isolé de P, l'ensemble (p) est un ensemble de deuxidme catégorie, appartenant
4 N(B). Par conséquent la densité en soi de I’espace P est une condition néces~
saire pour que N(B) coincide avec la classe des ensembles de premidre eatégorie
dans P. La question reste ouvorte si cela est une condition suffissante.

Liinversion de la proposition (i) est vraie et bien counnue3); d'ailleurs elle
résulte aussi du théoréme cité sur la décomposition de I'espace en denx ensembles
totalement imparfaits.]

L

3. Cousidérons une classe K d’ensembles contenus dans un espace
arbitraire 1. Supposons les conditions suivantes satisfaites:

1° 8i K,eK pour n=1, 2,...,0n a EK,,GK.

n=1
2° Si KeK, on a 1 — KeK.
3% Chaque ensemble E (C 1 est contenu dans un ensemble K ¢ K
tel que la condition EC MeK entraine: K — M ¢ N(K).

La classe des sous-ensembles mesurables (L) d'un espaee euclidien & un nombre
quelconque de dimensions satisfait dvidemment anx conditions 1° et 2°. Elle remplit
aussi la condition 8°: cela résulte du fait que chaque ensemble B est contenu dane
un ensemble H qui est un Gy tel que mes,E = mes H ot de la proposition (1)

La classe des ensembles (sous-ensembles d'un espace wétrique) possédant la

propricté de Baire (an sens large) satisfait de mémes nux conditions 19, 2° ot 8°.
La condition 3° résulte de la proposition (ii) et du théoréme suivant: Chaque en-
semble E est contenu dans un ensemble K qut est un F, tel que B dtant un
ensemble jouissant de la propriété de Baire et contenant E, la différence K — B
est de premiére cotégorie 3).

4. Théoréme 1. Chaque classe K satisfaisant aux conditions 1°,2°
et 3° est un invariant de Popération (4).

Y Of. p.ox. H Hahn: Reelle Funktionen. L. Punktfunktionen, Leipzig 1983,
p. 140, :

3) Cf. p. ex, C.Carathdodory: Vorlesungen itber reelle Funktionen. Leipuig-
Berlin 1927, p. 354.

%) Voir ma communication citée, p. 299. Cf. aussi Karatowski I c., p. b3,
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Démonstration?) Soit

1) 2= [ bn....,

RNy, ... kel
(la sommation e'étendant sur toutes snites infinies #,, 7,,... de
nombres naturels), les ensembles E, appartenant & K.

gy vty

Ii résulte de 1° et 2° que le produit d’une suite d’ensembles
appartenant & K appartient & K. Par conséquent, en remplagant au
besoin B, ,, ..., P2t Eu-E, ..o B, ., ., on peut supposer que

(2) E"l~"l-"-"’l¢"‘k+1 CEnl,u....,nk

pour tout systéme d'indices ny, ny,..., %4 ‘
Posons pour tout systéme m,, m,,..., m, (aussi pour ,le systéme
vide“):

®) A XY | L S—"
ny,ny,.., k=l
(On a done Z,,p,..,n,=E pour 1=0).
En vertu de (2) on a toujours:
(*) Zn;,ua,m,uk C En.,n,,m,u‘
et (méme pour = 0):
(5) Zm.m......m,::sz.,m...,m,,n
\ nemt

Il résulte de 3° qu’il.existe un ensemble K tel que

(6) KeK
() KD E
(8) i MeK et MDE ona K—MeN

Tous les ensembles Z,,,, .., appartenant i K, il existe pour tout
systéme non vide d’indices un ensemble K, .,..x, tel que

(6&) Ka.,»g,...,nk € K

1) La démonstration n’est qu'une transposition de la démonstration citée de
MM, Lusin et Sierpifski. :
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(7 a') . En, Bayeenr iy D Kn,,ng,‘.,.,nh D Zn.,n,,...'nk
(8a) si MeK et MDZ,, ., 08 K ..—MeN

g

D’aprés (7a), (), (6a) et 19, on a

Zmory C Y Kuummn €K
done ! .
Enpeins— Zingmosty D Kooy = ) By
ot d'aprés (8a): . "
® Ering = 3 Koy
Mmet

11 résulte de (6), (7) et (8) que cette rélation est vraie aussi..pour k=0.
En tenant compte de l'inclusion:

—-2” .. ""CZ( R 2 Hafi: '”“)

My ... k==l ny,ny, =]

(la sommation _}J gétendant & tous les systémes finis d'indices, le -

Ry, R
systéme vide y mclu) et de la relation (9), nous obtenons: K — EeN

En vertu de (6), on a done
E=K—(K—E)eK e. q. f d

IL.

b. Soit {E,,M,‘_,,,,.} un systdme détermirant d'ensembles et E son
noyau:

Posons, d’aprés M. Sierpinski,

10 nl
'E"l ny, .0 ;l'g ’Enl,ne,‘..,u*

o

a+1 —= fi'« 2
E'lx Ay ey = En‘.ng....,nk : En“,,m,,....ltk.m

me=]

") Cf. Kuratowski 1. ¢, p. 6.

icm

Invariunts de opération (4) 233

pour tout nombre ordinal o < Q. et

n,,n ..... 1y _‘”‘B‘n, ny, ..

i<a

pour tout nombre ordinal o de seconde espéce et < 2. On a done

(10) E,.,.. nkD Eeu.n-a.--.n,‘ pour a < 8.

Posons ensuite

(11) S« =2m‘ Eg

(12) Tﬂ -2 ( Agp Py, e - ‘E"Tti ‘)

(13) B =S¢ T@

(la sommation =X s'étendant i tous les systdmes finis non vides
LT AR Y

d’indices).
M. Sierpifiski a démontré !) que

14 E =2‘ Be

a<Q

(15) E= ]] Se.

alf

Les ensembles B> s'appellent constituantes de Uensemble E par
rapport au systéme délerminant {E,,b,,w,,,k}. '

6. Supposons & présent qu'une classe K de sous-ensembles d'un
espace arbitraire 1 satisfait aux conditions 1° et 2° (du p. 230) et
4 la condition suivante:

3'. Chaque classe d’ensembles disjoints appartenant & K — N (K) est
au plus dénombrable.

) W. Sierpinski: Zarys teorji mnogosei 11. Topologja ogdina, Warszawa
1928; pp. 210 et 213, ou bier Sur une propriéié des ensembles (A), Fund. Math, 8
(1926), p. 863.
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La classe des snsembles mesurables (L) satisfait évidemment 4 cette condition,
On démontre aisément que la classe des gous-engembles d'un espace métrique sé-
parable qui jouissent de la propriété de Baire remplit de méme la condition 8.
(11 existe des espaces métriques, non séparables dans lesquels cela n'est pas vrai)

9. Théoréme 2. Prémisses: Soit

=) ]7 E,,

nyny... k=l

ot les ensembles E,,,, ..., appartiennent & une classe K satisfaisant
aux conditions 1° 2° et 3'. Soient B% les constituantes de K par rap-
port au syséme {E,., .5 Thése Il existe un nombre ordinal
u< Q tel que (B — B*)eN(K). ")

Démonstration. Il résulte de nos prémisses et de la défini-
tion des constituantes B* qu'elles appartiennent & K. Par conséquent,
en vertu de (10)%) et 3’, il existe pour tout systéme 7y, 7,,..., .
un nombre ordinal 1 <C Q tel que '

A A
Em,ng,.... ng T En., Ry ny

eN pour 4> 4.

L'ensemble des systémes finis d’indices étant dénombrable, il
existe un nombre ordinal u < @ tel que

o
Erﬁ,mb...,nk - E::;.u,,...,n,, € N Pour v > u

quel que soit le systéme u,, #y,.... n;. Il résulte donc de (12) que
T#eN et comme, d’autre part, d'apres (14) et (15):

. Sk — v C E C S")
nous obtenons: (E — B#)eN, e. q. f. d.

Vu que les constituantes de £ appartiennent & K, le théordme 2
entraine le '

Corollaire 3, Chaque classe K satisfaisant aux conditions 1°, 2°
et 3’ est un invariant de lopération (A).

1) C'est une généralisation des théorémes dus aux MM. E. Sélivanowski
(Sur les constituantes des ensembles analytiques, Fund. Math. 21 (1933), p. 20)
et W. Bierpifinki (Sur les constituantes des ensembles analytiques, Fond.
Math. 2 (1938), p. 29), concernant la mesurabilité (L) et la propriété de Baire, Ma
démonstration n'est qu'nne transposition de la démonstration de M. Bierpinski,
(. e, p. 31).

1%) Nous conservons les motations du numéro précedent: B s . 8 e,
. 19 5 Feony:
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8. Remarquons que le corollaire 3 peut &tre démontré d'une autre fagon:
celui-ci résulte notamment du théoréme 1 et de la proposition suivante:

(P) Chague classe K densembles satisfaisant aux conditions 1° 2° et 3/, rem-
plit la condition 3°.

Démonstration. Supposons donc gu'une classe K de sous-ensembles de 1
satisfait aux conditious 1° 2° 3/ et soit B (C 1. Soit

*) "M, M, M,,... My..... ou £<y< @,

une suits satarée d’ensembles disjoints, contenus dans 1 — E et appartenant & K— N
(8'il existe un an moins ensemble K disjoint de E et appartenant & K — N, cette
suite n'est pas vide.) Désignons pur M le complémentaire de la somme de lasuite (¥).
Cette suite étant dénombrable d'aprés 3/, M appartient a K.

Soit & présent L un ensemble tel que L ™) E et LeK. L'ensemble M — L
appartient & K, est disjoint de E et de chaque ensemble de la suite (*) — done
M — LeN. Par conséquent, la classe K satisfait 4 la condition 3°

La proposition (P) est ainsi démontrée,

L'inversion de la proposition (P) n'est pas vraie, car — comme nous avons
remarqué plus haut — il existe des espaces dans lesquels lu classe des ensembles
qui jouissent de la propriété de Baire ne satisfait pas & la condition 8’ (tandis
qu'elle satisfait sux conditions 1°, 2° et 8°).
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