Sur certaines singularités des fonctions analytiques
uniformes.

Par
St. Kierst et E. Szpilrajn (Varsovie).

Introduction.

Comme on sait, il existe des théorémes qui permettent de prou-
ver que parmi les fonctions holomorphes dans le cercle-unité U celles

qui sont prolongeables au dela de U constituent une classe moins

vaste que les fonctions non prolongeables.

~Un théoréme de ce type a été obtenu par M. Pélya?) qui a
traité la classe des fonetions holomorphes dans U comme un certain
espace (ajoutons: d’'une nature assez particulidre) et qui a démontré
que celles parmi ces fonetions qui peuvent &tre prolongées consti-
tuent dans cet espace un ensemble non dense.

Or, la classe des fonctions holomorphes dans U peut étre traitée
comme un espace (L) de M. Fréchet et ceci d'une fagon tout-a-fait
naturelle: on considére une suite f, comme convergente vers S lors-
quelle tend vers f uniformément sur tout cercle Jz|<<ry o 0 r < 1.
Désignons cet espace par &% M. Fréchet a demontré dans sa
Thése que Pespace J¢ est métrisable d'une fagon compléte 2).

Il résulte du théoréme bien connu de Runge que les poly-
nomes (done, & plus forte raison, les fonctions prolongeables au dela
de U) constituent un ensemble dense dans & Or, M. Mazurkie-
wicz a posé le probléme d'examiner la catégorie (au sens de Baire)

') Pélya [1] (voir la liste des ouvrages cités).
%) Fréchet [1], pp. 46 ot 47.
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de lensemble des fonctions non prolongeables et il a démontrs
cot ensemble est résiduel dans o).

Nous considérons dans la note présente quelques autres singuls-
rités et nous obtenons des résultats analogues?). Le théoréme de
M. Mazurkiewicz est une conséquence immédiate de nos théo.
rémes 4-1. ' :

Dans le livre de M. Bieberbach %) on trouve 'exemple (con-
struit au moyen du théoréme de Runge) d'une fonetion f(2) holo-
morphe dans U qui possdde la propriété suivante: lim f(re®) nexiste
pour aucun ¢ (0 <3 <C27s). Remarquons dabord qu'en modifiant
un peu la construction ¢), on arrive & une singularité plus forte. On
obtient notamment une fonction qui iransforme tout rayon de U en
un ensemble dense dans tout le plan. Cette propriété est le premier
objet de nos considérations. _

~ Nous nous occupons ensuite d’une autre singularité, en considé-
rant des fonctions qui premnent foute valeur complexe dams tout sec-
teur de U.

En nous appuyant sur le théoréme de Runge (qui est appliqué
aussi dans la construction de M. Bieberbach), nous démontrons
que les fonctions possédant ces deun singularités constituent un ensemble
résiduel dans It (41).

Aprés avoir obtenu ces résultats, nous nous sommes occupés des
problémes analogues pour les fonctions entidres (griice aux remarques
de M. Lindenbaum) et pour les fonctions méromorphes dans le
plan (d’aprés les indications de M. Saks). Dans ce qui suit Fordre
des considérations est changé: nous traitons d’abord en détail les
fonctions entidres et passons aux derniers paragraphes aux fonetions
holomorphes dans U et méromorphes dans tout le plan.

Il existe certains rapports entre nos résultats et les recherches
de divers auteurs concernant pour la plupart les fonctions entidres.

que

1) Ce répultat a 6t précédé par un autre, dil & Mme Swigtochowska-
Zukowska, qui a démontré, en suivant les idées de M. Mazurkiewics, que
les fonctions non‘]irolongeable constitnent un ensemble résiduel dans l’upn(':e des
fonctions holomorphes dans U, uniformément bornées. Les résultgts de M=e Swig-
tochowska-Zukowska et d¢ M. Mazurkiewicz n'ont pas été publiés,

1) Les résultats contenus dans cette note ont été signalés (sans demonstrations)
dans les C R. 196 (1933), p. 1453, séance du 15 mai 1933

%) Bieberbach [1]. pp. 1562—165.

4) 11 suffit do remplacer la snite 0,1,0,1,... par une suite de nombres com-
plexes, dense dans le plan,
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M. Borel suggére dans les C. R.?) une idée suivante:

.Considérons, pour simplifier, une fonction entiére Z = F(2) et supposons que
la variable z s'éloigne & l'infini snivant un chemin non singulier, une ligne droite
pour fixer les idées; le point Z déerira une certsine courbe: on doit regarder,
comme étant le cas général, le cus olt cette courbe remplit tout le plan, e.-a-d,
passe une infinité de fois anssi prés qu'on veut de tout point du plan“.

Or, les résultats du § 2 (en particulier 24 et 2) peuvent &tre
considérés comme précisant cette opinion de M. Borel.

Les résultats du § 3 sont liés avec certains ouvrages concernant
des problémes qui se rattachent au théoréme de Picard. On con-
sidére parfois dans ces ouvrages diverses directions singulidres. Un
nombre 0<C% < 2n s'appelle une direction (P) (de Picard)?)
d’une fonction entidre lorsque dans tout secteur ¢ —e<arge <&+ ¢
cette fonction prend toute valeur complexe une infinité de fois sauf
une valeur exceptionelle au plus. Les fonctions pour lesquelles toute
direction est une direction (P) ont £té étudides par certains auteurs ?),
Or, appelons un nombre 0<C$ <<27n une direction (P*) de f(2)
lorsgu'elle prend dans chaque secteur & — & < arg 2 <& -+ & toute
valeur complexe (sans exception) une infinité de fois. Il résulte de
nos théorémes du § 3 (en particulier de 3-5) que les fonctions pour
lesquelles chaque direction est une direction (P*) constituent un ensemble
résiduel dans lespace des fonctions entidres.

Drailleurs nous obtenons des résultats analogues, en examinant
certaines singularités plus fortes. Nous considérons notamment (en
suivant la ligne des recherches de certains auteurs — cf. p. ex.
Biernacki [1], p. 545) les équations f(2) — (2) =0, ot »(z) est
une fonction rationelle arbitraire, au lieu de f(2) —a = 0. De plus
nous ne nous bornons pas aux secteurs et nous considérons une
famille d’ensembles beaucoup plus vaste.

Remarquons encore que 'un de nos résultats (3-7) est lié -avee
une question posée par M. Bloch.

Au §5 nous examinons les fonctions méromorphes. Il est elair
que dans ce champ on peut obtenir des singularités plus fortes que

1) Borel [1].

) d’aprés la terminologie de M Valiron. On appelle aussi ces directions
ydirections (J)* (de Juliaz). En accord avee M. Valiron, nous résérvons ici
cette dernidre dénomination & une antre notion (cf. 37).

!) Cf. P6lya [2], pp. 632 et 627, Biernacki [1], p. 576.
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dans les champs précédents. La propriété énoncée dans le numéro 52
est déja connue: c’est M.Gross qui a construit une fonetion possédant
cette singularité,

Tous nos résultats principaux sont de type suivant: les fonctions
possédant certaine propriété constituent dans un espace fonctionnel
uvn ensemble résiduel. Vu 1° que tout sous-ensemble résiduel d’un
espace métrique complet est non vide (0'1), 2° que les espaces consi-

dérés sont métrisables d'une fagon compléte (0-6) — nos théordmes

donnent a fortiori les démonstralions de Vexistence des fonctions jpossé-

dant les singularités en question.

4

Ajoutons que le passage de nos dé tions aux constr particuliéres
ne présente que des difficultés purement techniques. Néanmoins, il parsit intéressant
de donner d’une fagon tout-i-fait explicite (p. ex. par des cosfficients de série de
Taylor) des exemples des fonctions possédant des propriétes considérées dans cette
note. Nous devons 4 M. Zygmund un tel exemplp d’'une fonciion pour laguelle
toute direction est une direction (P*) (3.6). Le probléme de trouver des exemples
aﬁalogues pour des autres singularités reste ouvert.

11 est enfin & remarquer que dans chacun des espaces envisagés les fonctions
qui possédent toutes les singularités consldérées 4 la fois constituent de méme un
ensemble résiduel, car le produit dun nombre fini (ou dénombrabls) d’ensembles’
résiduels est aussi un ensemble résiduel.

Termes, notations et remarques préliminaires.

01 Espaces (L) et espaces métriques. Nous supposons ces motions?) connues
au lecteur, . '

E 6tant un espace (L), on dit qu'il est métriseble lorsqu'on peut éiablir une
métrique dans E telle que la convergence selon cette méirique -et la convergence
primitive dans E soient équivalentes. - )

(@,y) désignant la distance entre deux élements = et y d'an espace métrique
M, on dit que cet espace est complet lorsque pour toute suite @, d'éléments de

M, la relation lim (Zm, %s) =0 (la condition de Cauchy) entraine la convergence
m,nm=o0
da mn. - ,_ s
E étant un espace (L), un sous-ensemble Z de E est dit résiduel (dans E)

lorsqu'il contient un ensemble qui est un’ produit d'une infinité déno:flbrabla d'erf~
sembles ouverts, denses dans E (ou bien: lorsque E—Z est de premiére catégorie
de Baire] dans E). ‘
e 5‘;1: ensemble clutenant Ln ensemble résiduel, de méme qu'un produit d'une
infinité dénombrable d’ensembles résiduels — sont der ensembles résiduels. Un sous
ensemble résiduel d'un espace métrique complet non-vide (et, par conséquent, d‘.un
"espace (L) nen-vide, métrisable d'une fagon complite) est un ensemble mon-vide

(et partout dense)l).

1) Cf. p. ex. Hausdorff [1], pp- 94 ot 142.
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0'2. Ensembles plans. E, et B, étant deux ensembles plans, o(F,, F,) désigne
sa distauce, c.-h-d. la borne inférieure des mombres |z, —z,| pour 2, ek, 2,e B,

CE désigne le complémentaire de V'ensemble E.

Chaque ensemble ouvert et connexe s'sppelle domaine; sa fermeture—domaine
Jermé Un ensemble E divise le plan lorsque CE n'est pas connexe. Cet ensemble
divise le plan entre x ef y, lorsque et y appartiennent 4 deux composants dif-
férents de CE.

Le cercle-unité 2| <1 sera désigné par U. Un sous-ensemble B de U
Sapproche indéfiniment de la frontidre de U, lorsqu'il existe an moins un point
d'sccumulation de [, appartenant i la frontiére de U.

Une image homéomorphe d'une demi-droite, s'appelle rayon topologique. Un
rayon topologique situé sur le plan resp. dans U tend rers Vinfini, resp. vers la
Srontiére de U, lorsqu'il est fermé, resp. fermé dans U.

Une suite E, d'ensembles plans tend vers Vinfini lorsque pour, tout nombre

# >0 tous les ensembles K, pour » suffisamment grands sont contenus dans le
domaine |z|> 7,

03. Fonctions. Boit f(x) une fonction définie sur un ensemble X. Pour ECX

on désigne par f(E) I’ensemble de tous les f{x) pour x € EB.

f(2) étant une fonction complexe défiuie pour tout z complexe, resp. pour °

tout ze U, on dit qu'un nombre complexe ¢ ifini on nou) est une valeur asympto-
tigue de f(2), lorsqu'il existe un rayon topologique tendant vers linfini, resp. vers
la frontitre de U, sur lequel f(z) tend vers a.

Z étant un ensemble plan, on dit qu'une fonction complexe f(2) est holo-
morphe sur Z lorsqu'elle peut étre prolongée sur nn ensemble ouvert G Z, en
formant une fonction holomorphe dans &.

¢(x) étant une fonetion rdelle, Max @(x) désigne la borne supérieure de
p(z) sur X. rex

0-4. Convergence uniforme des fonctions méromorphes. Pour deux nombres
complexes z,, 2, finis ou non |z,,2,] désigne Ia distance sphérique des projec-
tons stéréographiques de.z, et 2, sur une sphére fixe,

Une suite m, () de fonctions méromorphes est dite uniformément convergente
vers mi(z), sur un ensemble K lorsquil existe pour tout 7> () un nombre N tel
qu'on ait [m,(2), mie)[ <7y pour tout n> N et z¢ E).

Cette notion de la convergence uniforme est compatible avec la notion de la
convergence uniforme des fonctions holomorphes, Si une sunite de fonctions méro-
morphes m,(z) tend uniformément vers wne fonction méromorphe m(2) qui n'a
pas de pdles sur un ensemble F' formé et borné, alors M, (z) ne possédent pas de
poles sur F pour n suffisamment grands et elles convergent vers m(2) uniformé-
ment sur }' dans le sens ordinaire. Inversement: une suite do fometions holo-
worphes uniformément convergente (sur E) sers aussi uniformément convergents,
#i I'on considére ces fonctions comme méromorphes,

8i une suite m, (2} de fonctions méromorphes tend uniformément vers m(z)

*) Voir p. ex. Hausdorff {1], p. 142; Hahn {1], p. 134,
*) Cf. Ostrowski {1], p. 232.
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1 tend uniformément - vera i (sur E). Ensuite, si deux suites
2) m(2)

de fonctions méromorphes ;(2) et m,(2) tendent uniformément vers M (2) et
m(2) (sur E) et si, en outre, M(2) est finie dans les points olt m(z) s'annule et
vice versa — slors la suite M,(2) m,(2) tend uniformément vers M(2)-m(z)-

(sur E)1).

(sur E), alors p

0'5. Approxzimation. Citons les théorémes sur l'approximation des fonctions
holomori:hea ot méromorphes par les polyndémes et les fonetions rationnelles:

Théoréme de Runge: Pour toute fonction f(2) holomorphe dans un ensemble
ouvert G ne divisant pas le plas, il existe une suite de polyndmes qui tend vers
f(z) uniformément sor tout sous-ensemble fermé de G. .

Théoréme: Pour toute fonction f(2) méromorphe dans un emsemble ouvert &,
il existe une suite de fonctions rationnelles qui tend vers f(z) uniformément sur
tout sous-ensemble fermé de G.

0'6. Espaces fonctionnels. Désignons par @ la classe des fonctions entiéres,
par ¥ celle des fonctions holomorphes dans U, par @7 celle des fonctions méro-
morphes dans tout le plan. Nous traiterons ces classes comme espaces (L): une

i
suite f, sera considérée convergente vers f (en symboles: f, Iy f) lorsque f,(z‘)
tend vers f(z) uniformément sur tout cercle, resp. sur tout cercle |2] <7 (ot

0L r ). ) ]
< Lef espaces @, o et P sont métrisables d'une fagon compléte (ils sont aussi

séparables, ce qui pour nous n'est pas essentiel). Posons pour tout nombre a >0
. __ a .
= q Ta
Voici les déBnitions correspondantes de la distance 2):

(911 92) =Z21— Max |g3(2) —ga(2)l*

n=1

bl = Y Max @) — (9] *
nel

l2lsl—¢

=

(o, my = Y Max |y (2), ma(e)]

el
07. Lemme. Prémisses: Soient: D un domaine bomvé, dont la fron!:iérv
est une (;ourbe gimple fermée rectifiable F, f(2) et g(z) fonctions holomorphes sur
D F. Supposons que f(F) est la frontitre de f(D) et' que
O] [flz) —9(z)| <z pour zek,

olt & est un nombre positif fixe.

1) Cf. Ostrowski (1], p. 226 45, Aot o
3 Of. Fréchet [2], p. 87 et [1] p. 45. A_']Ou.ns q .
) spaces fEm::tionnels peut étre généralisée. On peut énoncer sur .ce

c;tte méthode de mé-

trisation des e
sujet certains théorémes généraux,
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Thése: La fonction g{z) prend dana D toute valeur u telle que o(Cf(D), (#))>e,
Démonstration. On a par I’hypothése

@ e(CFD), () >e.
Posons
pR)=f(z)—u
(=) =g(2) —fl2).

La relation (2) entraine |p(z]|>># pour zeF; d'autre part |plz)| < & d’aprés (1).

La fonction @(z) possdde un zéro au moins dans D, donc la fonetion ¢(2)-
~+i2) = g(2) — u y possdde de méme un zére an moins, en vertu du théordme
de Rouché

§ 1. Fonctions entiéres: Lemme fondamental.

1'1. Lemme. g,(z) étant une suite arbitraire de fonctions
entidres et z, une suite de nombres complexes, les relations g, 3 g,
et z, —> 2, entrainent g,(z,) —> go(%,)- .

Démonstration. Les fonctions g,(2) tendent vers gy(2) uni-
formément sur la suite z,. Par conséquent,  étant un nombre posi-
tif quelconque, on a

19:(2) — go(23)] <% powr k=12... e n>N.
On a d’autre part

|g0(a) — 90(e0)| <3 pour k> M,
done ,
|9x(2) — go(20)] <<m pour n>Max{(N,HM).

12. Lemyme, Prémisses: Soient: F' un ensemble plan fermé
et borné, f,(z) une fonction complexe continue sur ¥, & un nombre
positif.

These: La classe §° des fonctions entiéres g(z) telles que
[fol®) —g(@)| <& pour tout zeF

constitue un ensemble ouvert dans §.
Démonstration. Supposons g,3 g, et g,€9, pour n=1,2...
11 existe done une suite z, telle qu'on a toujours z, e F' et

[fol2a) — galza)| = .

Soit 2, une suite partielle convergente vers un point 2, e F.
La fonetion f,(z) étant continue sur F, on a — en vertu de 11 —
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/o (20) — go(20)| = &
et par conséquent g,e §°

13. Lemme fondamenial'). Prémisses: Soient: G, une
sulte tendant vers Uinfini d'ensembles ouverts bornés, domt aucun ne
divise le plan; F, une suite de sous-ensembles fermés de G,; §i0)

une fonction holomorphe dans 3 G,- Soit enfin §* la classe de fone-
R}

tions entiéres définie comme il suit: ge§* lorsqu'il exziste une suite
croissante j, de nombres naturels telle qu'on a

' 1
|_q(z)~—f(z)|<‘7—. pour tout zeF, e n=12...

Theése: 9* est un ensemble résiduel dans 8.

Démonstration. Désignons par &, la classe des fonctions
entidres telles que

1
l9(2) —f@)| < pour zek,
et posons

g = § g,.
e
En vertu de 12 les ensembles §,, donc aussi §¢), sont ouverts,
Comme on a
Ry s )
J=1
il suffit de démontrer que les ensembles §¢> sont denses dans G.
Soit done g(z) une fonction entidre et j un nombre naturel.
k étant un nombre naturel quelconque, il existe un nombre
n, tel que tous les ensembles G, pour n=>mn, sont contenus dans
le domaine |2| > & -+ 1. Posons encore I = Max (n;, 7)- L’ensemble
composé de G, et du cercle |2| <k+§ ne divise pas le plan,
done, en vertu du théordme de Runge, il existe un polynome
px (2) tel qu'on ait en méme temps

1
@) [pa(2) — 9(2)| < = pour 12| <<k

1) Pour nos démonstrations ce lemme joue & peu prés un tel r8le qn'n'n
théordme énoncé par M Ostrowski ([2], p. 65) pour les constructions parti-
ouliéres, :
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ot

® @) — /@) < pour zeF,.
k

La relation (2) entratne: p,e 9 et la relation (1) (pour k==1,2...):
P39

§ 2. Fonetions entiéres: Fonetions qui transforment toute
demi-droite en un ensemble dense dans le plan,

21 Définitions. Nous désignons par B, les domaines fermés
contenus respectivement dans les couronnes n < |2} <n -1 et de
la forme montrée sur la figure.

8'(z,) sera une classe de fonctions entidres définie comme il

suit: gegi(z,) g'il existe une suite croissante k, de nombres naturels
telle qu'on ait

1
|9(z)"—’~’ol<7 pour z2eB, o n=12...

Q‘.désignem la classe des fonctions entiéres g(z) satisfaisant i la
condition suivante: z, étant une suite de nombres complexes telle
que z,eB,(n=1,2..)), la suite g(z,) est dense dans le plan.
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La classe des ensembles plans, dont chacun est a) connexe,
b) non borné, c) disjoint d'une demi-droite arbitraire — sera désignée
par P. (Cette classe contient done chaque demi-droite).

La classe des fonctions entiéres qui transforment tout ensemble
appartenant & P en un ensemble dense dans le plan, sera désignée
par 8™

22 Théoréme. 8§ est un ensemble résiduel dans 8.

Démonstration. En vertu du 1'3 I'ensemble §%(z,) est rési-
duel dans & pour tout 2z, complexé. Soit 1, une suite de nombres
complexes dense dans le plan. Notre théoréme résulte immédiate-
ment de l'inclusion suivante:

: 23! ﬁ 8*(o,).

nel -
2-3. Lemme. La relation P¢P entralne PB,==0 pour n>N.

Démonstration. Comme PeP, il existe une demi-droite D,
disjointe de P. Soit N un nombre naturel tel que

N> Max [o(F, (0)), ¢(D, (O)]

Supposons n > N. Lensemble B, D divise le plan entre tous
les points & et & tels que |§|<n<n+41<|§] (comparer la
figure).

L’ensemble P contient des tels couples de points, il est connexe
et il est disjoint de D; par conséquent PB,==0.

2-4. Théoréme. 9 est un ensemble résiduel dans 8.

Démonstration. Cela résulte de 22 et de l'inclusion §° )&
que nous allons démontrer. Supposons done ge§™ Il existe done
un ensemble PeP tel que g(P) nest pas dense dans le plan. En
vertu de 23, il existe N tel quon ait PB,==0 pour > N. Dési-
gnons done par z, pour »>> N un point arbitraire de PB, et pour
#<CN un point arbitraire de- B,. La suite g(z,) n'étant pas dense
dans le plan, ge §".

2:5. On peut demander si le théoréme 24 reste vrai quand on
rejette la condition ¢) de la définition de la classe P. Or, la réponse
est négative, D'aprés le théoréme de MM. Iversen et Gross?)

1) Voir Iversen (1], p. 23; Gross [1], p. 10. Of. aussi Bieberbach [1],
p. 286.
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toute fonetion entiére a linfini comme une valeur asymptotique.
Par conséquent il existe pour toute fomction entidre g(z) wun rayon
topologique T tel que VPensemble g(T) est non dense dans le plan.

§ 3. Fonctions entidres: Fonctions qui prennent toute valeur
complexe dans chaque secteur du plan.

3'1. Définitions. Posons

g(”':) =neriy
pour n=1,2,... et m=1,2,... 2%

Le cercle [z — 72 < 51; sera désigné par K&

& étant une famille arbitraire de fonctions complexes dont cha-
cune est définie & I'extérieur d'un cercle, nous définissons la classe
(&) comme il suit: ge § (&) §'il existe pour toute fonetion y(z)=
= ¢(2) — @(2) (ol @) une suite croissante /, de nombres naturels
telle que l'ensemble 1 (K{#) contienne le cercle |z|<I, pour
n=1,2,.. et m=12,... 2%

Soit R la classe d’ensembles plans définie comme il suit:
ReR, #il existe un sous-ensemble S de R, connexe, non borné
et tel que ¢ (S, CR) > 0 (La classe R contient done tous les secteurs
du plan).

La classe des fonctions entitres g(z) telles que I'équation
g(2) — @(2) =0 possdde une infinité de racines dans tout ensemble
R &R, pour toute fonction pe& — séra désignée par Gy (F).

Convenons de dire quune famille de fonctions & satisfait & la
condition (b), si toutes les fonctions de cette famille sont définies
et holomorphes & l'extérieur d’un certain cercle et lorsque cette
famille est uniformément bornée & Pintérieur de chaque cercle. Nous
dirons qu'une famille qui est somme d’une infinité dénombrable de
familles satisfaisant & la condition (b) — satisfait 2 la condition (5%).

3-2. Théoréme. & étant une famille satisfaisant & la condition (b¥),
G(&) est un ensemble résiduel dans 8.

Démonstration, En vertn de I'égalité évidente:

a( > %)= 115

na=l

on peut supposer que & satisfait & la condition (5).
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Supposons done que toutes les fonctions de la famille & sont
holomorphes dans le domaine |2|>> r, et qu'il existe pour tout > r,
un nombre M(r) tel qu'on ait pour toute fonction @e&

(1) lp@)| < M(r) pour r,<|2| <7
Posons ,
fe)=[n+14+Mn41)]-2%(z —579) pour 2eKi n=1,2,...;
m=1,3,... 2
et

2"
v
E"= JEP.
m=l

En vertu de 13, ensemble §* des fonctions ge§ pour lesquelles
il existe une suite croissante [, de nombres naturels tel que

(2) | f(2) —g(2l| <l—1 pour ze KU

— est résiduel dans §.

Nous allons démontrer que 9 (&F)) §* Supposons donc ge§*
et ped En posant 9 (2)=g(z) — ¢(2), nous obtenons d'aprés (1)
et (2):

® fl0)—p@| <7+ MAA+D pour 2e K

La fonction f(2) transforme tout cercle K{’ en un cercle |2|<<
<<n-+1-+4 M(n-+1) d'une telle fagon que les frontiéres se corres-
pondent. Par conséquent, Pinégalité (3) et le lemme 07 entrainent
l'inclusion § (&) D) §*, ce qui achéve notre démonstration.

3-3. Lemme. Pour tout ensemble ReR et tout n suffisamment
grand il existe un nombre m naturel (1 << m<2") tel qne RCK®,

Démonstration. Soit S un sous-ensemble connexe non borné
de R tel que @(S, CR)==6>0. L'ensemble S posséde des points
communs & chaque circonférence |z|==n pour n > N.

Soit M un nombre tel que ;,—Z< d pour »> M et supposons
n > Max (N, M). Soit £, un point tel qu'on ait £,e8 et |E]=n 1

existe un nombre m, naturel (1 <Cm,<C2") tel que

n an
IE-“?.,J < '.2_;'
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On voit aisément que K (C R. Supposons pour la démonstration
z2e K3, done

le— 8] < g5

On a. par consequent,
TR TN

1
[z — B < §7+§;<2,.—__1<¢5,
done zeR.

3-4. Théoréme. F étant une famille satisfaisant d la condition (b*),
8y (F) est un ensemble résiduel dans 8. ' :

Démonstration. Ce théortme résulte de 3-2 et de Vinclusion
81(&) C 8u(#) que nous allons démontrer. _

Soient done ge§,(F), ReR, peF et ¢ (2)==g(2)— ¢ (2). Il existe done
une soite croissante /, de nombres naturels telle que I'ensemble i (K )
contient le cercle |z|< 1, pour n=1,2,... et m=1,2,...2". En vertu de 3:3
il existe un nombre N tel que pour tout n>> Nil existe un nombre naturel
m, (1<<m,< 2" pour lequel R D) K. Il en résulte que si 7, > N,
la fonetion 4 (2) posséde une racine dans K,‘,{;’. Par conséquent cette
fonetion posséde une infinité de racines dans R. Donc ge Sy (F).

36. On démontre sans peine que la famille & de toutes les
fonctions rationnelles satisfait & la condition (5*). A cet effet dési-
gnons par &, , , la famille des fonctions »(2) = g%, ol p(2) et ¢(2)
sont deux polyndmes tels que 1) p est de degré I au plus, 2) |p(2)| <<m
pour |2| <L, 8) |g(2)]=>1 pour |2|>=n. Pour un polyndme p(2)
satisfaisant aux conditions 1) et 2) on a linégalité |p(z)| << m
pour |2|<Cr. Par conséquent les familles &,,,, satisfont & la con-
dition (). On a d'antre part

A= 33 Pun

lml mewl =l

la famille & satisfait done & la condition (5*).
Le théoréme 3.4 entraine donc le

Théoréme. Gy (&) est un ensemble résiduel dans 8,
d’ot on a, & plus forte raison, le

Théoréme. Les fonctions entidres qui prennent dans tout ensemble
R eR toute valeur complexe — constituent un ensemble résiduel dans 8.
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Remarquons que ce théordme peut étre obtenu directement: il

suffit & cet effet de poser

f@)=mn.2"(2—37%) pour z¢KP
(od n=1,2.... et m=1,2,...2%) et d'appliquer 13, 07 et 33,

36. M, Zygmund nous a communiqué que la fonction

n e 2"
) A g(x)= 2 (—32—2,.7

n-0

prend dans tout secteur &, < argz < 9, toute valeur complexe.
La série (1) est extraite de la série

]
8 () 8. 2"
@) @V oV ¥y = 3T o 0?=1
(8n)!
n=0

1a fonction g (2) est donc d'ordre < 3.

g(z) tend vers linfini plus rapidement que chaque puissance de |z| sur I'axe
P

réellpositif et par conséquent sur toute demi-droite de la forme: arg Z=a5.

Considérons un secteur
117

®) n%<argz<n%,.

et soit N un nombre naturel tel que la fonction ¢(2)— sn(2) (oh 8x(2) désigne la
somme partielle n-iéme de la série (1)) prend dans le secteur (3) %outes les valeurs
qu’elle prend dans le plan.

Rappellons & présent que 1° toute fonction entidre d'ordre fini non entier prend
toute valeur complexe une infinité de fois !) et que 29 pour toute foaction entiére
f(z) @ordre < % il existe une suite de nombres positifs r, telle que myirs) (of
ms(r) désigne la borne inférieure de | f(2)| sur la circonférence |z|=r) tend vers
Pinfini plos rapidement que toute puissance de |z| %)

Par conséquent g (2) — sn(7) étant une fonction Q’ordre <<%, il existe deux
nombres positifs I, et I, telle que 1’ la fonction g(2) — sn(2) posséde un zéro
dans le quadrilatdre curviligne @ définie par les inégalités (3) et I, <zl ot
9 qu'on a |g(z) — sn(2)] > |en(2)| sur la frontiére de Q.

D’aprés le théoréme de Rouché la fonction g(z) posséde donc un zéro dans Q.
Le passage aux valeurs == 0 ne présente aucune difficulté.

Remarquons enfin que la fonction g (2) ne prenant sur I'axe réel que les valeurs
réelles — mne posséde aucune des singularités do § 2.

L
1) Of. p. ex. Bieberbach [1], p. 242.
%) Cf. p. ex. Bieberbach [i], p. 272.
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Drautre part @(z) étant une fomection entiére quelconque appartenant 4 §T
resp. @I (ef. 2'1), la fonction eP® appartient aussi & @ resp. G tandis qu'elle
ne posséde aucune des singularités examindes aux numéros 3 1—3'6.

8-7. Désignons par @, (F) (F ayant le méme sens que dans le muméro 3°1)
Ia classe des fonctions g € § telles que pour toute fonction P € & définie pour 12|=r,
la famille ¢ (#2) — @(t2) (ol £2>1) ne soit normale pour aucun lzg] > 7.

Théoréme. &F étant une famille satisfaisant & la condition (B*), G, (&) est
un ensemble risiduel dans &.

Démonstration. Ce théoréme résulte de 32 et de I'inclusion &\ (&) 1)
) & (&) que novs allons démontrer.

Sment done g ¢ 8 (&F); pedF:Pr) _—_—g(z) — p(2) et |20|>7‘0. 1 existe
par conséquent una suite I, de nombres naturels tels que I'ensemble ¢y (K,*) con-
tient 1o cercle |z] <, pour n=1,2,... et m=1,2,...2"% Boit J un nombre

satisfaisant aux inégalités: !z,] — 7o > >0. Pour » suffisamment grand la fonction

W (2) = (llzf:l . z) prend dans le cercle |z — 2| < 6 (désignons ce cercle par K)

les mémes valenrs que la fonction ¢ dans le cercle ‘z Ip ==

,zof <l o[d Ce der-

nier cercle contient pour n suffisamment grand un cercle _Kf’n) L'ensemble ¥ (K,)
contient w(K'(n’:)) donc a fortiori (K,) contient le cercla 12| <l 11 n'existe
par coanséquent aucune suite partiells de 1,(2) uniformément convergente, ou bien
uniformément tendant vers I'infini. La famille (t2) n’est donc normale pour aucun
[26]> 75, ce qui donne: g ¢ & ().

Le théoréme démontré se rattache au certain probléme concernant les direc-
tions singuliéres de Julia. Un nombre réel & s’appelle direction (J) (de Julia)
de la fonction eniiére g(z) lorsque la famille g(¢2) pour £>>1 n'est pas normale
sur la demi-droite argz=—1=1). Il résulte de notre théoréme que les fonmctions
pour lesquelles toute direction est une direction (J) constituent un ensemble ré-
siduel dans @2,

§ 4. Fonctions holomorphes dans le cercle-unité,

4-1. 1l suffit dintroduire dans ce qui précéde une série de mo-
difications faciles pour obtenir des résultats analogues pour l'espace J.
Nous nous hornons done & enoncer les théorémes.

1) Tounte direction (J) pour une fonction entiére g(z) est en méme temps une
direction (P) {cf. I'lntroduction).

%) Cette remarque peut &tre considéréde comme la réponse 4 une question posée
pat M Bloch ([t]. p. 16). Ajoutons que M. Bloch considére une antre définition
d’une direction singuliére, mais il résulte de certaines considérations de M. Valiron
([1], p. T1) que ces définitions sont équivalentes,
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Désignons par P* la classe des sous-ensmbles de U dont chacun
a*) est connexe, b*) s'approche indéfiniment de la frontiére de I et
¢*) est disjoint d’un segment joignant un point de U avee un poiat
de la frontiére de U?).

Désignons ensuite par R* la classe des ensembles définis par des
inégalités: F < argz <9y r 2| < 1.

Théoréme. La classe des fonctions et qui transforment tout
ensemble PeP* en un ensemble dense dans le plan — constitue un
ensemble résiduel dans .

Théoréme. La classe des fonctions et qui prennent toute valeur
compleve dans tout ensemble ReR¥ — constitue un ensemble résiduel
dans .

4-2. Remarquons maintenant que si 'on supprime la condition ¢*)
dans la définition de la classe P¥, le premier théoréme de 4'1 cesse
d’étre vrai, éar pour towte fonction f(2) holomorphe dans U il existe
un rayon topologique tendant vers la frontidre qui est transformé par [
en un ensemble non dense dans le plan. Cela résulte d’'un théoréme
di &4 M. Stoilow. f(2) étant une fonction holomorphe dans U,
appelons un nombre complexe a (fini ou non) valeur limite de f,
loraqu'il existe une suite 2, de points de U, convergente vers un
point de la circonférence |z| = 1 et telle que f(z,) - a. Or, M. Sto¥-
low a démentré que

(S) Toute valeur limite d'une fonction f(2) holomorphe dans U qui
west prise par f qu'un nombre fini de fois est une valeur asympto-
bique de f ou ume limite des valeurs asympiotiques de f9).

La frontiére de Pensemblé f(T/) considérée sur la sphére de Rie-
mann est évidlemment contenue dans l'ensemble des valeurs limites
de f et cette frontiére étant non vide, il ‘en résulte que foute fonction
holomorphe dans U posside au moins une valeur asymplotique.

1) En définissant eette classe nous avons utilis§ les remarques de MM. Eilen-
berg et 8aks.

%) Stoxlow [1], p. 258. M Stoilow suppose dans sa démonstration que
Péquation f(2)==a possdde un nombre fini de racines dans U, mais on peut étendre
aisément ce raisonnement sur le cas, ol ces racines n'existent guére.

19*
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Remarquons que I'alternative du - théoréme (8) est essentielle. Nous allons
montrer ceci au moyen des deux exemples suivants:

Boit f(z) = (i—i_-z)’ et g(z)e @I (cf. 21). Posons v (2) = g (7 (2)) pour |2|<1.

La fonction f(2) transforme U en V’ensemble de tous les points z du plan pour
lesquels argz==z. Cette fonction transforme donc tout ensemble connexe ECU
en un ensemble ou bien borné, ou bien appartenant & P (ef. 21). Par conséquent
P'ensemble (E) est dans ce cas ou bien borné, ou bien dense dans le plan. P 2)
est donc une fonction holomorphe dans U, non bornde pour laquelle Vinfini n'est
pas une valeur asymptotique,

Soit & présent @ (7) une fonction des MM. Lusin et Privaloff 1) holo-
morphe daus U et telle qu'on ait lim My (rs) pour une certaine suite #, — 1 (nous

A =00

désignons par My (r) 1a borne inférieure de [p(2)| pour |z|=1r). Cette fonction
transforme chaque sous-ensemble ¢onnexe de U s'approchant indéfiniment de la fron-
tidre de U en un ensemble non borné; il en résulte que p(2) ne posséds gqu'une
seuls valeur asymptotique: co.

§ 5. Fonctions méromorphes dans le plan.

51. En nous appuyant sur le théordme sur Papproximation
(05) nous obtenons le lemme suivant, analogue & 1-3:

Lemme, Prémisses: Soit F, une suite tendant vers Vinfini,
d'ensembles plans fermés et bornés. Soit J(2) une fonction holomorphe

sur ELF,,. Désignons par 91* la classe de fonctions méromorphes m(z),

définie comme il suit: m e O* lorsqu’il existe une suite croissante Jn de
nombres naturels telle que

1
[m(z)—f(z)l(;_- pour zek; .
Thése. ON* est un ensemble résiduel dans OFZ.

Démonstration n'est qu'une modification de la démonstration du 13, Dé-
signons par N, 1a classe des fonctions méromorphes m (z) pour lesquelles

Ime)—f@)| < 5 pour zeFy

ot posons
(=]
n = 3 ar,.
n=j
Les ensembles 377() sont ouverts et on
o
M* = II anv.
J=1

) Lusin et Privaloff [1], p. 147.
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On démontre ensuite que les ensembles P71 sont denses dans M.

Soit done gy ¢ O/ et j un nombre natarel. Pour tout nombre %k naturel tous
es ensembles F,, pour % >, sont contenus dans le domaine |2] > k. Posons
lx = Max (nx, j). En verta du second théoréme de 0'5 et des remarques de 04 il
existe une fonction rationnelle 74(2) telle que

& 7a(@), m@)| <3 pour |z <k
et
) l"k(z)—f(z)l<71; pour zeFIk.

Ces relations entrainent s, ¢ () (pour k=1, 2,...) ot ry S m.

52. M. Gross a construit une fonction méromorphe dans le
plan qui transforme tout ensemble connexe non borné en un ensemble
dense dans le plan ). Désignons par &' la classe des fonctions
possédant cette propriété.

Désignons ensuite par F, les couronnes: n <Cz<{n -} et con-
sidérons une snite w, de mombres complexes, dense dans le plan.
En appliquant un raisonnement analogue au ceux de numéro 2-2 et
en gappuyant sur le lemme 5 1, on obtient le

Théoréme, ON* est un ensemble résiduel dans oM.

Il résulte d’un théoréme des MM. Iversen et Gross?) que
chaque fonction de 87" posstde une infinité de poles.

5'3. Désignons maintenant par 97, resp. O, resp. 5™ la classe
des fonetions méromorphes qui prennent dans tout ensemble ReR
(voir 3-1) toute valeur complexe (I'infini inelu), resp. toute valeur
complexe finie, resp. toute valeur complexe finie ou infinie mais
différente de zéro.

Théoréme. Ol est un ensemble résiduel dans O,

Démonstration. En posant f(2) = 2" - n(z — 7%) pour 2 K&’
(cf. 31) pour n=1,2,... et m=1,2,... 2", d'aprés 51, 0-7 et 33,
nous concluons que I'ensemble &7 est résiduel dans 7.

Nous définissons & présent une transformation de Vespace o7

en lui méme, en faisant correspondre 4 m(z). Cette transfor-

1
mation est une homéomorphie (cf. 04) et elle transforme &7f en
87, Ce dernier ensemble est donc aussi résiduel. Comme 8% =

= 8M© - 97, l'ensemble 97 est résiduel dans O

1) Gross [1], p. 14
) Iversen [1] p. 23 et Gross [1], p. 10.
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