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Der Beweis dieser (iibrigens auch auf direktem Wege leicht
beweisharen Behauptung) ergibt sich aus dem Hauptsatze, indem

man folgenden Satz anwendet: Hine in sich kompakie Teilmenge von
R,y lisst sich dann und nur dann wesentlich in S, abbilden, wenn
sie B,y zerschneidet 11).

Es ist zum Schluss zu bemerken, dass der Satz, nach welchen
der Zusammenhang eine K-Eigenschaft ist1?), auch aus dem
Hauptsatze folgt und zwar, wenn man n=0 setzt.

11) Vgl. K. Borsuk, Uber Schnitte der n-dimensionalen Euklidischen Rdume,
Math. Ann. 106, 8. 247, und die vorangehende Fussnote 9),
1) Z. Janiszewski und K, Kuratowski, loc, cit.
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Sur le recouvrement du plan par une infinité
dénombrable de courbes congruentes.

(Extrait d'une lettre adressée a2 M. Nicolas Lusin).

Par
W. Sierpifiski (Varsovie).

...Dans votre lettre du 6 Mars 1933 vous m’avez posé le pro-
bléme suivant:

Existe-t-il une fonction d'une variable réelle f(z), telle que le
plan soit une somme dune infinité dénombrable d'ensembles doni
chacun est superposable avec Uensemble de tous les points de la
courbe y=f(x)?

En admettant Uhypothése que 2%=g,, je prouverai que la ré-
ponse y est affirmative.

Du théoreme que j'ai démontré en 191971) résulte tout de suite
que si 2% =4,, Pensemble K de tous les points du earré ouvert
(0<2<<1,0<y < 1) est une somme de deux ensembles K=A+ B,
o A est un ensemble au plus dénombrable sur toute paralléle
a l'axe d'ordonnées et B est un ensemble au plus dénombrable sur
toute parallele & l'axe d’abscisses.

Soit A, l'ensemble obtenu de lensemble A par une rotation
autour du point (Y, ) d’'un angle =— 909, et soit B, l'ensemble
obtenu de B par une rotation autour du point (‘s ;) d'un an-
gle =-}90°. Soit H, I'ensemble de tous les points du plan (z, 0),
ot 0<Cz<C1 et soit H, l'ensemble de tous les points du plan

0, od O<y<L :

1) Bull. dcad. Cracovie, note du 24 février 1919; aussi: Fund. Math, t. V,
p. 179; cf. aussi Fund. Math. t. XX, p. 165.
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Posons:
M=A+B -} H et N=B-+ A, + H,

Les ensembles M et N sont, comme on voit sans peine, super-
posables, notamment N s'obtient de M par une rotation autour du
points (Yy, 1) dun angle ==—900.

On voit aussi sans peine que la somme M - N contient tous
les points du carré

00<z<1, 0<y <L),

Or, des propriétés des ensembles A et B (et des définitions
des ensembles B, et H;) résulte tout de suite que l'ensemble M
est non vide et an plus dénombrable sur chaque droite x=a, ol
0<<a<C1. 11 en résulte tout de suite que l'ensemble M est une
somme d'une infinité dénombrable d’ensembles M, - M, + M, ...,
dont chacum a un et un seul point sur chaque droite x==a, ob
et

Définissons maintenant la fonetion d'une variable réelle f (z)
comme il suit,

Soit #, wn nombre réel donné. Le nombre a=z,—Ez,
(od Ew, est lentier le plus grand <Cx,) satisfait évidemment aux
inégalités 0<Ca <1 et la droite z==a rencontre chacun des en-
sembles M, (n=1,2,38,...) en un et un seul point. Si x,>1, po-
sons m==2K x,, 8 2,< 1, posons m=—2Ex,+1: le nombre
m sera toujours naturel. Nous définirons f(z,) comme l'ordonnée
du point (unique) en lequel la droite 2==0 rencontre I'ensemble M,

La fonction f(x) est ainsi définie pour tout x réel. Je dis que
le plan P est une somme d'une infinité dénombrable d’ensembles,
dont chacun est superposable avec I'ensemble E de tous les points
de la courbe y=71(x).

Désignons par E,, Pensemble de tous les points (z,y) du plan,
tels que (z —k,y—1) est un point de P'ensemble E, et désignons
par H,, l'ensemble qui s'obtient de E,, par une rotation de l’an-
gle = —90° antour du point (*/,, !/,). Les ensembles &y, et H,,

sont évidemment tous superposables aveec 'ensemble Z, pour k et !

entiers.

Nous prouverons que
+oc 4o

(1) P=3 (B, +H..

Rom—00 [m—00
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Soit, en effet, (x,, y) un point donné du plan P. Posons
6=z, — Exy b=y, — Ey,: ce seront des nombres >0 et < 1
et (a,) sera un point du carré Q C M+ N. Le point (a, b) appar-
tient donc & un an moins des ensembles M et N.

Si (a, b) e M, il existe, d'aprés M= M, -+ M, ..., un indice n
tel que (a, ) e M,. Or, d’aprés la propriété de l'ensemble M,, (a, b)
est le point unique en lequel la droite z=a rencontre l'ensemble
M,, et, d'aprés la définition de la fonetion f (z), on a pour n=2g,
fla+4g)=0b, et, pour n=2¢—1, f(a—g+1)=>2, d’ot résulte,
d’aprés la définition des ensembles E et E, ., que

) pour n=2gq, on a (z, ¥,) € Eerys2n
e
pour n=2¢ —1, on a (%, ¥o) € Erspq1en

done, d’aprés (1), (%, y,) est un point de la somme (1).

 8i (%, %) € N, le point (&, 1,) qui s'obtient du point (z, y,) par
une rotation de l'angle 90° aatour du point (Y, /;) appartient
8 lensemble M et, comme nous avons démontré tout & Pheure, il
existe un terme E,, de la somme (1), tel que (&, %,) ¢ £, dot
résulte tout de suite (d’aprés la définition de l'ensemble H,,) que
@0y 90) € Hy.

Le point (z,, y,) appartient done toujours & la somme (1).

Notre assertion est ainsi démontrée.

Il est & remarquer qu’en appliquant une décomposition de l'espace dont j'ai
parlé dans ma communication imprimée dans les Comples remdus de la Socidte
des Sciences et des Letires de Varsovie XXV (1932), p. 10—11, on pourrait
démontrer sans peine que st M =R, € ewiste deww fonctions d'une variable
reclle f, (x) et f, (x), telles gue Vespace & B dimensions est une somme d'une
infinité dénombrable d ensembles doni chacum est superposable avec Vensemble
des points de la courbe gauche définie par les dquations y=7, (z), z = f, ().

Définissons maintenant & Paide de notre fonetion f (z) une nou-
velle fonetion d’une variable réelle p (z) comme il suit. Posons ¢ ()
=/f(x) pour 2z<C1. Si z>1, Ez est un nombre naturel qu'on peut
écrire (d’'une fagon unique) sous la forme Ex==2"""(2¢—1), ok
p et ¢ sont des nombres naturels. Nous poserons

p@=f(—1"q9+z—E=)

On voit sans peine que P'ensemble de tous les points de la
courbe y = @ () peut &tre décomposé en une infinité dénombrable
d’ensembles disjoints (correspondant aux intervalles F<Cz <k -1,
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ot % est entier) dont on peut former, par une translation conve-
nable de chacun de ces ensembles, une infinité dépombrable de
courbes congruentes avec la courbe y =/ (x). De la propriété de la
fonetion f (#) il en résulte tout de suite la proposition suivante:

Si %=1y, il existe une fonction d'une variable réelle @ (), telle
que la courbe y=q () peut ére divise en ume infinité dénom-
brable de morceaur (correspondant aux intervalles k<Ca <<k--1,
ot k=0, + 1,4 2,...), dont on peut, en les déplacant convenablement
(par trapslations et rotations), couvrir fout le plan.

Varsovie, le 17 Avril 1933,
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Sur la decomposition du plan en courbes.
Par

Stefan Mazurkiewicz (Warszawa).

Le but de cette Note est de démontrer le théoréme suivant, qui
contient la solution d’'un prebléme proposé¢ par M. Sierpinski *).

Théoréme. Le plan west pas la somme dun nombre fini de
courbes.

Le nombre cardinal d'un ensemble U sera désigné par U

Un ensemble V est une courbe #'il existe une droitte D* telle
que pour toute droite .D:

@) D[ P¥)—=> (DX V=1
Déterminons les entiers n,, k==1,2... par les conditions:
@) 7y =25 Mgy =1, (me+ 1)

Soient Dy, D... D, — k droites. Nous dirons que l'ensemble U
posséde la propriété I' (D, D,...D,) si & toute décomposition

k . -
‘U=23 U, on peut faire correspondre un entier positif j=Fk et

il
une droite D de maniére que:
(8) D||Dy; DX Tr=2

Lemme. D,, D,... D, étant & droites il existe un ensemble A
possédant la propriété I' (Dy. Dy...D,) et tel que A=n,.

I. Si k=1. tout couple de points situé sur D, satistait aux
conditions.

IL Soit &> 1 supposons que le lemme est vrai pour k—1.
Soit B un ensemble possédant la propriété I’ (Dy, Ds... Dyy) €t tel

1) Cf. ce volume, p. 39.
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