Uber Konvergenzmengen von Folgen linearer Operationen

von

S. MAZUR und L. STERNBACH (Lwéw).

Bekanntlich ist die Konvergenzmenge einer Folge stetiger,
in einem metrischen Raume erklirter Funktionen, deren Werte
ebenfalls einem metrischen Raume angehdren, eine F,,-Menge;
wenn andererseits R eine F, ;-Menge in einem metrischen Raume
X ist, so kann man in X eine Folge reeller stetiger Funktionen
erkliren, deren Konvergenzmenge R ist!). Insbesondere bildet
also die Konvergenzmenge einer Folge linearer, in einem Raume
vom Typus (B) erklarter Operationen, mit Werten aus ebenfalls
einem solchen Raume, eine lineare F,;-Menge. In dieser Note
beweisen wir vor allem, dafl wenn eine lineare, nicht abgeschlos-
sene, in einem Raume X vom Typus (B) gelegene Menge R
Vereinigung abzihlbar vieler linearer und abgeschlossener Men-
gen ist, so kann man in X keine Folge linearer Operationen mit
Werten aus einem ebensolchen Raume so erkliren, daB R Kon-
vergenzmenge dieser Folge sei. Wir beweisen ferner den Satz,
laut dessen die Konvergenzmenge einer Folge linearer, in einem
beliebigen Raume vom Typus (B) erklirter Funktionale keine
F_-Menge sein kann, ohne abgeschlossen zu sein. Wie wir zei-
gen, verbleibt dieser Satz in Kraft auch in dem Falle, wenn es
sich nicht um eine Folge linearer Funktionale, sondern allgemei-
ner, linearer Operationen handelt, deren Werte einem Raume Y
vom Typus (B) von folgender Eigenschaft angehdren: wenn
{y,} eine Folge von Elementen aus Y mit der Norm 1 ist, so
gibt es eine solche Folge reeller Zahlen {9 }, dafl die Reihe

n

2’9y divergiert und ihre Teilsummenfolge beschrinkt ist. Ei-

n=1

') Vgl. F. Hausdorff, Mengenlehre, Berlin 1927, p. 271.
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nige Anwendungen hier bewiesener Satze werden wir an anderer
Stelle angeben ?).

§ 1.

Satz 1. Wenn die Konvergenzmenge R einer Folge linearer
in einem Raume X vom Typus (B) erklirter Operationen (F (x)}
mit Werten aus einem ebensolchen Raume Vereinigung abzéihlbar
wleler linearer und abgeschlossener Mengen ist, so ist sie selbst
abgeschlossen.

==}
Beweis. Setzen wir R=2] R,, wo R lineare, abgeschlos-
n=1

sene Mengen sind, Es ist leicht zu sehen, daf |x|*=|x]|
+ obere Grenze|F (x)| fir xeR gesetzt, die Menge R einen
1,2...

n==1,

Raum R* vom Typus (B) bildet. Die Mengen R_ sind, in die-
sem Raume betrachtet, abgeschlossen. Aus der Gleichheit R*

mf’ R, folgt nun, daff eine der Mengen R nicht nirgendsdicht

n=1
ist und also als lineare Menge mit R* {ibereinstimmt. Die Menge
R ist also abgeschlossen, entgegen der Voraussetzung.

Hilfssatz 1. Es sei {a, } eine Doppelfolge reeller Zahlen
derart, daff 1) |a, | <A(m,m=1,2,...; A positive Konstante),
2) lim a,,=0(n=1,2,...) und 3) lim obere Grenze |a,, |> 0

m-—rm C me—>0 n==1,2,...

ist. Es gibt dann eine beschrinkte reelle Zahlenfolge (¥ } wvon

m

der Eigenschaft, daf jede der Reihen 3 a,  konvergiert und,

m==1

wenn wir O :Eﬂ'kank , O =21‘)m a,. (n,m=1,2,...) set-
’ k=1 m=1

zen, so gili: 19|60, |< O (n,m=1,2,...; @ positive Kon-

stante); 2%) die Folge {0} divergiert.

Beweis. Wenn bei einem gewissen m, die Folge {anmo}
divergent ist, so geniigt es ¥ =1 fiir m=my, =0 fiir ail'e
anderen m zu setzen, um eine Folge mit geforderten Ei-
genschaften zu bekommen; man kann also voraussetzen, daf}

) Was die Bezeichnungen und Terminologie betrifft, vgl.: S. Banac.h,
Théorie des opérations linéaires, Warszawa 1932. Vgl. insb. p. 235, sowie:
Annales de la Société Polonaise de mathématique, 10 (1931) p. 127.



56 S. Mazur — L. Sternbach

der lim a,, (m=1,2,...) existiert. Aus den Voraussetzungen
n—»ro

des Hilfssatzes folgt offenbar, dafl es eine wachsende Index-
folge {m,} gibt derart, daf} am::aq,mﬂ(v,;.c:rl,2,...) gesetzt,

die folgenden Bedingungen erfillt sein werden: 1) |a,,[< A4
u=12,..); -2—)2[am | <+wol=12,...); 3) obere](;xrenze
) =1 V=l 2, 000

|a, ,|>B (u=1,2,...; B positive Konstante). Setzen wir @,

v.u[
o (0=1,2...) und unterscheiden zwei Fille:

(M. 0 ist Hdufungspunki der Folge {a,}. Mittels Induktion
erkldren wir zwei Folgen natiirlicher Zahlen ¢, ¢t;,... und %, %,,...
auf folgende Weise. Es sei yy==%,==1 und setzen wir voraus,
daf fiir ein gewisses natiirliches & die Glieder w,_,, ¥,_, schon
erkldrt sind; wir definieren vor allem ¢, > ¢, ,, so daf

= lim ¢
3 —s 0

B
@ I“,z,k‘ < A
& B
® Lled<y 012
=ity

sei. Unter Berticksichtigung der Bedingung 3) gibt es dann

einen Index #) so, dafl [aq,,k“k[ > B ist; wir wihlen jetzt fiir v,

eine Zahl > v}, fiir die die Ungleichungen
B . '
(3) |am‘uvi— a‘uil <};§ (V=1)k1 ’I}c'l'lr---; l‘m1,2,..-k)

erfiillt sind. Wenn wir & = (—1)* fiir m =m, (k=1,2,..),
=0 fiir alle anderen m setzen, so besitzt die Folge {¢ ) die

geforderten Eigenschaften?). Es ist offenbar stets
(4) l@nm|<2|anui|‘
‘ i=1

Bei gegebenem natiirlichen n bedeute % den Index, fir den
Y <n <%, gilt. Auf Grund (1), (3) ist bei nattirlichem %

%) Man kann einfacher ¥, =1 fir m = My s My seen, = 0 filr alle an-

deren m setzen; der spiteren Anwendungen wegen ist es aber vorteilhaft, daf}

o«
‘die Reihe I % divergiert und beschrinkte Teilsummen hat.
m==1
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s 2 k B B 1

¢ 2, |<e,, —0, |+ 0, | <=+ 2 1-2,

=1 f==1 ‘ o= ) k 2 2
und auf Grund (2)

3] B
©) ) <3
i:-:‘—;i—Zl "l | k+2

aus der Gleichheit
- .

o
2l =2 a e, 1+ 2 e,

== 1= =]

den Relationen (4), (5), (6) und den Bedingungen 1), 2) folgt
sofort, daf} die Bedingung 1*) erfiillt ist. Um die Bedingung 2%)

@ .
zu beweisen, bemerken wir zuerst, daf stets 0,=2 (-1)a

ist. In Anbetracht (2), (3) ist bei natiirlichem %

=1 mie

: S
16,1 <2, —a )+ e, |+ 3 e, | <
=1 =1 =1

&

: B
'i—Zl%il‘i' 1’

=1
und somit auf Grund (1)
B
li 0| <—;
in |0, <

n—»o

andererseits ist fiir natiirliches £>1 auf Grund (2), (3)

k ©
| Qw’k|>lav’k “k| - gla”'kﬂil _x‘=2k—{—~llav,k”it>lam’kﬂk|

k—1 k=1 o
Y
._._‘,\; ‘am’k,ui - a/(,l-l —glaf‘i' —i=%’—ll aw’k.uii >B-

=1

B
k—1
S

, ¢ |——),
= il k+1

und also wieder kraft (1)

— B

n-—+w 2
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(). O ist kein Hdufungspunkt der Folge {e,}. Mittels In-
duktion erkliren wir wieder zwei Folgen natiirlicher Zahlen
My, tyye.. und 95, ¥, ... folgenderart: Wir setzen p,==v,~=1
und nehmen an, daB bei gewissem npatiirlichen % die Glieder
H4_y» Yy schon erklirt sind; wir wihlen w, >y, , so, daf}

& 1.
(7) 2‘1 )am 2 | < ’E (’V = 13 23 Lo a’k"-'l)

fr=ttz,

ist und weiter ein »,>»,_, von der Eigenschaft, dafl
1 ,
8 |, T %y < i (=, t 1. i==1,2,..k)

ist. Es gibt eine reelle Zahlenfolge {v,} so, daff die Reihe

o

]
2’5, @, divergiert und dabei ihre Teilsummen eine beschrinkie
le=1

k
Folge bilden : !2'51.&4,”‘ L C (k==1,2,...; C positive Konstante);
i=1 ¢

die Folge {7} ist dann ersichtlich beschrankt: |7, | < D (k=-1,2,...;
D positive Konstante). Wir behaupten, dafl wenn wir 9 ==7,
fir m=m, (k=1,2,..), =0 fir alle anderen m setzen, so
erhalten wir eine die geforderten Eigenschaften besitzende Folge.
In der Tat, bezeichnen wir bei gegebenen natiirlichen n, m mit
k, [ solche Indexe, dafl »,<n <Py HpKm<w, ., ist. Wenn
k, | natiirliche Zahlen sind, so ist fiir /< k in Anbetracht (8)
!

1

09 16,,1< T lle,,~ o+ X50,| <Dh+C,
=1 =] !

fir /=k+1 ist ebenfalls auf Grund (8)

& 2
(9b) |@nml<2|z}1|anm_a;li(+|27;1a(r‘.|
=1 =1 !
D
+ITI¢-|—1 | l“nu,‘_’_l ’ <“k“'|' C+AD,
und endlich fiir /> k+1 haben wir kraft (7), (8)

k ke
O [0un|< 2 7|0, — 0, |+| X 5e,|+]1,
=1 ! =1 f

'“|“'1 ’ l CU" ‘“‘k*]JI‘
8
D D
+ X lelle | <=+C+AD +-=.,
,-;m' e, PR 55
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Aus den Relationen (9a), (9b), (9¢) und den Bedingungen 1),2)
folgt unmittelbar, dafl die Bedingung 1%) erfiillt ist. Um sich
davon zu iiberzeugen, dafl auch 2% stattfindet, bemerken wir,

daf} auf Grund (7), (8) bei natiirlichem k die Ungleichungen
k k 0
i @a'k ’—Zz‘iauil <‘2 | til l(xmkui - a;(.| + 2’ ]7’-1‘ I | (kay"
i=1 =1 P =kl ‘

D D
L= 4=
ko k+1

[=e]
gelten; da nun die Reihe }' 7,¢
=]

Folge {@q,k} und also auch {@ }.

divergent ist, so ist es die

(53

Hilfssatz 2. Es sei {a,,} eine Doppelfolge reeller Zahlen
derart, daf3 1) obere Grenze |a,, |=+ o, 2) obere Grenze

nm==1,2,... m==1,2, ..

la, |<+ow(n=1,2,...) und 3) obere Grenze Ianm|<-l:°0
n=1,2,...,

nm

(m==1,2,...) ist. Es gibt dann eine absolut konvergente Reihe
reeller Zahlen >/ &, von der Beschaffenheit, dafi wenn wir ©,

m=1
m w0
. Y9 __ Vg . , .
== Y a,, O,= ‘/_,1 9 a, (n,m=1,2,..) setzen, dann ist
Je=1 m==

1%)
Folge (@} divergent.

6 | <O (n,m=1,2,...; O positive Konstante) und 2*) die

nm

Beweis. Unter den Voraussetzungen des Hilfssatzes kann
man eine wachsende Indexfolge {m,} so wihlen, dal A,
= obere Grenze |a Ml gesetzt, 4,>2" (u=1,2,...) ist. Be-

nm

n=1,2,..
zeichnen wir bei gegebenem natiirlichen ¢ mit n, einen Index,
" 1 A d 1 e
fir den |a, , |>—A, ist und setzen awwl [aq, my @5 W
e ) : By

==1,2,...). Die Doppelfolge reeller Zahlen {a, ,} erfillt die Vor-

aussetzungen des Hilfssatzes 1; es ist ndmlich: |e, (<2 0 1
o1 —

=1,2,...), ‘“u',4‘|“‘~>”'272,'—"‘i' Obir_f_1,('},rfl,lze la,,,| ¢ t=12,..),

obere Grenze |, |21 (#=1,2,...). Demnach gibt es eine
Pl 2, 00
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beschrinkte reelle Zahlenfolge {r,} von der Eigenschaft, daf§
jede der Reihen 3/ T,

fi=1

.. konvergiert und, wenn wir

!" 0

—_ ¥ .

T'qv‘“ == ZTk aryk ’ Tvp T et TH, aav‘u, (V! &L """"" 17 2’ .. ‘)
=1 =1

setzen, so ist kTm |<T (v,u=1,2,...; T positive Konstante) und

1;.4‘
die Folge {7,} divergent. Es sei jetzt & = lm«w’««—ml fir m==m

nymy,

g

(u=1,2,..), =0 fiir alle anderen m. Da l\‘)'mf»{;\327,;1*_;14]/5'“] fiir

[2¢]
. . . . Y

m=m, (u=1,2,...) ist, so konvergiert die Reihe 2,1 <, ab-
mema,

solut; andererseits ist © =0 fiir m < m, , == T, firm, <m <my,

(w==1,2,..) und O =T (n==1,2,...), woraus offenbar folgt,
dafl die Bedingungen 1%) und 2*) erfilllt sind.

Satz 2. Es sei {F (x)} eine Folge linearer, in einem Raume
X wom Typus (B) erklirter Funktionale, von der wir woraus-
seizen, daf ihre Konvergenzmenge R nicht abgeschlossen ist. Es
gibt dann einen Punkt x,€ X— R sowie Punkte x, € R (m==1,2,...)
derart, daf limwxm =x, |E )| <F (n,m==1,2,...; F positive
Konstante) "zzst.

Beweis. Es gibt einen Punkt y,¢ X—R sowie Punkte Y€ R
(m=1,2,...) von der Eigenschaft, dafl limy, ==y, ist. Es sei

X, die Menge der Ii_r_lfaren Kombinationen der Elemente Yir Ygroee
und es bezeichne X, den Raum vom Typus (B), den die abge-
schlossene Hiille von X, bildet. Offenbar enthilt die Menge der
Punkte z, fiir die z¢ Xy, |z] <1 ist, einenin ibr dichten abzihl-
baren Teil; wir ordnen seine Elemente in eine Folge {z,}. Wir
werden nun zeigen, daf) a,,=F (z,) (n,m=1,2,..)) gesetzt,
die Doppelfolge reeller Zahlen {a,,} die Voraussetzungen des Hilfs-
satzes 2 erfillt. Es sei |a, | <A (n,m=1,2,. .3 A4 positive Kon-
stante) und bezeichnen wir mit K die Menge der Punkte z, fur die
zeXy, |z|<1 ist. In Anbetracht dessen, daB die Menge der
Punkte z,,z,,... in K dicht ist, erhalten wir [F (2)| < A fixr

z¢K (n==1,2,...). Die Normen der im Raume Xo betrachteten
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Funktionale F, (x) bilden somit eine beschrinkte Folge; da die
Folge {F), (x)} in der im Raume X dichten Menge X, konvergent
ist, so ist sie es auch in jedem Punkte des Raumes X 4. Das
widerspricht aber den Relationen Yo€ Xy, yp€ X—R und daher ist
in der Tat die Bedingung 1) des Hilfssatzes 2 erfiillt; um sich
davon zu iiberzeugen, daf} die Bedingungen 2) und 3) dieses Hilfs-
satzes auch erfillt sind, geniigt es zu bemerken, dafl la, | <|F,]|
(n,m=1,2,...) ist und dabei jede der Folgen {a.), {a,)s..

konvergiert, da z,¢e R (m=1,2,..). Es bezeichne 29 eine
m==1

absolut konvergente Reihe reeller Zahlen, die die Bedingungen

1%} und 2%) des Hilfssatzes 2 erfiillt; setzen wir x, =29z,
) k=1

(m=1,2,...), x, =219 z . Aus F (x)=0 (n=1,2,...) folgt

o m~m"*
x,€ X =R und auflerdem ist x e R (m=1,2,...), lim X, ==X,;
endlich haben wir 7 (x )==0, = so, daB |F (x )| < F (n,m=1,2,...;
F == 0) ist, w. z. b. w.
Satz 3. Wenn die Konvergenzmenge R einer Folge {F, (x)}

linearer, in einem Raume X wom Typus (B) erklirter Funktionale
eine F,- Menge ist, so ist sie abgeschlossen.

nm

Beweis. Setzen wir voraus, daB R keine abgeschlossene
Menge ist; auf Grund des Satzes 1 gibt es einen Punkt x,e X—R
sowie Punkte x ¢R (m==1,2,...) von der Eigenschaft, daf§

limx, ==x,, |F (x,)|<<F (n,m==1,2,...; F positive Konstante).
n—o0

@0
Andererseits ist, im Einklang mit der Voraussetzung, R=23'R,,
k=1

wo R, abgeschlossene Mengen sind. Wenn wir die Norm eines
Elementes x¢ R als |x|*==|x|+ obere1 g}renze | F (x)| erkldren,

so bildet die Menge R einen Raum vom "f}.rpus (B), welchen wir
mit R* bezeichnen. Die Mengen R, sind, im Raume R* betrachtet,

abgeschlossen, Wegen der Relation R*=23'R, gibt es also einen

k=1 '
solchen Index k,, daB die Menge R, eine Kugel enthilt; dies
bedeutet, dafl es ein z,e R* sowie eine Zahl >0 gibt von fier
Eigenschaft, daB die Ungleichung |x — z,|*<{r die Relation

1 8. das unter ) zitierte Buch, p. 79.
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xeR, zur Folge hat. Es gilt x, ¢ R*(m~=1,2,...) und dabei ist

die F;Jlge {|x,|*} beschrinkt. Wenn wir ein positives ¢ so klein
wihlen, daff stets &|x, |*<r ist, und y, = ex, -z, setzen, so
bekommen wir |y, —z,|*=2¢|x, [*<r und somit y, € R, (m~1,
2,...). Es ist aber limy, =¢x,+ 2, und die Menge Rk" abge-

m=¥0o0
schlossen, daher ist (sx,+2,) € R, und umsomehr (sx,--z,) € R;
daraus folgt x,e R, im Widerspruch mit der Voraussetzung.

§ 2

Bemerken wir, dafi sich die Sitze 2 und 3 nicht verallge-
meinern lassen auf den Fall, dafi {F (x)} eine Folge linearer
Operationen bedeutet, deren Werte Elemente eines beliebigen
Raumes ¥ vom Typus (B) sind. Sie bleiben aber wahr, wenn
der Raum Y folgende Eigenschaft besitzt:

Eigenschaft (W), Wenn (y_} einec Folge von Elementen mit
der Norm 1 ist, so gibl es eine reelle Zahlenfolge {9 } von der

m

Eigenschaft, daf die Reihe 39,y divergiert und dabei beschrinkte
m=1

Teilsummen hat.

Bemerken wir nimlich, da die Hilfssdtze 1 und 2 ihre Giil-
tigkeit beibehalten, wenn die Glieder der Doppelfolge {a,,} nicht
reelle Zahlen, sondern allgemeiner Elemente eines beliebigen, die
Eigenschaft (W) besitzenden Raumes vom Typus (B) sind, und
dhnlich die Sédtze 2 und 3, wenn {F,(x)} nicht eine Folge linearer
Funktionale, sondern allgemeiner linearer Operationen ist, deren
Werte Elemente eines belicbigen, die Eigenschaft (W) besitzenden
Raumes vom Typus (B) sind; die Beweise bleiben ohne Anpderung.

Offenbar besitzen Réume wvom Typus (B) won endlicher
Dimension die Eigenschaft (W). Dies folgt aus der Bemerkung,
dal wenn Y ein Raum vom Typus (B), .Y, |y, |=1 (m=1,
2,...) ist und dabei die Folge {y,} Haufungspunkte besitzt, so
gibt es eine reelle nicht gegen Null konvergente Zahlenfolge (¢ }

derart, daf} die Teilsummen der Reihe Py .Y, beschrankt sind;
m==1
es geniigt namlich eine wachsende Indexfolge {m,} so zu wihlen,
. . o _ . . k1
daf} die Rexheké;' | Ynmgys ™ Ymy,| konvergiert und d == (—1)

fir m=m, (k=1,2,...), =0 fir alle anderen m zu setzen.
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Wir werden jetzt zeigen, dafi der Raum (c) der konvergen-
ten Zahlenfolgen die Eigenschaft (W) besiizt. Da der Raum (c)
mit dem Raume (c)) der gegen Null konvergenten Zahlenfolgen
isomorph ?) und die Eigenschaft (W) in bezug auf die isomorphen
Abbildungen invariant ist, so genifigt es zu beweisen, daB der
Raum (c,) die Eigenschaft (W) besitzt. Es sei {y,} eine Folge
von Elementen aus (¢y) mit der Norm 1 ohne Haufungspunkte;
setzen wir y = {a, } (m=1,2,...). Nehmen wir zuerst an, daff
lima, ==0 (n==1,2,...) ist; die Doppelfolge {a_ } geniigt dann

nm- nm
m—»w

den Voraussetzungen des Hilfssatzes 1. Wir behaupten, daf} fiir
eine den Bedingungen 1%) und 2*) der Behauptung des Hilfs-

satzes 1 geniigende Folge {¥ } die Reihe 39y, divergiert und

m

beschrinkte Teilsummen hat. In der Tat: es ist ' 9.y, =1{0, }
k=1

(m=1,2,...); wenn die Reihe }'% y  konvergierte, so wire,
m==1

indem man mit y, ihre Summe bezeichnet, y,={0,}, und daher

die Folge {©,} (zegen Null) konvergent, entgegen der Behauptung

des Hilfssatzes 1. Nehmen wir jetzt an, daf} fiir ein gewisses ng

die Folge {a, | einen von Null verschiedenen Héufungspunkt

besitzt. Es gibt dann ersichtlich eine wachsende Indexfolge {m,}
derart, daf fiir jedes natiirliche n der lim By, = existiert und

{t—>ro0
dabei a, #0 ist. Die Doppelfolge {a,}, wo a,=a,, fiar
v>u,==a, —a, fir v<p (u=1,2,...) ist, erfillt die Be-
KL "

dingungen des Hilfssatzes 1. Die Bedingungen 1) und 2) si“nd
leicht zu verifizieren; wire die Bedingung 3) nicht erfiillt, so wire
lim obere Grenze |, |=0 und somit die Folge {ymﬂ} konvergent,

] ve=1,2,..0

entgegen der Voraussetzung, dafl die Folge { y,.) keine Haufungs-
punkte besitzt. Ferner ist lim o, = 0 (u=1,2,...), daher handelt

es sich um den im Beweise des Hilfssatzes 1 hervorgehobenen
Fall (). Es gibt demnach eine divergente Reihe reeller Zahlen

fv'ﬂ“ mit beschrinkten Teilsummen derart, daf jede der Reihen
sl

L e %), p. 181
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o {t . 0
2'v, @, konvergiert und, T,, = 2: 7,0, T,= )_,1' 7, &, (v ul,
pn=1 VES) fte=s

2,...) gesetzt, [T, |<T (u=1,2,...; T positive Konstante)
und die Folge {7,} divergent ist. Setzen wir , ==, fiir m==m,
(u=1,2,...),==0 fiir alle anderen m. Die Teilsummen der Reihe

j’&mym bilden eine beschrénkte Folge; wir haben némlich
m=1 .

29y, =0 fir m<m,,={T,

— C oy e )
w8t flir masIm < M. WO
k=1

g,=a, 7, fir vi,=0 fir v>i (v,i==1,2,...) ist. Dabei
divergiert aber die Reihe 3'¢ y . Im Gegenfalle wiirde nimlich
me=1

nach dem Vorangehenden fiir jedes natiirliche » die Folge {7,,~¢,,)

insbesondere also die Folge {7, ,—¢, ) konvergieren. In Anbetracht

dessen, daf} die Folge {7, | (gegen T,) konvergiert, wire die

nyi

Folge {e, ;} und, da a, =0, daher auch die Reihe ka konver-

Je==ny

gent, was unmdglich ist.

Bemerken wir weiter, dal, wie es einfache Beispiele lehren,
die folgenden Raume z. B. die Eigenschaft (W) nicht besitzen:
der Raum (C) der stetigen Funktionen, (L") (p>1) der mit der
p-ten Potenz integrierbaren Funktionen, (M) der meBbaren be-
schrinkten Funktionen, (/") (p>1) der mit der p-ten Potenz
konvergenten Zahlenreihen und (m) der beschrinkten Zahlenfolgen.

Fiigen wir endlich eine Bemerkung hinzu, welche die Not-
wendigkeit der Voraussetzung im Satze 3 (also auch 2) betrifft,
dafl die Werte der Operationen {F (x)} einem die Eigenschaft
(W) besitzenden Raume vom Typus (B) angehéren. Es seien X,
Y zwei unendlichviel - dimensionale Riume vom Typus (B) und
dabei besitze der Raum Y die Eigenschaft (W) nicht; wir be-
haupten, dafl man im Raume X eine Folge linearer Operationen
{F,(x)} mit dem Raume Y angehérigen Werten so erkliren kann,
dafi die Konvergenzmenge dieser Folge eine nicht abgeschlossene
F,-Menge ist. In der Tat, nehmen wir in X eine Folge von Ele-
menten {x,} sowie eine Folge linearer Funktionale {®, (x)} so,dal

[x,|=1, @ (x,)=nfir n=m, =0 fir nEm (n,m=1,2,...)

.
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ist"). Nach der Voraussetzung gibt es eine Folge [y } von Ele-
menten aus Y mit der Norm 1 derart, daf fiir jede reelle Zahlen-

folge {+,} die Beschrinkheit der Teilsummen der Reihe j&mgm
=1

die Konvergenz dieser Reihe impliziert. Setzt man F(x)=2'0(x)y,
k=1

fir xeX (n==1,2,..)), so erfillt die Folge der linearen Opera-
tionen {F, (x)} die geforderten Bedingungen. Es bedeute nimlich
R ihre Konvergenzmenge; aus der Definition der Elemente y,_
folgt, daBl wenn die Folge {F (x)} in einem Punkte beschrinkt
ist, so konvergiert sie schon in ihm, daher ist R als die Menge
der Punkte, in denen eine Folge stetiger Funktionen beschrinkt
ist, eine F,~Menge. Nehmen wir an, die Menge R sei abgeschlossen,
und es bezeichne X, die abgeschlossene Hille der Menge X,,
die aus lincaren Kombinationen der Elemente x,, x,,... besteht.
Da ersichtlich X,C R, soist X,CR; die Folge linearer Operationen
{F,(x)} ist also, im Raume vom Typus (B) betrachtet, welchen die
Menge X, bildet, in jedem Punkte dieses Raumes konvergent.
Daraus folgt, daf} diese Folge in der Einheitskugel des Raumes X
gleichmaflig beschriinkt ist”), im Widerspruch damit, dafl stets

(Regu par la Rédaction le 5. 5. 1933).

% Die Existenz solcher Folgen ergibt sich durch entsprechende Verallge-
meinerung des Schmidtschen Orthogonalisationsverfahrens.
) S. das unter *) zitierte Bueh, p. 80.
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