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und hinreichend ist, daf die Mengen K', K" affin seien'’). Dabei nennen wir
zwei Mengen affin, wenn es eine isomorphe Abbildung des Raumes £ auf sich
selbst gibt, die eine von ihnen in die andere iiberfilhrt. Umgekehrt sei nun ein
in £ erklirtes Funktional F(x) eine mit | x| Hquivalente Norm; auf Grund von
3, 4 und dessen, daB stets K (— x) =K (), ist die durch K (x) <71 bestimmte
Menge K ein konvexer beschrinkter Kdrper xit 0 als Mittelpunkt; K (x) ist das
Minkowskische Funktional von K. Endlich bezeichne £* einen linearen normier-
ten mit E isomorphen Raum und U(x) eine isomorphe Abbildung von E auf E*;
es ist klar, daf die durch | U(x)] <1 bestimmte Menge cinen konvexen be-
schriinkten Kérper K mit 0 als Mittelpunkt bildet; ferner ist £* mit E(K) iso-
metrisch. Zusammenfassend sieht man, daBl wenn M die Klasse aller Riume
E(K) (K ein konvexer beschrinkter Korper mit O als Mittelpunkt) bezeichnet.
so ist jeder Raum der Klasse M mit E isomorph; jeder lineare normierte mit
E isomorphe Roum ist mit einem gewissen Raume der Klasse M isometrisch.
Wenn £ speziell der n-dimensionale euklidische Raum ist, so hesteht die Klasse
M aus allen n-dimensionalen Minkowskischen Rdumen; da alle n~ dimensionalen,
linearen, normierten Rdume isomorph sind, so ist nach dem Vorangehenden
jeder n-dimensionale lineare normierte Raum mit einem n- dimensionalen Min-
kowskischen Raume isometrisch.

(Regu par la Rédaction le 6. 6. 1933).

1) Wenn U(x) eine isometrische Abbildung des linearen normierten
Raumes X auf einen ebensolchen Raum Y bildet und U(0)==0, so ist U(x)
linear: S. Mazur et S, Ulam, Sur les transformations isométriques d’espaces

vectoriels normés, C. R. 194 (1932) p. 946—948.

Eine Bemerkung zum starken Gesetz der grofen Zahlen
von

Z. W. BIRNBAUM und J. SCHREIER (Lwéw).

Die von Herrn R. v. Mists formulierte ,Regellosigkeitsfor-
derung“, welche von ihm auch als das ,Prinzip vom ausgeschlos-
senen Spielsystem® bezeichnet wird, hat zu einer lebhaften Diskus-
sion und zahlreichen Einzeluntersuchungen Anlaf gegeben. Es
diirfte deshalb vielleicht nicht ohne Interesse sein, das Verhalten
einer Folge von Wiederholungen desselben Spieles gegeniiber
einer, auf Grund eines im voraus gegebenen Spielsystems vorge-
nommenen Stellenauswahl zu untersuchen. In der Folge soll gezeigt
werden, dafi das ,starke Gesetz der grofien Zahlen® auchin die-
sem Falle gilt.

Wir betrachten ein gerechtes Spiel, bei welchem nur zwei
Ergebnisse e bzw. &€ mit den Wahrscheinlichkeiten p bzw. 1-p=¢
mdglich sind (der Fall eines Spieles mit mehr als zwei mdglichen
Ergebnissen kann ganz analog behandelt, oder auch auf den Fall
eines zweiwertigen Spieles zuriickgefiihrt werden). Einem solchen
Spiel entspricht eine auf den Erwartungswert Null normierte
Zufallsvariable, welche den Wert 1/p mit der Wahrscheinlichkeit p
und den Wert —1/g mit der Wahrscheinlichkeit ¢ annimmt. Dem
abzihlbar oft wiederholten Spiel kann bekanntlich folgendes arith-
metische Modell zugeordnet werden:

Das Intervall {0, 1) wird in zwei Teile, /, von der Linge
|l,|==p und I von der Linge |/ |=g zerlegt. [, teilt man in
Iy, mit der Linge |/,|==p?und [, mit der Linge |/;|=pg,
I, wird in I, mit der Linge |/,|==gp und [, mit der Linge
|7,,|==¢* zerlegt. Eine Fortsetzung dieses Verfahrens liefert die
Intervalle /, fiir beliebige natiirliche n und alle mdglichen

ceny
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Werte »,==0, 1. Die Funktionen ¢, (x) werden nun durch die Be-
ziehungen definiert:

¢,(x) =1/p in allen Intervallen /, , ..., , fiir welche ¥ =0 ist
1) ¢,(x)= —1/ginallen Intervallen [,,1 vyt fir welchey == 1ist.
Man priift leicht nach, dafl die Wahrscheinlichkeit dafiir, daff bei
der ersten, 2-ten, ..., i-ten,..., n-ten Wiederholung des Spieles
beziehungsweise die Ergebnisse ¢, ¢,,..., &,..., @, zustande-
kommen, gleich ist [/, ..., |, wo »,==0 wenn &;==¢ und »==1
wenn o,= & ist.

Bei diesen Verabredungen kann das starke Gesetz der
grolen Zahlen folgendermaflien ausgedriickt werden: Fiir alle x
mit Ausnahme einer Menge vom Mafle Null gilt die Beziehung

¢ (%) + ¢y (x) ...+ ¢, (x)
m

li

n-+® n .
die iibliche wahrscheinlichkeitstheoretische Formulierung lautet:

Wenn &, die Anzahl derjenigen unter den n ersten Spielen,
in welchen das Ergebnis e war, ist ,fast sicher®

k
tin (5] =o.

Unter einem Spielsystem verstehen wir eine Folge von reel-
len Funktionen A (x), welche mit Hilfe der durch (1) definierten
Funktionen ¢, (x) folgendermaBen erkldrt werden: ‘

A=A [c,(x), c,(x),...c,_; (®)].

Dabei bedeutet 4, (x), falls A (x)3=0, den Einsatz, welcher bei
Befolgung des Spielsystems bei der n-ten Wiederholung des
Spieles auf das Erscheinen des Ergebnisses e, wenn A, (x)>0,
bzw. auf das Erscheinen der Ergebnisses &, wenn A _(x) <0, zu
setzen ist. Wenn A (x)=0 ist, so bedeutet das, daf bei der
n-ten Wiederholung des Spieles bei Befolgung des Spielsystems
tiberhaupt nicht mitgespielt werden soll. Das so erklirte Spiel-
system ist so konstruiert, dafl auf Grund der Kenntnis der n—1
bisherigen Spielergebnisse ¢, (x), ..., c,(x) die Weisung erteilt
wird, ob in der n-ten Wiederholung des Spieles auf e oder auf &
gesetzt werden soll, wie hoch der Einsatz sein soll, oder ob even-
tuell tiberhaupt nicht gespielt werden soll; ein solches Spielsystem
scheint ziemlich genau dem zu entsprechen, was man unter die-
sem Ausdruck verstehen méochte.
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Wir definieren noch: 1[4, ()] _0 wemn 4 (x)=0
1 wenn 4 (x) 0.
Satz
Voraussetzung: 1. A (x)<C<+ o

2. fir jedes x mit Ausnahme einer Menge vom MafBie Null
existiert eine (von x abhingige) Folge natiirlicher Zahlen ng, Ny,
Mgy ey Nyyonn, 50 daBl Ani(x):i:O ist fiir i=1,2,...

Behauptung:

N N
DA (x). ¢, (x)
) lim “S———— —

N
e 2114, (o)

fir alle x mit Ausnahme einer Menge vom MaBe Null.

Bemerkungen: Die Voraussetzung 1 kann — mit Hilfe be-
kannter schirferer Sitze tiber Orthogonalentwicklungen — durch
allgemeinere Annahmen iiber die GréBenordnung der Einsitze
ersetzt werden. Es ist jedoch von vornherein klar, daf nicht
beliebig anwachsende Einsitze zugelassen werden diirfen, da z. B.
bei einem Einsatz von n" in der n-ten Wiederholung des Spieles
das Gesetz der groflen Zahlen bestimmt nicht mehr gilt. Die
Voraussetzung 2 kann nicht abgeschwicht werden, da sie nur
zum Ausdruck bringt, dafl bei Befolgung des Systems ,fast sicher®
in unendlich vielen Wiederholungen des Spieles wirklich mitge-
spielt werden soll. DieNBehauptung des Satzes hat folgende Be-

deutung: der Zahler }'A (x)¢ (x) ist gleich dem Saldo des

n==]
nach dem System {4, (x)} spielenden Spielers nach n Wieder-
. v _
holungen des Spieles, wihrend der Nenner 3'/[A (x)] die An-

, ‘ n=1
zahl derjenigen Wiederholungen angibt, bei welchen wirklich mit-
gespielt (gesetzt) wurde; die Beziehung (2) kann daher in Worten
so ausgedriickt werden, dafl unter den Voraussetzungen 1 und 2,
bei einem gerechten Spiel trotz der Anwendung eines Spielsystems
Jfast sicher® der Saldo nach n Wiederholungen des Spieles, divi-
diert durch die Anzahl derjenigen Wiederholungen, bei welchen
tatsiichlich mitgespielt wurde, mit wachsendem n gegen Null
konvergiert, ‘
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Beweis: Wir definieren die Funktionen [/ (x) fir n--1,
. durch die Bezichungen
In(x)

2 A, ()=

. =1
und setzen
T l(x) (x) G, (x) (=9, (x)
Wir zeigen iﬁn%ichst, daBl
1 1

3 f P, (%) 9, (%) dx = [ 9, (x)dx=0

0 0 .
fir alle n>m gilt. £,

ni

sei die Menge derjenigen x, fur welche
I (x)==1iist. E, zerfallt in h&chstens abzihlbar viele Intervalle

E,=2'd}, wobei in jedem Intervall d alle Funktionen c, (%),

y=1

é, () .-, € 9~ 1(x) konstant sind. Es ist

fq’m(x)q’ (x) dx “"fAl (x)(x) <€y (\)(x) Al (x)('x) €, (a)(x) dx =
2 7

demn A4, ,(x).¢; (1), 4, (,(x) ist in d® konstant, da lm (x)
< [ (x) ist und

[ e @ =145 (2p— L g) —o
d(?‘) 7
ist. Wegen (0,1} = 2 ME . mZ’d( gilt daher (8). Die Funktjonen

(ny1) (ny 4, %)
(x) bilden demnach em gememsam beschrinktes, orthogonales

Funkhonensystem mltf'y (x) clx—O Fir solche Systeme gilt

jbekannthch 1) hm qu (x) 0 fast Uberall. Wegen

. 1) Dies ist genau das s’tarke Gesetz der groBen Zahlen in einor Formu-
lierung, wie sie z. B. bei Al. Rajchman, Zaostrzone prawo wielkich liczb, Ma-
thesis Polska, 6 (1932) p. 145—161 gegeben wird. Fiir den dort angewendeten
‘Satziiber Orthogonalsysteme vgl. S. Banach, Sur la valeur moyenne des fonctions
orthogonales, Bull. Aec, Crac., 1919, p. 66—72.
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L,(x)

Z’(pm (x) AZ:AI,V (x) (X) * c1,,,(x) (x) 2‘41» (x) - C, (x)
P == y==1

v ==l
n = ln(x) = (%)
LE LES

gilt daher (2).

Wird insbesondere A (x)==1, p=qg=1/2 gesetzt, so erhilt
man die folgende Verschirfung eines Boreschen Satzes: Entfernt
man auf beliebige Weise in den dyadischen Entwicklungen aller
reellen Zahlen des Intervalles (0,1) gewisse Ziffern, mit der ein-
zigen Beschrinkung, daB, falls die n-te Ziffer in einer Zahl x
gestrichen wird, in allen anderen Zahlen, die dieselben (n—1)
ersten Ziffern wie x haben, ebenfalls die n-te Ziffer gestrichen
wird, so ist fiir alle x mit Ausnahme einer Menge vom Mafe
Null der Grenzwert der relativen Hdiufigkeiten der Nullen und
Einser unier den nicht gestrichenen Ziffern gleich 1/2.

(Regu par la Rédaction le 14. 6. 7933).





