Uber die Permutationsgruppe der natiirlichen Zahlenfolge?)
von

J. SCHREIER und S. ULAM (Lwéw).

Wir betrachten die eineindeutigen Abbildungen f(n), der
Menge N aller natiirlichen Zahlen auf sich selbst. Diese bilden
in Bezug auf die Zusammensetzungsregel fg—-f{g(n)} eine Gruppe,
die wir in Hinblick auf die Bedeutung der symmetrischen Gruppe
S, die aus allen eineindeutigen Abbildungen einer Menge von n
Elementen auf sich selbst besteht, mit Sw bezeichnen. In derselben
Analogie nennen wir die Abbildungen auch Permutationen.

Wir werden in dieser Arbeit zwei Sitze tiber die Gruppe
S« beweisen. Der erste trigt einen rein gruppentheoretischen
Charakter und fiihrt zur Bestimmung aller Normalteiler von Se.
Der zweite, der auch rein kombinatorisch formuliert werden kdnnte,
erhilt eine klarere Fassung, wenn man ihn in folgende topolo-
gische Form kleidet. Man bezeichnet als Abstand der Permuta-
tionen f(r) und g(n) die Zahl

& [ ) —g®| [ —g” )|
® 22 (1+|f<n>——g(n>t 1+|f—l<n)_—g~1<n);)'

Dann wird S« ein metrischer, vollstindiger Raum?). Der Satz 2
besagt dann, dafl dieser Raum eine iiberall dichte Untergruppe
enthilt, die von drei Elementen erzeugt wird.

n=1

§ 1. Die Normalteiler von .S .

1. Bezeichnungen. Essei V die Menge der natiirlichen
Zahlen, f(n) eine Permutation dieser Menge. ™ (n) bedeute die

') S. unsere Note in C. R. 197 (1933) p. 54—55. Sur le groupe des

permutations de la suite des nombres naturels.
?) 5. Banach, Théorie des opérations linéaires, Warszawa 1932, p. 229,
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zu f(n) inverse Permutation, f*(n) die %-mal angewendete ltera-
tion von f(n), f7* (n) aber die k- mal angewendete [teration von
£ (n), fO(n) die Identitit.

Man kann fiir die unendlichen Permutationen eine der aus
der endlichen Gruppentheorie wohlbekannten analoge Zerlegung
in elementfremde Zyklen definieren. Am einfachsten geschieht
dies auf folgende Weise. f(n) sei die gegebene Permutation. Man
teilt die natiirlichen Zahlen in Klassen, indem man zwei Zahlen
n, und n, zu derselben Klasse rechnet, wenn es zwei ganze
Zahlen i, und i, gibt, so daB f(n,)=f?(n,) ist.

Nun sieht man leicht, dafl wenn eine Klasse aus endlich
vielen Elementen besteht, diese so angeordnet werden kénnen

(nyyny,...0m,)

daBd n,—f(n), ny=f(n,) ... ny=f(n) ist. Wir sagen dann:
n;,n,,...n, bilden einen s-Zyklus. Besteht dagegen eine Klasse
aus unendlich vielen Elementen, dann kdnnen diese so in eine
Folge vom Typus «w*+ @ angeordnet werden

(.on_g,n_,, n—.w"ornlvnz’"s’“')’

daf} f(n)=n;, fir alle ganzen j ist. Wir sagen dann: ...n_,,
N_yyM_jy sy Ny, Ty, ees bilden einen unendlichen Zyklus.

Bei gegebenen f und natiirlichem s bezeichnen wir mit k;(s)
bzw. k,(w0) die evt. unendliche Anzahl von s-Zyklen bzw. un-
endlichen Zyklen, die bei der oben angegebenen Zerlegung von f
in Zyklen entsteht. Nun kann man eine notwendige und hinreichende
Bedingung dafiir angeben, dafi zwei Permutationen f und g mit-
einander konjugiert sind. (D. h. daf es eine Permutation A gibt, so
daB A7'fh (n) =g (n) ist). Sie besteht darin, daf fiir jedes natiir-
liche s, k;(s)==k,(s) und k;(w)=Fk (o) ist. (Das Gleichheits-
zeichen ist im Sinne gleicher Machtigkeit zu verstehen).

Eine Permutation nennen wir endlich, wenn f(n) == n nur fiir
endlich viele n gilt.

2. Wir formulieren jetzt den ersten Satz:

Satz 1. Ein (von Se verschiedener) Normalieiler D kann
nur aus lauter endlichen Permutationen bestehen.

Wir setzen also voraus, daB D wenigstens eine nicht endliche
Permutation ¢ enthilt und wollen beweisen, dal D =S« ist. Wie
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man leicht einsieht, ist dann entweder

@ Bk, 0=
oder
2 k,(0)>0.

3. Lemma 1. D enthalt ein f mit k,(2) = .
Beweis. Es sei zunachst (1) erfiillt, und
3) (ny,ny, .- nkl) (nkl_%_1 yons nk2). . (nkH_l) yeen n"i»]-l) cen
die laut (1) in der Zerlegung von ¢ enthaltene unendliche Folge

von endlichen Zyklen, deren jeder mindestens zwei Zahlen enthalt.
Wir bestimmen eine Permutation ¥ (n) so, dafl sie die Zyklen

(n2,nk1+1, Ny, "'nkl) ("Iq-l—'z’ Ry Mpgnsees nkz)
T (n’*zri'z » Ty 141 Mgt n"21+1) (nk2i+1+2’ Py 19

4) "'nk2i+1+3""nk2z+>"'

bildet, fiir die Werte von n, die in(3) nicht auftreten, aber mit ¢
tibereinstimmt. Man sieht sofort, daf kq)(s)zr::k,l,(s) fiir alle s und
k(o) =k, () ist, daB also ¥ mit ¢ konjugiert ist. Da D Normal-
teiler ist und laut Voraussetzung ¢e D ist, so ist auch ye D. Wir
setzen f(n) =@ (n); f gehort also zu D. Die Anwendung von
. (3) und (4) ergibt fiir jedes & @(n, 1) = my, 1y) also f("/ewl»x)
:wq7<"k2s—l—1)=w(nk2i+1+2)znkm-}-rl-l’ und (’J(nkmqr\“l) RREOYIREEY
also f(k2;+x+1) = q)("kzg+1+l) = ‘P("@H.H«z) ==n, ., - Bei jedem i
bilden daher n, . L und 7, ., einen 2-Zyklus, der in der Ent-

wicklung von f auftreten wird. Also ist k,(2)=o0.
Ist (1) nicht erfiillt, dann gilt (2). Es sei

) (...ngyny,ny,n,,...)

einer der unendlichen Zyklen, die in der Entwicklung von ¢,
laut (2), auftreten. Wir bestimmen eine Permutation 1 (n) so,
daf} sie den Zyklus

(6) (oonysmy,my,my,my, . Tyitar Paidss Mpeds Pypay oo )

bildet, fiir n=ny, n,, ny, n,, ... dagegen mit ¢ iibereinstimmt, Ebenso

Permutationen natiirlicher Zahlen. 137

wie frither erkennt man, dafl ¢ und y konjugiert sind, daher ye D,
und f(n) ==Y @(n)eD. Die Anwendung von (5) und (6) ergibt:
P (g iy) == nyypy, also f () =v9(n, ) =y (M) = Myiys
und f(ny, ) =Y P(n, )=y (nyp 9 =14, . Bei jedem natirli-
chen i bilden also n,, ; und n., einen 2-Zyklus, der in der
Entwicklung von f auftreten wird. Also ist ki(2)=o0.

4. Es bezeichne U die durch die Bedingungen k(s) =00,
ftir s=1,2,... und k;(00)==0c0 bestimmte Klasse konjugierter
Permutationen.

Lemma 2. D enthilt U.

Beweis. Laut Lemma 1 enthilt D ein £, mit k(2)=oo.
Die Entwicklung von f; enthilt also die 2-Zyklen (n,, n,) (n,, n,)
(15, ng) ... f, werde durch die Bedingungen bestimmt: £, (n) =f, (n)
fir n4=n,, n,, n,...; fiir diese n aber bildet f, die Zyklen (n,, n,)
(ngsng) (g, m9) o (s Mgiyn) (Mgryss Miys) (Tgrpas Mgiye) - -
Man sieht leicht ein, daf f,(n) zu f,(n) konjugiert ist, daf} also
F(n)=/£,f, (n) zu D gehért, daB f(n,) =n,, f(n,) =n,, f(n,)=n,

f(ng)) =ng..., also

@ k(l)=co
und f(ng) =ng, f(ng)=n,, f(n)=ny, f(n)=n,..., also
® ky(2) = oo

ist. Um mehrfache Indizes zu vermeiden, bezeichnen wir wieder

die Zahlen, die in f laut (8) 2-Zyklen bilden, mit
C)] (n,,ny) (ny, n) (ng,ng) ... .

Wir teilen die Zyklen (9) in unendlich viele unendliche
Mengen S;,S,,... . Die Menge S, ., bestehe aus den Zyklen
(10) @, @, (g=1,2...).

Fiir die Zahlen n, die unter den 4 in (10) auftreten, sei eine Per-
mutation g (n) so erklart, dafi sie die 2-Zyklen

X, 20y O, 2% o (g, D) (g, Argpa) oo (Rdgy Do)
(11) e (;L;,sq+2 9 XZS(#{-B) S (lg(x-l—l)q ) ]"qu-l—l)
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bildet. Die Menge S,, bestehe aus den Zyklen
12) (U], m) (U3, ). -
Fiir die Zahlen n, die unter den u in (12) auftreten, sei g(n) so
erklart, dafl sie die Zyklen
(13) () (g, u) (g 1) -
bildet. Fiir alle ibrigen n sei endlich g(n)==f(n). Unter Beach-
tung von (7) folgt, daB f und g konjugiert sind. Also gehort
@(n) =g f(n) zu D. Nun zeigen wir, daB ¢ zu U gehdrt. Wegen
(7) ist zundchst k (1)==00. Fiir ¢ >1 folgt aber aus (10) und
(11), daf} die Zahlen }LZS,,H , AZS,,_|_3, 2,;’,,,,4,‘5, cee AZ(HW,,M] bei jedem
natiirlichen s in ¢ einen g-Zyklus bilden. Also ist k, (q) == o0 Fiir
jedes ¢. Es ist aber auch k (0)==oc0, denn wegen (12) und (13)
bilden bei jedem natiirlichen ¢ die Zahlen ¢, u7,... in ¢ den
unendlichen Zyklus (...u?, o, ul, uf, ¢, ¢l,...). Da D Nor-
malteiler ist, enthélt es mit pe U ganz U.

5. Lemma 3. D enthilt jedes h, fiir welches &, (1) -- o0 ist.

Beweis. Es sei also ein beliebiges A mit
19 k) =w, kQ2)=r,, k,B)=ry,... k(0)=r,
gegeben. Die r sind ganz >0, oder gleich . Es bezeichne f
eine beliebige Permutation, die zu U, also auch zu D gehért.
Esist k(1) = 0. Es sei f(n))==n,, f(n))=n,,... diese unendli-
che Folge von 1-Zyklen in £ Die Permutation A'(n) sei folgen-
derweise erkldrt: Fir n==n;,n,, ng,... ist A'(n)==n, fir diese
n aber sei A’ so erklart, daf} k,(s) = k,(s) ist, fiir jedes endliche
und unendliche s. Daher ist A" mit & konjugiert. Wir setzen
gn)=fh(n). Fir nd=n,n, n,.... ist g(n)==f(n), und da, laut
der Annahme fe U, f unendlich viele Zyklen jeder Art aus den
von n,,n,,... verschiedenen Zahlen bildet, gehdrt auch g zu U

und daher zu D. Damit aber gehort auch A== f""g und A zu D,

w. z. b, w.

6. Lemma 4. D=S,.

Beweis. Die Permutation A(n) erfiille zuniichst die Be-
dingung

(15) ky(w0)+ B, (5) == o,
s==1
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d. h. die Menge der Zyklen, in die A zerfillt, sei unendlich. Wir
teilen dann diese Menge in zwei unendliche Mengen' M und M.
Die Zahlen, die in den Zyklen der Menge M auftreten, bezeichnen
wir der Reihe nach mit ny, ng, ne,... . Wir setzen f(n) =n fiir
n==ny, Ny, v und f(n)==h(n) fir n==n,,n,,..., ferner g(n)=n fir
n==ny,n,...und g(n) =h(n) fir n=n,, ng,... Esist k. (1)==o0
und k(1) ==o0, also fe D und ge D laut Lemma 3.

Da aber h(n)=fg(n) ist, gehdrt auch h zu D. Jede Per-

mutation, die (15) erfiillt, gehdrt also zu D. Wenn man noch die
Formel

[(1,2) 3, 4)(5,6)..101)(2,3) (4,5)..] =[(-..6,4,2,1,3,5,7..)]

beachtet, sieht man, daB jeder unendliche Zyklus zu D gehort,
da er als Zusammensetzung zweier Permutationen, die (15) er-
fullen, erhalten werden kann. Jeder endliche Zyklus gehdrt schon
laut Lemma 3 zu D. Eine Permutation, die (15) nicht erfiillt, also
in endlich viele Zyklen zerfallt, gehdrt als Zusammensetzung dieser
Zyklen zu D. Damit ist der Beweis des Satzes 1 beendet.

7. Aus dem bewiesenen Satze folgt sofort, dafl die Faktor-
gruppe nach dem von allen endlichen Permutationen gebildeten
Normalteiler .S einfach ist. Dieser Normalteiler besitzt die Gruppe
aller geraden endlichen Permutationen A als Normalteiler mit einfa-
cher Faktorgruppe. Man beweist die Einfachheit von A mit dersel-
ben Methode, die zum Nachweis der Einfachheit der alternierenden
Gruppe A, fiir n >4 dient. Wenn noch E die aus der Identitit
bestehende Gruppe bezeichnet, so bildet

S.DSJADE
die Joroan-HoLpersche Kompositionsrethe von S, .

8. Da jede Ustergruppe mit dem Index 2 notwendig Normal-
teiler sein muB, so folgt aus unserem Satze, daf} S, keine Unter-
gruppe mit dem Index 2 enthidlt. Es ist also nicht moglich den
Begriff ,gerade Permutation“ auf unendliche Permutationen zu
iibertragen, d.h. alle Permutationen so in zwei Klassen A und B
einzuteilen, daB die Zusammensetzung zweier Elemente aus der-
selben Klasse zu A, aus verschiedenen Klassen aber zu B gehdre.
Dies hat zur Folge, daB man einen ,Simplex“ mit unendlich vielen
Eckpunkten nicht orientieren kann.
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§ 2. Die Erzeugenden von S,.

1. Wir betrachten jetzt .S, als einen metrischen Raum, in
dem der Abstand zweier Elemente mittels der Formel (B) der Ein-
leitung erklirt ist. Wenn {f,(n)} eine Folge von Permutationen
bezeichnet, so bestitigt man leicht, dafi die notwendige und hin-
reichende Bedingung dafiir, dal die Folge {f,(n)} gegen eine
Permutation f(n) konvergiert, sich so fassen lafit: zu jedem natiir-
lichem N gibt es ein /(V), so daf fir i>/(N), n<N, f,(n) = f(n)
ist. Daher ist der Raum .S, separabel: die abzihlbare Menge
aller endlichen Permutationen liegt in ibm tberall dicht. Wir
werden jetzt drei Permutationen ¢ (n), ¥ (n), x(n) angeben, so
daf die von ihnen erzeugte Gruppe, und zwar sogar die Permu-
tationen der Gestalt

(1) e =@y gyt g () (p=1,2,..05 9771,2,..)
in S, tberrall dicht liegen. Wir haben also folgenden Satz zu

beweisen.

Satz 2. Es gibt drei Permutalzonen q)(n), wn), z(n)
derart, daf} wenn I, 1,,... [, r gegebene, untereinander verschie-
dene, natiirliche Zahlen sind, es ein «(n) der Gestalt (1) gibt, so
daf () =1 fiir v=1,2,... r ist.

2. Definition von ¢, ¥, x. Wir teilen die Menge aller
natiirlichen Zahlen in unendlich viele, unendliche und elementfremde
Mengen: N=S +.5,+S,+... . Als ¢(n) nehmen wir eine belie-
bige Permutation, die die Bedingungen

P(S)=35,+S,, (S)=3S;, ¢(S)==5,,..
erfiillt, als ¥ (n) dagegen eine Permutation, die die Bedingungen
IP(S):”S S)=S1+Sz’ ¢<53)==S4, 'P(S4)m55
erfiillt. Daraus folgt:
2) qJ(S)wS—I-S-i- -I-S_H,t/J(S) ------

Wir bezeichnen mit {7}) die Folge aller endlichen Systeme von
' 2r Zahlen (rbeliebig) aus S;: AP, AP, ... 4%, B p® g0

die die Bedingungen A% 4® BP+ B f,k) fir vk u  erfiillen,

; oo
Wir setzen

ill
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3) YA =CP v =1,9,...r
und

4 B =DW; v=1,2,...r
Es ist nach (2) Cf,l")C,‘S'k_l_2 und Df,") CSH_2.

Als % (n) nehmen wir eine beliebige Permutation, die jede
der Mengen S, in sich selbst iiberfiihrt und dabei die Bedingung
(5) 1(CH=DY @=1,2,..0.
erfiillt.

3. Beweis Es seien die untereinander verschiedenen
Zahlen [, I,,... I gegeben. Man wihle ¢ so grof}, dafl die Menge
S Syt S(, d\e Zahlen 1,2,...r, 1,1,,...1 enthdlt. Die
Zahlen ¢~ (1), 97 @), ..o @, 97T, D),
gehdren laut (2) zu S;, und bilden daher ein System 7. Es ist
also

© =4 0=12,...9
und ‘
@ g () =BY v=1,2,...1)

Wir setzen p==0—1, ¢ =/ und behaupten, daB die mit die-
sen Werten laut (1) gebildete Permutation a(n) die Bedingung
a(@) =1, #==1,2,...r) erfillt. Man hat aber, zu diesem Zwecke
nur nacheinander dle Formeln (6), (3), (5), (4), (7) anzuwenden.
Damit ist aber Satz 2 bewiesen.

(Regu par la Rédaction le 16. 11. 1933).





