Uber Folgen linearer Operationen

von

S. MAZUR und W. ORLICZ (Lwéw).

In dieser Note iibertragen wir verschiedene aus der Theorie
der Riume vom Typus (B) bekannte Sitze iiber die Folgen von
linearen Operationen auf den Fall der Raume vom Typus (F).
Wir fiigen auch einige Anwendungen hinzu, die vielleicht zeigen,
welchen Nutzen man aus diesen Verallgemeinerungen ziehen kann.

1. Ein linearer, metrischer und vollstindiger Raum X heifit
ein Raum vom Typus (F), wenn er die folgenden Eigenschaften
besitzt (x', x”, x, sind Punkte aus X und ¢ ¢ reelle Zahlen):
1° (x, ") =(x ——x” 0); 2° aus x,~0 folgt ix, —>0 3° aus £ ~0
folgt £ x~0. In einem solchen Raume ist also jede Translation
eine isometrische Abbildung; die Addition von Elementen x'-+x"
ist stetig und die Multiplikation der Zahlen mit Elementen £x
jedenfalls partiell stetig, nach ¢# und x. Man bezeichnet mit | x|
die Entfernung des Punktes x vom Nullpunkt?).

Eine Punktfolge {x,} heifit beschrinkt, wenn ¢ x —0 fir jede
gegen 0 konvergente Zahlenfolge {¢,}; eine Menge 'R C X heifit

beschriankt, wenn jede aus ihr herausgegrlffene Punktfolge be- -

schrénkt ist 2). Daraus folgt sofort: Ist die Menge R C X beschriinkt,
so gilt £ x>0 gleichméaBig in R, fiir jede gegen O konvergente
Zahlenfolge {£}; mit der Umkehrung dieses Satzes werden wir
uns in 4 befassen. Ist die Menge R CX beschrinkt, so hat sie
erst recht einen endlichen Durchmesser oder, was auf dasselbe
hinauskommt, es gilt der folgende Satz:

!) Vgl S. Banach, Théorie des opérations linéaires, Warszawa, 1932,
p. 35—37. '

%) Diesen Begriff hat schon Herr S. Banach bei einer anderen Gelegen-
heit untersucht. :
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1. Ist die Menge R C X beschrdnkt, so gibt es eine Zahl IV,
so daf |x| <N fir xeR gill. — Denn sei x ¢R, |x,|>+ ©;

wir wihlen natiirliche Zahlen &, so dafl £~ 4, Zl—[x"‘a-i-oo;
wegen }klxn|>%]xn] ist dann auch ]%xn}»-i-oo; die Punkt-

folge {x,} ist also nicht beschrankt.

Die Umkehrung hiervon gilt nicht allgemein, wohl aber
z. B. fiir Riume vom Typus (B).

Unter einer Operation schlechthin werden wir immer eine
in .einem Raume X vom Typus (F') erklirte Funktion mit Werten
aus einem ebensolchen Raume Y verstehen. Die Operation U(x)
heiit additiv, wenn stets U(x'+ x")= U (x') + U(x"); eine addi-
tive und stetige Operation nennen wir linear. Ist eine additive
Operation in einem Punkte stetig, so ist sie schon linear; eine
lineare Operation U(x) ist homogen, d.h. stets U(zx) =1U(x)?).

Ist U(x) eine lineare Operation, so ist ersichtlich das Bild
U(R) einer beschrinkten Menge R CX auch beschrinkt; die
Umkehrung gilt in der Form:

2. Fiihrt eine addztwe Operation U(x) jede gegen C kon-
vergente Punktfolge in eine beschrdnkte iiber, so ist sie linear. —
In der Tat sei x,€X, x,»0; wir wihlen natiirliche Zahlen £ , so
daB k,~+ 0, k |x,|>0; wegen |k, x,|<k,|x,| ist dann auch
k,x,~0; nach Annahme ist die Folge {U(k, x,)} beschrankt, mit-

hin U(xﬂ)——:;l— U(k,;x,)~0; die Operation U(x) ist also im Null-

punkte stetig.

2. Nun mdgen einige Eigenschaften von Folgen linearer
Operationen bewiesen werden. Den Ausgangspunkt bildet der
folgende Satz:

3. Ist die Folge der linearen Operationen {U (x)} in jedem
Punkte beschrinkt, so gibt es zu jedem ¢ >0 ein 6 >0, so daf
|U (0| <& (n=1,2,...) fiir |x| <0 gilt*). — Bei natiirlichem k

sei R, die Menge der Punkte x, fiir die i% U (x) 1<‘5/2 (n=1,2,...);
die Mengen R, sind offenbar abgeschlossen und X=R,+R,+...;

3 L e 1), p. 23 und 36—37.
%) Fiir den Fall der Riume vom Typus (B) vgl L e 1), p. 80.
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da der Raum X von zweiter Kategorie in sich ist, so enthilt eine
der Mengen R,, etwa R, , eme Kugel; sei x, ihr Mittelpunkt und

7 ihr Radius. Dann ist U (x+ x)] el fiir |x|<<r und

insbesondere

‘%}Un(xo)l<¢/2 (n=1,2,...). Wegen ,El(; U (x) \ <K

1 1
£ Unley +2) |+ | 7 Uxa)

ist mithin

/—i;Un(x)\éafﬁfleg

r, und schlieflich | U, (¥)| = | kLU"(kox)’l Lo fr| x| <0 (n=1,
(1]

y-o.)y falls nur | kyx| <r fiir |x]|<<Jd

Ohne weiteres ist zu sehen, daB auch die Umkehrung von 3 ‘

gilt. Es sei hier noch folgendes bemerkt: Die im Satze 3 vorkom-
mende Eigenschaft: (¢) Zu jedem &> 0 gibt es ein d > 0, so dafl
U, ()| <e (n=1,2,...) fiir |x|<J gilt — ist mit jeder der
folgenden Eigenschaften dquivalent: (8) Ist x ¢ X, x ~0, so ist
U, (x,)~>0; (») Ist die Menge R C X beschrénkt, so gilt £ U, (x)~0
gleichmaBig in R, fiir jede gegen 0 konvergente Zahlenfolge {# };
(0) Ist die Menge RC X beschriankt. so ist es auch die Menge
U R+ U,(R)+.... Wir iibergehen den einfachen Beweis.

Als eine interessante Anwendung von 3 ergibt sich zuerst,
dafl die Multiplikation der Zahlen mit Elementen nicht nur partiell
stetig, sondern auch stetig is¢®). Man hat offenbar nur zu zeigen:
Ist {t | eine gegen O konvergente Zahlenfolge, so ist £, x ~0, fiir
jede gegen O konvergente Punktfolge {x }. Wir setzen U (x) == X
(n=1,2,..)) im Raume X; die Folge der linearen Operatlonen
{U,(x)) ist offenbar in jedem Punkte beschrinkt; nach dem Vor-
angehenden steht ihr also die Eigenschaft (6) zu, womit schon
alles bewiesen ist.

Unter Berufung auf letztes Ergebnis folgt leicht:

4. Gibt es Zahlen t +0, so dafy 1 x—~0 gleichmdfig in
RCX gilt, so ist die Menge R beschrinkt. — Angenommen in
der Tat, es gébe eine aus R herausgegriffene Punktfolge {x,}
und eine gegen 0 konvergente Zahlenfolge (s}, so da stets

s
|s,x,|>&>0; sei {k } eine Indizesfolge mit ;-"--*0; wegen £, x, ~0

n

) L e 1), p. 232.
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Sk
miifite dann auch s, x, =?—" (t,x,)~0 gelten, entgegen der

Annahme.

Aus der Stetigkeit der Multiplikation ergibt sich noch: Jede
konvergente Punktfolge ist beschrinkt. Konvergiert also die Folge
der linearen Operationen in jedem Punkte, so ist sie auch in
jedem Punkte beschréinkt; wir behaupten nun:

5. Ist die Folge der linearen Operationen (U, (x)} in jedem
Punkte beschrinkt und in den Punklen einer dichten Menge RC X
konvergent, so konvergiert sie in jedem Punkte®). — Zum Beweise
sei x,¢ X und ein ¢ >0 vorgegeben; nach 3 gibt es ein 6> 0,
so daB [U, (x)|<e (n=1,2,...) fiir |x| <7 gilt; da ferner die
Menge R dicht ist, so kann man ein x€R mit [x,—x |<d
wihlen; dann ist |U (x) —U, (x)| <|U,(x,—x,) | < e (n=1,2,...).
Wegen |U, (x) — U, () | < [U,(x) — U, (x1)1+|U () —U, (5
+1U, (x) — U, (x| *erhilt man so U, (x)—U (xu)l <83, fir die
der Bedmgung U, (x))—U, L () | <é~‘ genugenden — und demnach
fiir alle hinreichend groﬁen — Indizes p, g; die Folge {U ()}
ist also konvergent.

Sei P ein aus beschrinkten Funktionen bestehendes Orthogonalsystem
in (0,1}; es bezeichne s, (x), fiir jede dem Raume (L) angehérende Funktion
x (), die n-te Partialsumme der Entwicklung von x(f) nach dem System .
Sei ferner M (f) eine fiir alle reelle ¢ erklirte, stetige und fiir £ > 0 monoton

wachsende Funktion mit den Eigenschaften: M(0)=0, M(—f)=M{) >0
1

fir >0, M() >+ fiir £ - 0. Wir behaupten: Ist im | M (s, (x)) dt <
n——>000

4 o fiir alle xe (L), so ist die Felge {s, (x)} fiir jedes x ¢ (L) asymptotisch
konvergent. Denn zunichst sind die Operationen s, (x) offenbar linear, wenn
man sie als Operationen mit den dem Raume (S) der mefibaren Funktionen ange-
hérenden Werten betrachtet?); ferner ist ersichtlich die Folge {s,(x)} in den
Punkten einer in (L) dichten Menge kouvergent. Mit Riicksicht auf 5 bleibt uns
noch also fibrig zu zeigen: Die Folge {s,, (x)} ist fiir jedes x€ (L) beschrinkt. Sei
x9€ (L) und {¢,} eine gegen O konvergente Zahlenfolge. Es bezeichne £,

bei natiirlichem n und €>0 — die Menge aller € (0,1 mit [, s, (x| >=. Aus

1
(Mis, (xp)dt > M (ti) dt = ]EHEIM(-:—), | Enel < —1—5—§M(s,, (xo)) dt
0 Eng n n M(“) 0

n

¢) Fiir den Fall der Réume vom Typus (B) vgl. I e !), p. 79—80
") Wegen der Definition des Raumes (S) vgl L e. ¥), p. 9—10.
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1
und M (=) -+ 0, lim S M (s, (xp)) dt <+ o ergibt sich sofort | E,, |- 0;

[ n—>e Y
demnach ist die Folge {t,s, (x;)} asymptotisch, d. h. im Raume (S), gegen 0
konvergent.

Es gilt weiter der Satz:

6. Ist die Folge der linearen Operationen {U (x)} in jedem
Punkte gegen U(x) konvergent, so ist die Operation U(x) linear®). —
Denn zuerst ist offenbar die Operation U(x) additiv; es geniigt
also zu zeigen, daB sie im Nullpunkte stetig ist. Sei ein ¢ >0
vorgegeben; kraft 3 gibt es ein ¢>>0, so daf} |U (x)| <& (n=1,2,...)
fir | x| <0 gilt; durch Grenziibergang folgt daraus | U(x)|<e
fir |x|<d, und damit ist schon alles bewiesen.

Zum Schluf} fiigen wir noch einige Bemerkungen iiber das
Prinzip der Kondensation der Singularititen. Sei {U,(x)} eine
Folge von linearen Operationen und B die lineare Menge der
Punkte, in denen diese Folge beschrinkt ist. Dann gilt: B ist
entweder won erster Kalegorie in X oder mit X identisch?). Um
dies einzusehen geniigt es zu bemerken, daB die Behauptung des
Satzes 3 ihre Giiltigkeit behilt, wenn wir voraussetzen, daf B von
zweiter Kategorie in X ist; der Beweis verbleibt iibrigens fast
ohne Anderung. Ist X die Konvergenzmenge der Folge (U, (x)},
so erkennt man ebenso leicht: K ist entweder von erster Kategorie
in X oder mit X identisch%). Angenommen in der Tat, K sei
von zweiter Kategorie in X; wegen K'C B mufl dann B = X sein;
da aber ersichtlich K als eine lineare Menge von zweiter Kate-
gorie in X, umsomehr in X dicht ist, so folgt aus 5 die Richtig-
keit unserer Bemerkung. Nehmen wir jetzt an, daB eine Dop-
pelfolge linearer Operationen {U,,(x)} gegeben ist und bei je-
dem p ein Punkt x, existiert, in welchem die Folge Up1 (x), U”(x),...
nicht beschrinkt (bzw. divergent) ist; nach dem Obigen ist
dann die Menge B, (bzw. K)) der Punkte, in denen diese Folge
beschrinkt (bzw. konvergent) ist, von erster Kategorie in X, und
folglich besitzt die Menge B, + B,+... (bzw. K, +K,+...) die-

selbe Eigenschaft; insbesondere also kann man einen Punkt X,

®) Dies ist in einem allgemeineren Satze von Herrn S. Banach enthal-
ten; l. e 1), p. 23—24,
%) Fiir den Fall der Rdume vom Typus (B) vgl. . c. Y, p. 80.

1%) Dies ist ein spezieller Fall eines Satzes von Herrn S. Banach;
Loc '), p 24
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so wiahlen, daf} keine der Folgen Um(xa), U‘Dﬂ (%), ... beschrankt
(bzw. konvergent) ist!?).

3. Die Operation U(x) heiBt quasi-linear, wenn sie stetig ist und dabei
stets |U(x' +x") | <|UX) |+ |U") ]|, |U(tx)| =t U(x)]|. Der Satz 3 bleibt
wahr auch fiir quasi-lineare Operationen:

3'1. [Ist die Folge der quasi-linearen Operationen {U,(x)} in jedem
Punkte beschrinkt, so gibt-es zu jedem = > 0 ein 8 > 0, so daff [U, (x)]| <<
(n=1,2,...) fir |x|<3 gilt;

der Beweis verliuft ohne Anderung. Als Analogon zu 5 erhalten wir:

5'1. Ist die Folge der quasi-linearen Operationen {U (x)} in jedem
Punkie beschriinkt, und konwvergiert die Folge {|U, (x)|} in den Punkten einer
dichten Menge R C X, so ist die Folge {| U (x)|} in jedem Punkte konvergent;

der Beweis von 5 behilt seine Giiltigkeit, wenn wir in ihm | U, (x)| statt
U, (x) setzen und 31 beriicksichtigen. Schliefilich, auf dieselbe Weise wie 6
aus 3, folgt aus 3-1: )

6'1. Ist die Folge der quasi-linearen Operationen {U,(x)} in jedem
Punkte gegen U(x) konvergent, so ist die Operation |U(x)| stetig.

Sei {U, (x)} eine Folge von linearen Operationen mit den dem Raume
(S) der meBbaren Funktionen angehdrenden Werten; es bezeichne U, (x; 1),
fir jedes x€ X, den Wert der Fuoktion U, (x) im Punkte #. Von Herrn S. Ba-

nach rithrt der folgende Satz her'?): Ist lim | U, (x;0)| <+ oo fast iiberall fiir
n->c

alle x€ X und konwvergiert die Folge {U, (x:t)} fast iiberall fiir alle x, die
eine in X dichte Menge bilden, so ist sie fiir jedes x € X fast itberall konvergent.
Mit Benutzung von 61 kann man nun den Beweis dieses Satzes in einfacher
Weise so erbringen. Wir setzen V) (x;t) = mex (| U (x; &}, | Uy(x;4) |,...
[ U358 |) (n=1,2,...} und V(x;#) = obere Grenze (|U, (x; |, |U,(x; )],
) Wi t) =Tim Uy(x;8) — lim U, (x; ) fiir x¢ X und fastalle t€ (0, 1),
n - o ©
Die Operationen V, (x) sind offenbar quasi-linear, wenn man sie als Operationen
mit Werten aus dem Raume (S) betrachtet; da ferner, wie aus der Voraus-
setzung sofort folgt, die Folge {V, (x;#)} fast iiberall — umsomehr also asymp-
totisch — fiir jedes x€ X gegen V(x;?) konvergent ist, so konvergiert die
Folge {V,(x)} in jedem Punkte gegen V(x). Kraft 6°1 ist also die Operation
V(x) im Nullpunkte stetig und wegen der evidenten Ungleichung (W (x)|<C|2V (x)|
besitzt die Operation W (x) dieselbe Eigenschaft; da auBerdem stets ||W (x')|
— W) || <| W' — x") |, so ist die Operation |W(x)| stetig. Nach der
Annahme ist nun W (x) =0 in den Punkten einer in X dichten Menge; aus der
Stetigkeit von |W(x)| ergibt sich, daB dies in jedem Punkte stattfindet, wie

behauptet. )
(Recu par la Rédaction le 12. 12. 1933).

1) Vgl. I. e !), p. 24—25 und 81,

12) S, Banach, Sur la convergence presque partout des fonctionnelles
linéaires, Bull. Se. Math. 50 (1926) p. 2732, 36—43; vgl. auch: S. Saks,
Sur les fonctionnelles de M. Banach et leur application aux développements des

fonctions, Fund. Math. 10 (1927) p. 186 —196.





