Uber die gegenseitigen Beziehungen verschiedener
approximativ stetiger Denjoy-Perron Integrale.

Von
J. Ridder (Groningen).

In letater Zeit sind verschiedene Integraldefinitionen gegeben
worden, welche von dem unbestimmten Integral nur approximative
Stetigkeit fordern, tibrigens den bekannten Definitionen von Denjoy
und von Perron nachgebildet sind *). Ziel der folgenden Seiten ist
es die gegenseitigen Verhiltnisse dieser Definitionen und einiger neu
hinzugeftigter niher zu untersuchen.

Es wird sich zeigen, daff eine erste Giruppe von einander aequi-
valenten Definitionen sich eng anschlieBt an die Definition des spe-
ziellen Denjoyschen Integrals und somit auch an die mit dieser
gleichwertigen Perronschen Integraldefinition. Jedes in einem Inter-
vall (a,3) unbestimmte Integral dieser Giruppe (wir nemnen es ein
o-Integral) ist wieder auf einer jeden von abzithlbar vielen perfek-
tens Mengen (Z), welche (a,b) bis auf eine (eventuell leere) abziihl-
bare Menge iberdecken, totalstetig*. Es ist sogar stetig in allen Punkten
von (a,b), nur die Punkte einer abzihlbaren Menge A ausgenommen;
in den Punkten von 4 wird es approximativ stetig sein.

Jede approximativ stetige Funktion, welche in den Punkten eines
Intervalls (a,3), mit Ausnahme derjenigen einer abzihlbaren Menge,
eine endliche einseitige Ableitung hat, ist ein a-Integral.

Die Integrationsdefinitionen einer zweiten Grruppe (die g-Integra-
tionen) sind wieder einander gleichwertig. Sie schliefen sich hei

1) Siehe J. C. Burkill, Math, Ztschr, 84 (1981), B, 270—278; Proc, London
Math, Soc. (2) 34 (1982), 8. 814—822; und J. Ridder, Math. Ztschr. 87 (1988),
8, 161—169; Fund, Matb. 21 (1933), S. 1—10.
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dem allgemeinen Denjoyschen und dem aequivalenten verallgemei-
nerten Perronschen Integral?) an. Jedes in (a,b) unbestimmte §-In-
tegral ist, ebenso wie das unbestimmte allgemeine Denjoysche In-
tegral, auf einer jeden von abzihlbar vielen perfekten Mengen (K)),
welche (a,b) bis auf eine abz#hlbare Menge tiberdecken, totalstetig.
Aus der Definition 6 geht hervor, daf es eine iiberall dicht liegende
Menge von Teilintervallen von (4,8) gibt, in welchen das unbe-
stimmte f-Integral totalstetig und umsomehr stetig ist. Jedoeh kann
man leicht Beispiele von unbestimmten g-Integralen konstruieren,
die auf einer perfekten, in (a, b)) nirgends dichten Menge, deren Ma/s
jedoch belicbig wenig vow b — a abweicht, nur approximativ stetig
sein konnen.

Ein g-Integral ist z. B. jede in (a, ) approximativ stetige Funk-
tion G(») mit der Eigenschaft, daf (a,b) Summe ist von abzihlbar
vielen perfekten Mengen (X;) und einer abzihlbaren Menge 4, der-
artig, daB jede Funktion G,(z), welche auf dem zugehtrigen E mit
G(2) zusammenfsllt und sich linear #ndert in den zu X, komple-
mentiren abgeschlossenen Intervallen von (q,5), in jedem Punkte
von (a,b), mit Ausnahme derjenigen einer abzihlbaren Menge 4,
eine endliche einseitige approximative Ableitung hat und approxi-
mativ stetig ist in (a, b).

Bei der Abfassung dieser Arbeit ist mir, auBer den zitierten Pu-
blikationen von J. C. Burkill, auch die vorziigliche Monographie
von S. Saks: Théorie de lintégrale (Varsovie 1933) von grofiem
Nutzen gewesen.

Das a-Integral.

§ 1. Definition 1. Eine Funktion f(z), definiert fir e =20,
wird tiber (a,b) @,-integrierbar sein, wenn die fiir das spezielle
Denjoy-Integral existierende konstruktive Definition ?) bei folgender
Abtinderung einer der angewandten Operationen ein fir a=x=1b

approximativ stetiges Integral fxf(:v)d(:c) liefert: es sei das
a,-Integral f,f(w)d(a:) schon konstruiert fiir jede Kombination o, 8,
welche der Bedingung ¢ <Ca' <<’ << geniigt, wobei ¢ und §

zum abgeschlossenen Intervall (a, b) gehtren sollen; wenn es dann

%) Siehe J. Ridder, Math, Ztachr. 84 (1931), 8. 234-—260, insbes, S, 2568—269.
1) Siehe z, B. B, W. Hobson, Theory of fanctions I, §§ 464—466.
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Teilmengen E, und B, von (e, §) gibt, welche in & bzw. in § rechte
bzw. linke Dichten 1 haben, derartig, dab fur o' <Cf§ and o' zu
E,, §' zu E; gehvrend der endliche Grenzwert

g
lim | fx)d=x
o >0
[l

existiert, so wird dieser das a,-Integral tiber (@,8) sein.

Definition 2. f(») wird utber (a, b) ay-integrierbar sein, wenn
es eine fiir a 5w =Xb approximativ stetige Funktion G'(x) gibt mit
den Eigenschaften: 1° G(a)==0; 2° es lufdt sich (a, b), ausgenommen
in den Punkten einer (ev. leeren) abzihlbaren Menge P, Uberdecken
von abzéihlbar vielen perfekten Teilmengen (H,), derartig, dafi fur
jedes Hj die Funktion G (x), welche auf H, mit G'(z) zusammen-
fallt und sich in den zu H, komplementiren, abgeschlossenen In-
tervallen @ des kleinsten, abgeschlossenen, H, enthaltenden In-
tervalles u, linear #ndert, totalstetig ist in w,, wihrend daneben die
Oszillationen von G(z) in den &Y eine konvergente Reihe bilden
sollen 4); 3° die fast tiberall existierende®) Ableitung von G(x) ist
fast tberall in (a,b) gleich f(). G(#) wird dann das bestimmte
o,-Integral von f(2) tber (a, %) sein (¢ <<z = b).

Die Definitionen 1 und 2 sind einander aequivalent®).

§ 2. Definition A,. f(2) sei definiert fir ¢ < o< b. Dann
soll eine filr a S =< b zu f(z) adjungierte Majorante 1, (x) den
folgenden Bedingungen geniigen: 19 ,(x) ist approximativ stetig
fir e <2 =<; 2° ¢,(a)=0; 3° es laBt sich (a, b), ausgenommen
in den Punkten einer (ev. leeren) abzéihlbaren Menge, tiberdecken
von abzihlbar vielen perfekten Mengen (H,), derartig, daB w,(x)
unterhalb totalstetig*7) ist auf jedem H*; 49 die [fast tiberall in
(a,d) existierende und endliche %)] Ableitung von o, (x) ist in fast
allen Punkten ihrer Existenzmenge = f(x).

4) Es heibt G(x) totalstetig* auf Hj.

%) Dies folgt sus Ridder, loc. cit.?), 8. 252 (3atz Xviin.

%) Biehe Ridder, Fund, Math, 21 (1988), 8. 1—10, speziell ¥ufn, 18

") D.h.die Summen von Funktionsdifferenzen: 3 {y, (b)), (0} und Z{w, (¢/) ~

— ¥ (41}, wobei ay<< ¢/ =" ist und Paare {a;, by} =u Hy gehbrends Endpunlts
sind von endlich vielen, nicht Hibereinander greifenden Intervallen, haben immer

einen unteren Limes =0, sobald die Liingensumme dieser Intervalle gegen Null
kouvergiert. Siehe Ridder, loc. cit. %), 8. 251.
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Definition B,. Eine fir a < 2 <b zu f(«) adjungierte Mi-
norante @, (x) soll den Bedingungen geniigen: 1° @, (z) ist approxi-
mativ stetig fir a S <8 2° ,(a) =0; 3° es labt sich (g, b),
ausgenommen in den Punkten einer (ev. leeren) abzihlbaren Menge,
tiberdecken von abzéhlbar vielen perfekten Mengen (P,), derartig,
daB ¢,(x) oberhalb totalstetig®8) ist auf jedem P,; 4° die [fast tber-
all in (a, b) existierende und endliche 5)] Ableitung von ¢, (z) ist in
fast allen Punkten ihrer Existenzmenge = f(x).

Satz 1. Die Differenz einer jeden Majorante v, () und einer jeden
Minorante @,(x), adjungiert zu der in (a,b) definierien Funktion f (),
ist eine nicht abnehmende Funktion ®).

Definition 3. Wenn die untere Schranke aller v, (b)-Werte
(8. Def. 4,) und die obere Schranke aller ¢, (5)-Werte (s. Def. B;)
einander gleich sind, so definiert ihr gemeinsamer Wert dos og-In-
tegral Iy(a,b) von f(x) iiber (a,b).

Satz II. Wenn das Integral I,(a, b) von f() existiert, so existiert
Iy(a, ) fiir a<<ax=b und besitzt fast wberall in (a, b) eine Ablei-
tung = f(2)19).

Es laft sich weiter zeigen, dall die Definitionen 2 und 3 einan-
der aequivalent sind 1),

§ 8. Definition A, f(z) sel definiert fiir a =<2 =<5. Dann
soll eine in (a,b) zn f(x) adjungierte Majorante ,(x) den Bedin-
gungen geniigen: 1° ,(x) ist approximativ stetig fir a =2 = b;
20 o, (a)==0; 3° die untere Derivierte D 1 (z) ist = f(2) und == —oo
in allen Punkten von (a,b) mit Ausnahme derjenigen einer abzéhl-
baren Menge.

Definition B,. Eine in (a,b) zu f(z) adjungierte Minorante @ (x)
hat die Eigenschaften: 1° sie ist approximativ stetig fur a <2 =?b;

% D. h die Summen von Funktionsdifferenzen: Z{g (%) — @,(¢)} und
{1 (¢) — @, (@)}, wobel a;<5 ¢y b, ist und die Paare {a;, bj} zu Ps gehtrende
%nﬁpnnkte gind von endlich vielen, nicht iibereinander greifenden Intervallen, ha-
ben immer einen oberen Limes =< 0, sobald die Lingensumme /dieser Intervaile
gegen Null konvergiert. Siehe Ridde 1, loe. cit. 2), 8, 251,

9) Dies ist ein Spezialfall von Ridder, loc. cit. %), 8. 4 (Satz).

10) Der- Beweis verlalift wie der eines gleichartigen Batzes loc. cit. 9), 8. 5.

11) Zum Beweise vergleiche man Ridder, los. cit. 8), 8. 6—8 und loc. cit, 1),
8. 206 u. 2b6.
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2% @,(a) = 0; 89 es ist in allen Punkten von (g, ), mit Ausnahme
derjenigen einer abziihlbaren Menge, D ¢, (x) = f(2) und == - oo.

Satz III. Die Majoranten {y,(x)} bilden eine Teilklasse der Ma-
Joranten {3, (®)}, die Minoranten {p,(x)} eine Teilllusse der {ep,(x)}.

Beweis1?), ,(x) sei eine nach Definition 4, in (4, b) zu f(x)
adjungierte Majorante und K die in der Definition zugelassene Aus-
nshmemenge. Zu jedem Punkte z von (@,b)— K gehdrt eine na-
tirliche Zahl %, derartig, daB

) aus |x—;n’|_§—1— folgt cp&(@lwil),g(m’) >y
n w— =
Bei festem # sei B, die Menge der Punkle, fur welche (1) gilt;
dann wird das abgeschlossene Intervall gleich E‘E,, -+ K sein. Zn
=]
it1
n )

(wobei i eine ganze Zahl), welche Punkte von Z, enthalten; es gibt
somit auch endlich viele, nicht leere Durchschnittsmengen (Z.) von
£, mit derartigen Intervallen. Nun wird v, (@) unterhalb totalstetig* 7)
sein auf der abgeschlossenen Htlle H} eines jeden Y das folgt
aus (1) und der approximativen Stetiglkeit von w, ().

)
n'

jedem n gehiren endlich viele abgeschlossene Intervalle (

Sei nimlich £ ein linksseitiger Verdichtungspunkt einer Menge

E,f und z ein'Punkt > £ des Z/ enthaltenden Teilintervalles von
(a,0); dann wird es eine Folge von Punkten {x;} und eine Folge
- von zu Ej gehérenden Punkten {£) geben, derartig, dafi, wenn
2(2) = ¥, (&) + na ist, fiir die nattrlichen Zahlen %:
wnd 6 <&E<E limy=§ lim 2(@) = g(§)

#E) — 2(@) = 0; y(x) — 7(5) =0
ist. Hieraus folgt:
(2) ¥(x) —x2(§)=0.
In gleichartiger Weise zeigt man fiir die zum Teilintervall gehtrende
Punkte (#) mit z < & dab

3) 28— (@) =0

. 1) Den Grundgedanken dieses Boweises findet man bej 8, Saks, Thé;rie de
intégrale (Varsovie, 1933), 8. 188, 189 (Beweis des Theorems 18) wnd J, Rid-

der, C. R. Soc, Sci Varsovie 28 (1980), 8. 8 (Beweis des I
) , 8. T.emmag), M
anch Ridder, loc. cit. %), 8, 266 u. 257. ) am vergleiche
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ist. Ist schlieBlich £ ein rechtsseitiger Verdichtungspunkt von Y, so
folgen (2) und (8) fiir > & baw. < £ aus dem Vorigen durch

Betrachtung der Funktion — y(— 2).

Es wird somit w0, (x) auf H. unterhalb totalstetig* sein und da-
durch auch aut dem perfekten Kerne K. von H.; ,(x) geniigt
also den Bedingungen der Definition A,.

Die zweite Hulfte des Satzes folgt aus der ersten durch Betrach-
tung von — @4(z) [und — fiz)]13).

Definition 4. Wenn die uvntere Schranke aller w,(b)-Werte
(s. Def. A,) und die obere Schranke aller g, (b)-Werte (s. Def. B,)
eingnder gleich sind, so definiert ihr gemeinsamer Wert das «,-In-
tegral I, (@, b) von f(x) iiber (a,b).

Die Definitionen 3 und 4 sind gleichwertig.

Beweis. Aus Satz IIT folgt, daB jede nach Definition 4 inte-
grierbare Funktion es auch ist nach Definition 3.

Wenn, umgekehrt, f(x) tiber (a,b) integrierbar ist nach Defini-
tion 3, so wird sie es auch sein nach Definition 1. Bei der Kon-
struktion des Integrals nach letzter Definition bestimmt man eine
wohlgeordnete Folge von perfekten Mengen, deren Anzahl abzéhl-
bar ist und welche u. m. folgende Eigenschaft haben. Wenn fiir
eine dieser Mengen, P,, die in bezug auf das Intervall (a,d) kom-
plementiire Menge C(P,) gebildet wird von den offenen Intervallen
(af,b%), 80 wird es eine auf P, nirgends dichte, abgeschlossene Teil-

‘menge M,,, geben, derartig, daB jeder Punkt § von P, — M, in-

nerer Punkt eines abgeschlossenen Intervalls (c, d) ist, dessen End-
punkte zu P, gehoren, fiir das f (L)f(x)dz existiert, wihrend die
()P

Oszillationen (£,) der (schon nach Def. 1 gebildeten) Integrale in
den Intervallen (a®, ) von (¢, d) eine konvergente Reihe liefern;
P,,, ist der perfekte Kern von M,,,.

Wir nehmen an, daB es mdglich sei, fir jedes im Innern eines
derartigen (af®, bi®) liegende, abgeschlossene Intervall (p, ¢) eine nicht
negative Funktion o7 (x) zu bestimmen mit beliebig kleiner oberer

13) In gleicher Weise 1iBt sich zeigen: wenn fiir die im abgeschlossenen In-
texrvall (a,d) approximativ stetige Funktion G(x) in den Punkten einer Teilmenge
E D G(w) = — o[ D@ @) -}o] ist, s0 wird ¥ sich, ausgenommen in den Punk-
‘ten einer (ev, leeren) abzhhlbaren Teilmenge, Uberdecken lassen von abzithlbar
vielen perfekten Mengen, auf deren jeder G'(%) unterhalb totalstetig® [oberhalb
totulstetig®| ist.
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Schranke, welche, zu dem «,-Integral I, (p, #) addiert,. eine in (3, ¢)
mn f(x) adjungierte Majorante 9{»?(x) liefert (also eine Majorante
im Sinne der Def. 4). Wir wihlen Punkte {af9}, (0¥} derartig, daB:

aff = b} = s (® + &);
6 < it < iy YR < Uy <UD (b =0,1,2,..;
und
lim a{® = af®, lim 5{% == bi®
k~»o0a k—>00
ist,
. ) )
In einem Intervall (af?},, af¥)) existiert eine Funktion oA, 0f% )(x),
g

welche nicht-negativ, jedoch immer kleiner als ShH

zu I (6§94, %) addiert, eine zu /() adjungierte Majorante 1/)‘(“5:?4'1 ’aﬂ)(w),

liefert; auch in einem Intervall (3j%, b{%),) existiert eine nicht-nega-
]
Gk

ist und welche,

tive Funktion oPH%) (o), kleiner als und, zu I,(5%, 2) ad-

diert, ein 1p¢<b5'?’bﬁ+1)(x) liefernd.
Man sieht sofort, daB

8" (), a), o § (62,58, ) 1o
@ 'Vv(aik-l-lya},h)(a}’k)) und -D( k0 k41 (b}' /¢)+1)

konvergente Reihen sind.

Wir definieren nun eine Funktion, gleich Null in af”, gleich der
Summe von I,(af,b®) und der beiden Reihen (4) in &, fur
oWy S <afl (n=0) gleich

6, 0) + el o) 4 o

kw1
und fir b9 <z <49, (n =0) gleich

I, (af, @) +2'1,(a§53+1,a/‘.“n’)(a},«;3) +5‘,,(b5.'1’, D)y ) -

k=0 k=0

+ o B8, b5h) ().

Die auf diese Weise fiir af® << << ¥* definierte Funktion ist eine
in- (af”, &®) 2u f(x) adjungierte Majorante w‘(aj‘ﬂ,b}ﬂ)) («), welche in
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jedem Punkte von (af®, &) groBer ist als-, jedoch um weniger als
2¢ abweicht von I, (af®, ).

Eine fir ¢ <2 =<d definierte Funktion g(x), gleich f(x) aut
(¢,d). P, und gleich Null in den komplementéiren Intervallen (a5, b{),

ist L-integrierbar, Es gibt fir ¢ < x =< d eine Majorante N ad(z),

welehe fiir jedes m; (L)g(»)dx um weniger als n tbertrifft (n will-
kirlich positiv) und deren untere Derivierte ftir jedes & == — oo
und = g(x) ist.

In jedem Intervall (af®, b®) sind nach dem Vorherigen die Ma-
joranten wm(“y)’bﬁm)(x) so zu wiblen, daf sie von I (a/, z) um we-
niger als ;7/ abweichen. Es 148t sich dann eine nattirliche Zahl J

angeben, derartig, daf

D'eEr, ) < n
=/
sein wird; hierbei deutet 2(af*,x) die Oszillation von w‘(aﬁa)’b}“»(m)«
an im Intervall (af, ).
In den abgeschlossenen Intervallen (af”,b{) definieren wir nun
Funktionen ¢{*(#); wir nehmen fiir jedes j < J

@) = w8 ),
fir jedes j der tbrigen Intervalle
#59@) = 2, @) + w4 ),
Definieren wir schliefllich fir ¢ <z <d

YD () = ME=N(a) + F'g@(5) + 9 (@),
W e
wobei die Summation erstreckt wird tber diejenigen abgeschlosse-
nen Intervalle (af*), 6), fiir die b < « ist, withrend g§”(x) gleich
Null zu rechnen ist, wenn x nicht zu einem abgeschlossenen Inter-
vall (af™, b)) gehort. Diese Funktion ist nun wirklich eine zu f(x)
in (¢, d) adjungierte Majorante im Sinne der Definition A; und es
ist in (e, d)
0 9i(@) — L (62) < 3 7.

Man sieht nun leicht, daB es in abgeschlossenen Intervallen (p, g)

deren innere Punkte zu der in bezug auf (4,5) komplementiren
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Menge C(M,,;) gehdren, Majoranten ¢, gibt, welche beliehig wenig
von I,(p, ) abweichen. Dasselbe gilt also auch fur abgeschlisgene
Intervalle mit inneren Punkten, gehtrend zu der in hezug auf (a, b)
komplementiren Menge des perfelten Kerns F,.q von Mey.,.

Es sei M, die Menge der Punkte von (a,b), in deren jeder Um-
gobung f(«) nicht L-integrierbar ist. Dann lassen sich, ausgehend
von den Majoranten 9, in den abgeschlossenen, zu M, komplemen-
tiren Intervallen (r,s) Majoranten 1, konstruieren, welche beliebig
wenig groBer sind als I, (r, ). Derartige Majoranten existieren somit
auch fiir die abgeschlossenen Intervalle, welche komplementtir sind
zu dem perfekten Kerne P, von M,. Da es eine Ordnungszahl der
ersten oder zweiten Zahlenkasse gibt, fir die P, leer ist, so fuhrt
das Vorhergehende, mittels transfiniter Induktion, zur Existenz von
Majoranten 4, flir (a,b), welche beliebig wenig von , (a,«) abweichen,

Obige Konstruktion, angewandt fir die Funktion — f(z), fithrt
zu Majoranten, deren entgegengesetzte Werte in (g, b) zu f(x) adjun-
gierte Minoranten liefern im Sinne der Definition B,, welche belie-
big wenig von I, (a,x) abweichen. Daher ist /(#) in (g, ) auch in-
tegrierbar nach Definition 4. ,

§ 4. Lemma. Wenn die im abgeschlossenen Intervall (a, b) ap-
prozimativ stetige Funktion F(x) in den Punkien von Teilmengen K
und E' endliche rechte baw. linke extreme Derivierte hab:

— 00 < D, F(x) < D, F(x) < + o0,
baw. — oo <D, F(x) = D F(w) << + oo,

so wird sich jede der Mengen E und E’, ausgenommen in den Punlkten
einer (ev. leeren) abzdhlbaren Teilmenge, iberdecken lassen von abzdhi-
bar vielen perfekten Mengen, auf deren jeder F'(x) totalstetig™ ) ist.

Beweis, Es laft sich £ betrachten als Summe von abz#hlbar
vielen Mengen {Ef}, wobei i eine ganze, n eine natlirliche Zahl ist,
welche in abgeschlossenen Intervallen (;;—, z—: 1) enthalten sind

und mit dgr Eigenschaft, daB fiur jeden Punkt z eines J! )

© w5 0<e—o=< flgt |F()—FE)<n( —2)9)

") D. h. F(x) ist suf einer derartigen Menge sowohl unterhalb — wie ober-
halb totalstetig*, Siehe 7) und *),

') Man vergleiche den Beweis von Satz ILI; auch §aks, loc, cit. 1), 8, 189,
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. Es sei H, die abgeschlossene Hille von E!. Ist £ ein rechtssei-
tiger Verdichtungspunkt von E und 2 ein Punkt > £ des Z! ent-
haltenden Teilintervalles, dann wird es eine Folge von Punkten
{z;} und eine Folge von zu E! gehtrenden Punkten {&} geben,
derartig, daf fur die nattirlichen Zahlen %:

<& <m<a lima=§ lim F(x,) = F(§)
und
| () — F(2e)| = n(@w— £0); | F(2) — F(E)| Snlw — &)
ist. Hieraus folgt:
(6) | F(z) — F§)| = n(@—§&).

Wtare & ein linksseitiger Verdichtungspunkt von E! gewesen, so
hitte man (6) in gleichartiger Weise ableiten konnen. Man sieht
nun leicht ein, daB X'(x) totalstetig* sein wird auf jedem H/1%) und
dadurch auch auf seinem perfekten Kern, womit das Lemma be-
wiesen ist.

Aug den Definitionen Ay und B, (und 4) folgt unmittelbar, daf
jede im abgeschlossenen Intervall (a, b) approximativ stetige Funktion,
welche in allen Punkten von (a,b), abzihlbar viele ausgenommen,
eine endliche Ableitung hat, ¢in unbestimmies a«-Integral ist (d. h.
ein unbestimmtes Integral nach den Definitionen 1 — 4). Mit Hilfe
des Lemmas kann man nunmehr zeigen den weiteren

Satz IV. Wenn fir die im abgeschlossenen Intervall (a,b) appro-
wimativ stetige Funiction F(x) in allen Punkten von (a, b), vielleicht
disjenigen einer abedhlbaren Menge ausgenommen,

enbieder — oo < D Flx) = D,F(x) < + o0
oder — oo < D, Flz) = ﬁ,F(a:) < o0

oder beides gilt, so wird F(x) ein unbestimmtes a-Integral ihrer fast
tiberall existierenden Ableitung sein.

Beweis Aus dem Lemma folgt, daB F(x) in (a,d) UTV*17)
ist, Sie hat somit in fast allen Punkien von (a,b) eine endliche

16) Ebenso wie im Boweise von Satz III fallt hier E'f mit H,f zusammen,

17) Bine Manktion ist unterbalb totalstetig® im verallgemeinerten Binne (ab-
gokiixzt: UT'V*) in (a, b), wenn ich diewes Intervall in abzithlbar viele Teilmen-
gon merlogen lUft, auf denen sie unterhalb totalstetig * sei, Siche Ridder, loc.
oit. %), 8, 261,

Fandamenta Mathematioae, . XXIK. 10
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Ableitung 8). F(#) — F(a) ist sowohl eine Majorante nach Def. A,
wie eine Minorante nach Def. B, ibrer Ableitung. Aus Def, 8 folgt,
dab sie dadurch ein a-Integral ihrer Ableitung sein wird,

Aus Definition 2 folgt, daB jedes unbestimmte «-Integral die
Eigenschaft hat, daf sich (a, b), ausgenommen in abzithlbar vielen
Punkten, therdecken 1Bt von abzihlbar vielen perfekten Mengen,
auf deren jeder sie stetig ist. Nennen wir eine [Funktion, welche
in (@, b) diese Eigenschaft hat, in (a,b) stetig im wverallgemeinerien
Sinne (abgekilrzt: SV), so konnen wir aussprechen den

Satz V. Eine Funktion F(x), approwimativ stetiy und SV im
abgeschlossenen Intervall (a,0), von der bekannt ist, daft in jedem
Punkte von (a,b), mit Ausnahme derjenigen einer (ev. leeren) abedhl-
baren Menge, endlich sind entweder: 1° D,F'(@) und D,F(x), oder:
20 D,F(z) und D,F(x), oder: 3° DF(x), oder: 49 DF\(w), ist ein
a-Integral ihrer fast iberall existierenden Ableitung \®).

Beweis Aus dem Lemma und FufBn. 13 folgt, duf (a,b) sich
tberdecken laft von abziihlbar vielen perfekten Mengen (&), auf
deren jeder F(x) unterhalb totalstetig* oder oberhalb totalstetig*
(oder beides) ist, und einer (ev. leeren) abzithlbaren Menge. Da F'(x)
auflerdem SV ist, kann man mittels transfiniter Induktion zeigen,
daB (a,b) sich zerlegen 146t in einer abzihlbaren Menge und abzihl-
bar vielen perfekten Mengen (K,), auf denen F'(z) stetig und UZ™
oder OT*, also beidesmal von beschrinkter Variation ist. #'(z) ge-
ntigt weiter der Bedingung (N) von Lusin?), Sie muf somit auf

jeder Menge K; totalstetig* sein. Aus den Definitionen A,, B, und 8
folgt nun die Behauptung des Satzes.

§ 5 Lemma. Wenn f(x) dber (a, b) ein a-Integral hat und Wy (),
q)ﬁ.(aa) i (a,b) 2u f(x) adjungierte Majorante (mach Def. A, ) baw.
Minorante (nach Def. B,) sind, fir die in einem Punkte & gleich-

zeitig Dy (§) = — oo und D, (E) == -+ oo ist, 30 werden beide ebenso
wie das a-Integral I(a,x) stetig sein in E.

. Beweis Aus der Bedingung D, &) — oo folgt, dafh w,(x)
in € rechsseitig halbstetig nach unten ist. Die Differenz WYy (%) —I(a, %)
ist in (a,5) monoton nicht-abnehmend; daraus und aus ihrer app;m
ximativen Stetigkeit folgt, daB sie auch stetig sein wird in jedem

%) Man vergleiche Saks, loe, cit, 1), §, 190 (Th, 20),
") Nach Saks, loc, cit. %), 8. 176 (Th, §)
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Punkte von (a,bd), speziell in £. Dadurch wird aueh I(a, ) in &
rechtsseitig halbstetig nach unten sein, Durch Betrachtung der Dif-
ferenz I(a, #) — @q(x) 1aBt sich zeigen, daB I(a,x) in £ rechtsseitig
balbstetig nach oben ist. Es ist I(a, «) rechtsseitig stetig in £ In
gleicher Weise zeigt man ihre linksseitige Stetigkeit, und damit auch
ihre Stetigkeit in diesem Punkte. ,(«) und g, (x) werden dadurch
auch stetig sein in £.

Dieses Lemma ermoglicht es die Klassen der {y,(x)} und der
{ps(®)} derartig einzuschrinken, daf man eine Integraldefinition
erhulf, welche genau ebenso weit fithrt wie die spezielle Denjoysche
und die Perronsche Definition,

Definition A% f(z) sei definiert filr a <2 =b5. Dann soll
eine in (a, b) zu f{x) adjungierte Majorante w*(x) den Bedingungen
gentigen: 10 y*(x) ist approximativ stetig filr a S =<b; 2° ¢*(a)=0;
3° die untere Derivierte Dy*(x) ist = f(») und == — oo in allen
Punkten von (a, b). -

Definition B* Einein () zu f(x) adjungierte Minorante ¢* (z)
hat die Eigenschaften: 1° sie ist approximativ stetig fir e S =Sb;
20 @*(a); 3% in allen Punkten des abgeschlossenen Intervalls ist
Dg*(x) < fla) und = + co.

Definition 5. Wenn die untere Schranke aller *(b)-Werte
und die obere aller @*(b)-Werte einander gleich sind, so definiert
ihr gemeinsamer Wert das o*-Integral von f(x) tber (a,b).

Satz V1. Definition 5 ist aequivalent mit der speziellen Denjoy-
schen und der Perronschen Integraldefinition.

Beweis, Denn jede nach Perron integrierbare Funktion wird
es auch sein nach Definition b. Wenn, umgekehrt, eine Funktion
nach dieser Definition integrierbar ist, so hat sie sowohl Majoranten
{y*(«)} wie Minoranten {¢*(«)} und diese sind, nach obigem Lemma,
in jedem Punkte stetig. Sie sind also auch Majoranten und Minoran-
ten im Sinne Perrons; die Funktion ist nach Perron integrierbar.

Das g-Integral.

§ 6. Definition 6. Eine Funktion f(#), definiert ftir a=x=b,
wird tber (a,b) fy-integrierbar sein, wenn die fur das allgemeine
Denjoy-Integral existierende konstruktive Definition 20y bei folgen-

1) fBiehe A, Denjoy, Ann, Ee, Norm. (8) 34 (1917), nos 65557 oder Hob-

son, Theory of fonmctions I, § 476,
10%
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der Ab#nderung einer der angewandten Operationen eine fur
X

a<x=») appoximativ stetiges Integral [ f(x)dx liefert:

- P

es sei das f,-Integral F f(.:r:) dz schon konstruiert fir jede Kumbi-

nation &', &, welche der Bedingung o <<a’' < ' <@ genligt, wobei
o und @ zum abgeschlossenen Intervall (a, b) gehtren sollen; wonn
es dann Teilmengen £, und H, von (@, f) gibt, welche in & bzw.
in B rechte bzw. linke Dichten 1 habea, derartig, daf fur o’ <{ g
und o' zu E,, ' zu K, gehtvend der endliche Grenzwert

existiert, so wird dieser Gtrenzwert das f8,-Integral tiber (e, §) sein,

Definition 7. f(x) wird ttber (a, D) fy-indegrierbar sein, wenn
es eine fiir a S =0 approximutiv stetige Funktion G'(x) gibt
mit den Eigenschaften: 1° G(a)==0; 29 es lubt sich (a, b), ausge-
nommen in den Punkten einer (ev. leeren) abz#ihlbaren Menge,
tberdecken von abziihlbar vielen perfekten Teilmengen (H,), der-
artig, daB fur jedes H, die Funktion G(x), welche auf H, mit G(z)
zusammenfillt und sich linear dndert in den zu H, komplementt-
ren, abgeschlossenen Intervallen des kleinsten, abgeschlossenen, H
enthaltenden Intervalles w,, totalstetig ist in w,; 8° die fast Uberall
existierende ?!) approximative Ableitung von G(x) ist fast Uberall
in (a, ) gleich f(z). G(») wird dann das bestimmte @, -Integral von
f(z) uber (a, 2) sein (a <2 =0bh)

Die Definitionen 6 und 7 stnd einander aequivalent 4%).

§ 7. Definition C,. f(») sei definiert fur o T2 = b, Dann
soll eine in (a, b) zu f(x) adjungierte Majorante p,(a) den Bedin-
gungen geniigen: 10 4y () ist approximativ stetig fur a < o = b;
20 ¢y (a)=0; 3° es lubt sich (a, b), ausgenommen in den Punkten
einer (ev. leeren) abzéhlbaren Menge, uberdecken von abzshlbar
vielen perfekten Teilmengen (H,), derartig, daB w,(x) unterhalb
totalstetig %) ist auf jedem H,; 4° die [fast tberall in (a, b) exis-

= %) Dies folgt aus Ridder, loc. cit. %), 8. 246 (Satz XI),

) 8iehe Ridder, loc, cit, o), 8, 8,

#) D, h. die Summe der Funktionsdifferenzen 3 {y, (b)) -~ 1, (a)} in den zu
Hj gehtrenden Endpunkten a; < by von endlich vi:{Zn, nicht ibereinander grei-

fenden Intervallen hat immer einen unteren Limes = 0, sobald die Lingensumme
dieser Intervalle gegou Null konvergiert. Siehe Ridder, lvc. cit,?), §, 244
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tierende und endliche ?1)| approximative Ableitung von ,(z) ist
in fast allen Punkten ihrer Existenzmenge = f(x).

Definition D;. Eine zu f(x) in (a, ) adjungierte Minorante
@; () wird den folgenden Bedingungen gentigen: 1° g (x) ist appro-
ximativ stetig fir a S 2 =03 2° ¢;(e) = 0; 3° es libt sich (g, b),
ausgenommen in den Punkten einer abzihlbaren Menge, tiberdecken
von abzéihlbar vielen perfekten Teilmengen (P,), derartig, dafl g, (x)
oberhalb totalstetig 4) ist auf jedem P,; 4° die [fast tiberall in (a, b)
existierende und endliche 31)] ‘approximative Ableitung von g, ()
ist in fast allen Punkten ihrer Existenzmenge = f(x).

Satz VII. Die Differenz einer jeden Majorante (%) und einer
jeden Minorante @,(x), adjungiert zu der in (a, b) definierten Funk-
tion f(), ist in (a, b) monoton nicht-abrehmend *%).

Definiton 8. Wenn die untere Schranke aller ,(b)-Werte
(s. Def. C,) und die obere Schranke aller ¢, (b)-Werte (s. Def. D)
einander gleich sind, so definiert ihr gemeinsamer Wert das f,-Inte-
gral Uy(a, b) von f(x) tber (a,d).

Satz VILI. Wenn das Integral Uy(a,b) von f() eaistiert, so existiert
U,(a,2) filr a<<ax=b und besitet fast iiberall eine approximative
Ableitung = f() ).

Es luBt sich zeigen, daB die Definitionen T und 8 einander aequi-
valent sind 17),

§ 8. Definition C,. f(x) sei definiert fir o =< <. Eine in
(a,b) zu f(x) adjungierte Majorante t,(x) scll den Bedingungen
gentigen: 10 sie ist approximativ stetig fir a < 2 =b; 2° y,(a) ==0;
89 es laBt sich (a, b), ausgenommen in den Punkten einer abzithl-
baren Menge A, therdecken von abzithlbar vielen perfekten Teil-
mengen (P,), derartig, dab jede Funktion Y ix), welche in a und
b und auf der zugehdrigen Menge P, mit v,() zusammenfillt und
gich linear #ndert in den zu P, komplementiren, abgeschlossenen

) D, h. die Summe der Funktionsdifferenzen 54‘,{% (b)) — ps(ay)} in den zu

P, gehtrenden Endpunkten a; < by von endlich vielen, nicht iibereinander greifen-
den Intervallen hat immer einen oberen Limes=<0, sobald die Lingensumme dieser
Intervalle gegen Null konvergiert. Siche Ridder, loc. cit. 1), S. 244

) Biehe Ridder, loc. cit,®), 8. 4 (Sutz),

at) Siehe loc, cit. ?), 8. b (Batz).

a1) Biehe loc. cit. ®), S. 68,
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Intervallen von (a, b), approximativ stetig ist fir ¢ =% << b und
in den Punkten von P,, diejenigen einer abzihlbaren Menge A4, aus-
genommen, eine untere approximative Derivierte

ADYP@=f@) wnd = — oo
hat. ”——

Definition D,. Eine in (a, b) zu f(x) adjungierte Minorante
®.(x) hat die Eigenschaften: 19 sie ist approximativ stetig flr
a=2=0b; 2° ¢, (a)=0; 3° es lubt sich (a, b), ausgenommen in
den Punkten einer abzithlbaren Menge B, tthberdecken von abzihlbar
vielen perfekten Mengen (¢),), derartig, daf jede Funktion @ (w),
welche in @ und in b und auf der zugehtrigen Menge @, mit ¢, (x)
zusammenfillt und sich linear #ndert in den zu ¢, komplementiren,
abgeschlossenen Intervallen von (a, b), approximativ stetig ist tur
a=z=»h und in den Punkten von ¢, diejenigen einer abziihl-
baren Teilmenge B, ausgenommen, eine obere approximative Deri-
vierte '

ADpP(2) < fw) uwnd =+ oo
hat.

Satz IX. Die Majoranten {w,(x)} bilden eine Teilklasse der Mu-
Jorvanten {wy(x)}; die Minoranten {p,(x)} bilden eine Teilklasse der
{ps (@))-

Beweis. Betrachten wir eine willkiirliche der Funktionen {¢{"(x)}.
Zu jedem Punkte # von (s, h) — A, gehdrt dann eine naturliche
Zshl n, derartig, daB
O P (w) — i (')

x—x

gilt fir die Punkte (') einer Menge E®, mit der Eigenschaft daf

=—n

(8) aums|z—a|<h g% immer folgt m{E®- (& —h, v--h)} >4/, h;

hierbei deutet (x— h, x %) das abgeschlossene Intervall mit der
Mitte # und von der Lunge 2k an. Bei festem # sei E® die Menge
der Punkte (z), ftir welche die Bedingungen (7) und (8) exfullt sind;

dann wird das abgeschlosseve Intervall (a, b) gleich 3 E® - 4, wein,
nwl

Zu jedem n gehsren endlich viele, abgeschlossene Tntervalle (%, ZZE}W)
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(wobei i eine ganze Zahl), welche Punkte von E® enthalten; es gibt
somit auch endlich viele, nicht leere Durchschnittsmengen (£%) von
E mit derartigen Intervallen. Nun wird #{"(z) unterhalb total-
stetig sein auf der abgeschlossenen Htulle HY) eines jeden E®.

Seien nimlich #, und x, (> ,) zwei Punkte eines E®. Dann
gilt fur die Punkte (x) einer Teilmenge 7' von (z, x;) mit m(7y) >
> Uy (@ — ), dafl

o ),

und fur die Punkte einer zweiten Teilmenge 7, mit m(Ty) >
> Y, (@ — ), dad
k) —hi®
(10) Wi (@) — v (2) >—n
w’ -
ist. Da 7; 7, nicht leer sein kann, gibt es somit einen Punkt z
von (2, ,), fur den (9) und (10) gleichzeitig gelten. Daraus folgt
sodann
W (@) — ¥P(@) > —n
Ty — &,
Y (x) wird unterhalb totalstetig sein auf K.
Sei nun weiter § ein linksseitiger Verdichtungspunkt von E®);
dann wird fur die Funktion y%"(z)==¢{¥(z) 4 na gelten, wenn X

ein zu K% gehdrender Punkt ist, kleiner als &, aber tibrigens will-
kiirlich, daB

an HNX) = 40(E)

ist. Denn bei willktirlich positivem e 4Bt sich eine positive Zahl 4
finden, derartig, daB in jedem Intervall (§ —p, £) mit 0 <p =4
die Ungleichung :

(12) 24 (@) — 24 (@) <e

gilt fir die Punkte (%) einer Teilmenge vom MafBle > '/; p. Ist X’
ein Punkt von F¥) mit X << X' <<£ jedoch tibrigens willktirlich,
so wird fiur die Punkte (v) einer Teilmenge von (X', £) vom Mafe

> 1Yy (§— X') gelten:
(18) 2+ () = y*"(X).
Tst X’ auBerdem so gewihlt, dab £—X'<Cd ist, so wird es
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einen Punkt 2 von (X', §) geben, fur den sowohl (12) wie (18)
gilt. Daraus folgt:

2E) = 24X = 40 (@) < g () +- e
oder, da & willktirlich ist, (11).
Es 1aft sich nun auch zeigen, daf
14 1 (%, ) o (k1)
(14 lim 0 (a) = g4
x<§aufE,(:}
sein mub. Sonst wiire die Differenz beider Glieder eine bestimmt
positive Zahl 7. Es existierte ein positives 4 (< -1~), derartig, daf
"
die Punkte (z) des Intervalls (£— 4, £) mit

(16) 4 (€) — 5* ()] <

eine Menge' bildeten, deren Maf > 3/, A wire. Zu einem Punkte &
von E';ﬂqmlt E— YA M< §7 <& gtbe es im Intervall (£ — 4, §")
eine Teilmenge vom MafBe Yo (B —E-Ay>1 i
Puskion (2 > Yz (8" —E+4)> 54, in deren
(16) 24" (@) = y*m (&)

wire. Es lieBe sich somit einen Punkt z angeben zwischen £ — A

und £”, fiir den_aowohl (16) wie (16) gelten wtrde. Aber daraus
und aus (11) (mit & statt X) folgte sodann:

0= 2%7() — x®(E") <,

was der gemachten Annahme widerspricht,

: l?urch Betrach.tl‘mg von — y*(— ) folgt aus dem Vorigen, dab
In einem rechtsseitigen Verdichtungspunkte £ von E# '

17 2*P(E) = lim  ythn ()
L d 1

- x)ga\leg_‘}

1st,

L Y®(x) ?st u.nterhalb totalstetig auf E®: ant Grund von (14)

und (17) wird sie es darum auch sein auf HY und dadurch wieder

aut dem perfekten Kerne von H®. P, (siehe' die Def. C,), Da %, n
g )

und ¢ willktirlich gewhlt i
dor Dotniton 6. g waren, genligt v,(») den Bedingungen
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Die zweite Hulfte des Satzes folgt aus der ersten durch Betrach-
tung von — @ (%) [und — f(2)] *9).

Definition 9. Wenn die untere Schranke aller ,(b)-Werte
® Def. C,) und die obere Schranke aller ¢,(b)-Werte (s. Def. D,)
einander gleich sind, so definiert ihr gemeinsamer Wert das §,-Integral
U, (a,b) von f(x) tber (a.b).

§ 9. Definition C,. f(») sei definiert fiir o <2 <b. Eine
in (a,b) zu f(v) adjungierte Majorante ;(x) soll den Bedingungen
gentigen: 1° sie ist approximativ stetig fir a=2=0b; 2° Py(a)=0;
30 es 14Bt sich (a,b), ausgenommen in den Punkten einer abzihlbaren
Menge A, tberdecken von abaztthlbar vielen perfekten Teilmengen
(Py), derartig, daf jede Funktion u{"(x), welche in ¢ und b und
auf der zugehdrigen Menge P, mit (s) zusammenfsllt und sich
linear ndert in den zu P, komplementtren, abgeschlossenen Inter-
vallen von (a, b), approximativ stetig ist fir = =b und in den
Punkten von P,, diejenigen einer abzithlbaren Teilmenge A, ausge-
nommen, eine untere Derivierte

Dy (@) =f(#) wnd =F—oo

hat %9).

(I))ef inition D). Die Definition einer Minorante pg(x) erhalt
man dadurch, daB man in Definition Dy @5 statt ¢y, o® statt
@ und D¢ (x) statt AD g (x) liest 29).

Definition 10. Wenn die untere Schranke aller y;(b)-Werte
(s. Def. Cy) und die obere Schranke aller @y(b)-Werte (s. Def. D;)
einander gleich sind, 8o definiert ihr gemeinsamer Wert das fy-Inte-
gral Uy (a, b) von f(x) tber (a,b).

Die Definitionen 8, 9 und 10 sind einander aequivalent.

Beweis Aus den O- und D-Definitionen und Satz IX geht
hervor, daB es gentigt dies fir die Definitionen 8 und 10 zu zeigen.

18) In gleicher Weise 146t rich zeigen: wenn fiir die im abgeschlossenen Intervall

" (a,b) approximativ stetige Fuoktion G(z) in den Punkten einer Teilmenge E
AD G (@)% — oo [AD G (x) % o] ist, so wird E sich, ausgenommen in den
Ea—nkten einer (ev. leeren) abziihibaren Menge, tberdecken lassen von abziihlbar
vielen perfekten Mengen, auf deren jeder G{(@) unterhalb totalstetig [oberhalb

totalstetig] ist. . . o
%) [n der Bedingung 3% ,stetig* lesend statt ,approximativ stetig” bleibt die

hier folgende Definition 10 doch gleichwertig an die Definitionen 8 und 9,
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Aus Satz IX und den Definitionen C; und Gy, D, und Dy folgt,
daB jede mach Definition 10 integrierbare Funktion es auch ist
nach Definition 8.

Wenn, umgekehrt, /() tiber (a,b) integrierbar ist nach Definition 8,
so wird sie es auch sein nach Definition 7. (a, b) 148t sich somit, aus-
genommen in den Punkten einer hdchstens abzihlbaren Menge, tber-
decken von abzihlbar vielen perfekten Teilmengen (H,), auf deren jeder
die nach Definition 7 zugehtrige Funktion G(w) totalstetig ist. Da
Gy () fast tberall in (4, b) eine Ableitung, G(x) fast itberall auf H,
eine mit dieser Ableitung zusammenfallende approximative Ableitung
hat, welche auBerdem fast tberall gleich f(x) ist, wird sich G,(x)
auffassen lassen als das Lebesguesche Integral tiber (a, ) einer
Funktion g,(»), welche in den Punkten von Hj mit f(#) zusammen-
fillt und in den komplementiren Intervallen von H, gleich G (w) ist.
Zu jeder Menge H, nehme wan ein positives &, an, derartig, daf
&+ e-+...4&-+...=¢ sei, wobei & vorher willklirlich klein
gewthlt sei. Es gibt nun zu jeder Funktion @,(%) eine in (a, b)
nicht-abnehmende, stetige Funktion x,(z) mit y,(a)==0 und y,(b) <&,

welche, zu 4(2) addiert, eine Majoravte von Gy(x)==f (L) ge()dow

liefert, deren untere Derivierte in jedem Punkte von a(a, b) = gu()
und == — oo ist. Bei genauer Betrachtung sieht man dennoch leicht,
daB G(a:)-{-f)’ %(x) eine Majorante (x) (nach Def. C;) von f(z)

sein wird, welche in (a,b) um weniger als ¢ von G(x) abweicht,

Tn analoger Weise laft sich eine Minorante g () (nach Def. D)
von f(x) angeben, welche in (a,b) um weniger als & von G()
abweicht,

Da & willktirlich ist, wird f(x) utber (a, b) integrierbar sein nach
Definition 10 ),

§ 10. Wenn man in die Definitionen C; und D, nur eine
Menge P, bzw. nur eine Menge (), zuluBt, zusammenfallend mit
dem abgeschlossenen Intervall (a,b), so liefert Definition 9 ein von
Burkill 31) behandeltes, approximativ stetiges Integral. Jede appro-

3%) Aus der in Fubn. 29 gemachten Bemerkung folgt leicht, daf die in Math,
Ztschr. 87 (1938), 8. 161—169 von uns hehandelte Integraldefinition auch ebenso
weit filhrt wie die Definitionen 8, 9 und 10.

) Biehe Burkill, Math, Ztschr. 34 (1981), §, 270~278; nur werden bel
Burkill keine sbathlbaren Ausnshmemengen zogelussen flir die in den Definitio-
nen C, und D, genannten Ungleichungen, — Ans Definition 4 folgt, daB jodos
#-Integral auch ein Integral ist nach der »abgelinderten” Definition 9,
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wimativ stetige Funktion, welche in allen Punkien von (a,b), eine
abzihlbare Teilmenge ausgenommen, eine endliche approximative Ablei-
tung hat, ist schon ein unbestimmies Integral nach der ,abgeinderten®
Definition 9.

8 11. Lemma. Wenn dic im abgeschlossenen Intervall (a,b) appro-
wimativ stetige Funktion F(x) in den Punkten von Teilmengen E und
B endliche rechte bzw. linke extreme approximative Derivierte hat:

— 00 < AD, F(g) < AD, F(z) < +- oo,
baw. — oo <_{1_£),F(m) < 4D, F(x) << 4 oo,

80 wird sich jede der Mengen E und E', ausgenommen in den Punkten
einer (ev. leeren) abziihlbaren Teilmenge, dberdecken lassen von abzihl-
bar vielen perfekten Mengen, auf deren jeder F'(x) totalstetig **) ist.

Beweis. Es 148t sich Z betrachten als Summe von abzthlbar
vielen Mengen {Z, ), wobei i eine ganze, n eine natirliche Zahl

i -1 .
ist, welche in abgeschlossenen Intervallen (5%‘ ;;z ) enthalten sind

und mil der Figenschaft, daB fur jeden Punkt x eines F;
(18) |F@) — F@)] S n(e —2)
gilt far die Punkte (2) einer Menge E,, fur die

(19) aus 0 <o’ — méhéy—i’ immer folgt m{E,-(x, x-h)}>/h ).

Seien %, und @, (>=,) zwei willktrlich gewihlte Punkte eines
E,,. Dann gilt, wenn z, —, ==, —a; ist, fir die Punkte (z)
einer Teilmenge 7, von (z,®,) mit m(7y) > 8/,(w; — 2,), dab
(20) | F(@) — F(2)| = nle — )
und fur die Punkte einer Teilmenge 7y von (2, 5) mit m(Z3) >
> o (@ —y), dab
(21) |F(a) — Fl@y)| = n(@ —23)
ist. Aus m{Ty- (2, %)} > ¥4 (@ — ) — (0 —my) = /3 (@5 — %)

#) D, b, I'(w) ist auf einer derartigen Menge sowohl unterhalb wie oberhalb

totalstetlg. Biehe 3) und ™), i
#) Man vergleiche den Beweis von Sats IX; auch Baks, loc. cit. 1%), 8. 192

u, 198,


Yakuza


156 J. Ridder:

und m(7y) > 8, (w5 —,) folgr, daB es iv (2, x,) Punkte (x) gibt,
fur die sowohl (20) wie (21) gelten. Das liefert dann:

| F(@y) — F(2)| = 8n (a5 — )5

F(z) wird totalstetig sein auf jeder Menge L.
£ sei ein rechtsseitiger Verdichtungspunkt von E,, und z ein
willktirlicher, zu E,, gehorender Punkt. Bei willkltirlich positivem &

gibt es ein positives d << 5), derartig, daB in jedem Intervall (£,£4-h)

mit 0 < = J die Menge der Punkte mit

|F@)— F(E)| <e
ein MaB hat > 8/, Wenn {h} eine nach Null konvergierende
Folge von positiven Zahlen ist, alle kleiner als 4, so gibt es zu

jedem k im Intervall (§, £+ !/, k) einen zu £, gehtrenden Punkt &,.
Im Intervall (£, £ A;) hat die Menge der Punkte (x), fir die

| F(@) — F (&) =n(x—&)
ist, ein MaB > %/, (4 h— &) > % by und die Menge der
Punkte (#) mit
|F(@) — F(é)| < e

ein MaB > 1/, h,. Beide Mengen haben also Punkte gemeinsam;

es sei 2, einer dieser Punkte. Man hat also fiir die natfirlichen
Zshlen k:

E<b<um<E+hy lim by =0
und o
[P @) — FE) = n(oe— &); | Fla) — F ()] < e;
[F () — F(&)| = 8n|w—&|.
Daraus folgt:
| F(@) — I'(6)] <3n|o— & +e

Da ¢ willktirlich ist, hat man auch:
(22) |F () — F(E)] < Bn o — g].

Wire £ linksseitiger Verdichtungspunkt von X, gewesen, so
hitte sich die Ungleichung (22) in sogar einfacher Weise ableiten
hfssen. F(x) wird totalstetig sein auf der abgeschlossenen Hulle H,,
eines jeden F,,; sie wird somit auch totalstetig sein auf dem pel‘:
fekten Kerne eines jeden H,, Das Lemma ist damit hewiesen,
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Nennen wir jedes nach einer der Definitionen 6—10 gebildete
Integral ein f-Integral, so haben wir den

Satz X. Wenn eu der fir a Sx=1b approzimativ stetigen
Funktion F(x) eine Uberdeckung von (a,b) gehirt durch eine abzihi-
bare Menge A und abzdhlbar viele perfekie Mengen (), deren jede
die Iigenschaft hat, daf die Funktion Fy(x), welche in a und b
und auf der betrachteten Menge E, mit F(z) eusammenfallt und sich
linear dndert in den zu K, komplementdren, abgeschlossenen Intervallen
von (a, b), approximativ stetig ist fir a==x =15 und in jedem Punkte
von K, mit Ausnahme derjenigen einer abzdihlbaren Menge A,, ent- .
weder

oder - oo <A_D_, Fx) = 4D, Fi(#) << + o0

oder beides gilt,
80 wird F(x) ein unbestimmies B-Integral ihrer fast diberall exi-
stierenden, approximativen Ableitung sein.

Beweis Aus dem obigen Lemma folgt, da Fiz) in (a,b) UT'V)
ist. Sie hat somit in fast allen Punkten von (a, b) eine endliche
approximative Ableitung 21). ¥(x) — F(a) ist sowohl eine Majorante
nach Definition 0, wie eine Minorante nach Definition D, ihrer
approximativen Ableitung. Aus Definition 8 folgt, daB sie dadurch
ein f-Integral ihrer approximativen Ableitung sein wird %)

Speziell folgt aus diesem Satz der am Ende der Einleitung ge-
nannte Satz; auch dqf jede fiir a<ax=0> approximativ stetige
Funktion, welche in allen Punkten von (a, b), abedhlbar viele ausge-
nommen, eine endliche einseitige approwvimative Ableitung hat, ein f-In-
tegral sein mufl,

§ 12, Aus Definition 7 folgt, daB aueh das unbestimmte $-In-
tegral in (o, b) stetig ist im verallgemeinerten Sinne (siehe § 4).

Lemma. Wenn die Funktion F(x) im abgeschlossenen Intervall
(a, b) SV ist und wenn dann in den Punkten von Teilmengen Iy und

B, von (a, b)

) Eine Funktion ist unterhalb totalstetig im verallgemeinerten Sinn.e (abge-
kttrst; U T V) in (4, ), wenn (a,b) sich in abaiihibar viele meBbare rrelln{eugen
zerlegen luBt, auf denen sie unterhalb totaletetig ist, Siehe Ridde'r, lo.c. cit. %), 8, 24:{:.

) Wir bemerken nebonbel, daf der Satz X sich guch mit Hilfe von .l?qﬁm-
tion 7 ablejten 116t, ebenso wie der analoge Satz IV mit Hilfe von Definition 2.
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entweder D, F(x) = — oo, oder D, F(&) =k ~- 0o, oder beides,
bew. entweder D, F(x) = + oo, oder D, H(x) =k~ o0, oder beides

gilt, so werden Ey und B, sich, ausgenommen in den Punkien von
(ev. leeren) abzdhlbaren Teilmengen Ay baw. Ay, tberdecken lassen von
abziihlbar vielen perfekten Mengen, auf deren jeder F(x) umierhalb
totalstetiq bew. oberhalb totalstetiy ist.

Beweis. Da F() in (a, b)) SV ist, gibt es abzithlbar viele per-
fekte Teilmengen (N)), auf deren jeder F(x) stetig ist und welche
(a,b), ausgenommen in ahzhlbar vielen Punkten, tberdecken. Be-
trachten wir eine willkiirlich ausgewihlte Menge N;; die I'unktion
Fy(w), welche auf N; mit F(») zusammenftllt und sich linear 4ndert
in den zu N; komplementtiren, abgeschlossenen Intervallen von (a, b),
ist stetig fiir ¢ S 2 =< b und man hat auf (&, - N)

entweder D, Fyw)=-—oo0 oder D), Fyw)=f -~ oo
und auf (Z, - N)

entweder D), F)(x) s oco oder D, F)(x) = - oo,

Betrachten wir die Teilmenge P, von (E, « N)), in deren Punkten
D, Fi(x) == — oo ist. P, ist Summe von abzéthlbar vielen Mengen
{Pf»D), wobei i eine ganze, n eine nattirliche Zahl ist, welche in

abgeschlossenen Intervallen (%, z_%l) enthalten sind und mit der

Eigenschaft, dad fur jeden Punkt x eines P

, 1
aus 0<‘”””§ﬁ folgt  F(a') — F,(2) = — n (2’ — );

Fj(@) ist somit auf einer jeden der Mengen {P/*"} unterhalb total-
stetig; sie wird es auch sein auf der zu N, gehtrenden abgeschlos-
senen Hille von Pf*? und dadurch auf dem perfekten Kerne KJ*?
dieser Htlle. Da Fj(x) auf K" mit F(a) zusammentillt, ist auch
F() unterhalb totalstetig auf K. Es 146t sich jede Menge P, tber-
decken durch abzshlbar viele perfekte Mengen, auf deren jeder b'(x)
totalstetig ist, und eine (ev. leere) abzihlbare Teilmenge. Daraus
folgt leicht, daB dasselbe auch gilt fur die Menge aller Punkte
von Z,, in welchen D, F(x) = — oo ist.

Der weitere Teil des Beweises ist evident,
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Satz XI. Die Funktion F(x), im abgeschlossenen Intervall (a, b)
approximativ stetig und SV, wird ein unbestimmtes B-Integral ihrer
sodann fast dberall existierenden approximativen Ableitung sein, wenn
sie den folgenden Bedingungen genilgs:

19 s gibd abedhlbar viele perfekte Teilmengen (P,), deren jede die
Eigenschaft hat, daft die Funktion F,(x), welche in a und b und
auf der betrachteten Menge Py, mit F(x) zusammenfillt und sich
linear dndert in den au P, komplementiren, abgeschlossenen In-
tervallen von (a, D), approwimativ stetig ist fir a =2 =, und
in jedem Punlte einer Teilmenge p, von P, gilt entweder

—OQ < Q,Fk(w)‘ém,ﬁk(x) <+°O
oder — oo < AD, Fy(w) S AD, Fiy(x) < + oo

oder beides;

20 eg gibt abedhlbar viele perfekte Teilmengen (@), deren jede die
Eigenschaft hat, dafi die Funktion F(x), in derselben Weise zu
F(@) und @ konstruiert wie Fy(x) 2u F(x) und Py, approxi-
mativ stetig ist fir a S b, und in jedem Punkte einer Teil-
menge q; von @ gilt entweder

ADE@) =k £ oo oder AD Ffa) = + o

oder beides;

30 ¢s gibt abedhlbar viele perfekte Teilmengen (B,), deren jede die
Eigenschaft hat, daff die (wie Fy(x) und F(x) konsiruierie)
Funktion I, (x) in jedem Punkte einer Teilmenge r, von R,
mindestens einer der Bedingungen:

D, Fu@) k= £ 00; D, Fule) = & 005

D, F,@) % £ o0; D, Fulw)d £oo
geniigt;
4° das abgeschlossene Intervall (a,b) ist Summe der Mengen (ps),
(@), () und ciner (ev. leeren) abzihlbaren Teilmenge ).

#) Wenn man F(z) stetig annimmt in (g, b), so sind die Bedingungen iiber
approximative Stetigkeit und iber Stetigheit im verallgemeinerten Sinne schon
dadurch erfilllt; F'(w) ist dann nicht nur ein g-Integral, sondern schon ein allge-
meines Denjoysches Integral, Man vergleiche damit Saks, loc, cit. 1), 8. 194-
(Th, 28) und Riddex, Nienw Archief (2) 17 .2 (1932), 8. 169 (Th, 1).
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Beweis. Aus dem Lemma von § 11, Fubn. 28 und dem Lemma
dieses § fulgt, dal (a, b) sich tberdecken liBt von abzihlbar vielen
perfekten Mengen (Z), auf deren jeder F'(z) unterhalb totalstetig
oder oberhalb totalstetig (oder beides) ist, und einer (ev. leeren) ab-
zihlbaren Menge. Da F'(x) auBerdem SV ist in (o, b), kann man
mittels transfiniter Induktion zeigen, dab (a, b) sich zerlegen luBt in
einer abzihlbaren Menge 4 und abziihlbar vielen perfekten Mengen
(K)), auf denen F(x) stetig und UT oder OT, also beidesmal von
beschriinkter Variation ist, F'(%) gentigt weiter der Bedingung (IV)
von Lusin *7). Sie muf somit auf jeder Menge K totalstetig sein.
Aus den Definitionen C,, D, und 8 folgt die Behauptung des Satzes.

§ 13. In diesem Paragraphen wollen wir schlieflich eine Verall-
gemeinerung behandeln einer von Khintehin e herrtthrenden Inte-
graldefinition, welche weiter reicht als die spezielle Denjoysche,
jedoch weniger weit als die allgemeine Denjoysche Definition 1),

Definition 11. Ein fur a 2=t definierte Funktion S(z)
wird tber (a,b) @-integrierbar sein, wenn es eine fir AT h
approximativ stetize Funktion ((%) gibt mit den Bigenschaften:
10 G(a)=10; 2° es 14Bt sich (a, b), ausgenommen in den Punkten
einer (ev. leeren) abuzshlbaren Menge, tiberdecken von abzahlbar
vielen perfekten Mengen (H,), derartig, dab fir jedes H, die Funktion
Gy(z), welche auf H, mit G(x) zusammenfallt und sich linear &ndert
in den zu H, komplementiren, abgeschlossenen Intervallen des
kleinsten, abgeschlossenen, H, enthaltenden Intervalles thy, totalstotig
ist in %,; 3% es soll die Ableitung @(x) fast tberall in
(a,b) existieren und gleich f(x) sein. G(x) wird dann das be-
stimmte §-Integral von f(x) tther (a, %) sein (6 <z = b).

Definition C° Eine in (a, b) 2u (%) adjungierte Majorante
¥°(2) soll den Bedingungen gentigen: 19 4°(x) ist approximativ stetig
fir a Sz =), 2° Y°(a) =0; 8° es lubt sich (a, b), ausgenommen
vielleicht in abz#hlbar vielen Punkten, tiberdecken von abzithlbar
vielen perfekten Mengen (H,), derartig, daB v°(z) woterhalb total-
stetig ist auf jedem H,; 49 die untere Derivierte von Po(x)
ist in fast allen Punkten von (a b) = f().

¥7) Biehe Saks, loc. cit. 1), §, 176 (Th. 8) w, 8. 187 (Th,.17).

) Man siehe A Khintchine, Comptes Rendus Ac, Soi Paris 162 (1916),
S, 287~2?1 und Ridder, loc. cit. ), 8, 247—261; wir nannten ein deractigos
Integral ein Denjoy-Khintchinesches Integral,
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Definition D Eine in (a, ) zu f(x) adjungierte Minorante
¢°(%) soll den Bedingungen gentigen: 10 ¢0(z) ist approximativ stetig
fir a=a2=0b; 2° ¢°(a)=10; 30 es lubt sich (a, b), ausgenommen
vielleicht in abzihlbar vielen Punkten, tberdecken von abzihlbar
vielen perfekten Teilmengen (P;), derartig, daB ¢°(x) oberhalb total-
stetig ist auf jedem P,; 4° die obere Derivierte von ¢°) ist
in fast allen Punkten von (a,5) = f(x).

Satz XII. Die in den Definitionen C° und DO eingefiihrten Majo-
ranten und Minoranten besitzen fast iiberall eine endliche Ableituny,
wenn ihre Klassen gleichzeitig existieren.

Das folgt aus den Bedingungen 4° in den beiden Definitionen
auf Grund des Denjoy-Saksschen Satzes %) tiber die extremen Deri-
vierten endlichwertiger Funktionen 49),

Aus Satz XII folgt, daB die Majoranten {1°(x)} und die Mino-
ranten {p°(x); den Bedingungen der Definitionen C, bzw. D, gentigen
und daB somit fir sie Satz VII gtiltig bleibt.

Definition 12, Wenn die untere Schranke aller °(b)-Werte
und die obere Schranke aller °(b)-Werte einander gleich sind, so
definiert ihr gemeinsamer Wert das @-Integral Uj(a, b) von f(x)
tber (a, d).

Die Definitionen 11 und 12 sind einander aequivalent.

Beweis. Wenn f(x) ein (-Integral G(x) hat in (a, ), so ist
G(x) sowohl eine Majorante nach Definition C° wie eine Minorante
nach Definition D° f(x) ist somit auch @}-integrierbar und beide
Integrale haben denselben Wert.

Sei nun, umgekehrt, f(z) fi-integrierbar. Dann 14t sich zeigea
daB das §3-Integral U} (a,x) fast iberall in (a,b) eine Ableitung hat
Wenn 9°(x) eine Majorante nach Definition C° und @°(x) eine
Minorante nach Definition D° ist, so gibt es einen mafgleichen
Kern K von (a,b) in dessen Punkten jede dieser Fuktionen eine
endliche Ableitung hat (Satz XII). In einem willktirlichen Punkte §
von K wird fur jedes x> &: ;
¥o(x)— Ul(a,0) = 9(§) — U3(4,§) und U3(a 2)— %) =Ua,§) — 9%¢)
oder
PO(%) — °(§) = Ui (a,2) — Ui (2, §)= 9°(®) — 9*(6)

) Biehe z, B. Saks, Fund. Math, b (1924), 8. 98 oder Ridder, loe. cit. 4)

-erstes Zitat, 8. 1.
40) Man vergleiche Ridder, loc, cit.), S. 247 Batz (XIII).

Fundamenta Mathematicae, T. XXII, 11
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sein. Aus diesen Ungleichungen und den damit tbereinstimmenden
fir den Fall # << & folgt, dab die vier extremen Derivierten. von
Ul(a, %) in € zwischen den Ableitungen von ¢°(x) und qJ?(w) heger.l.
Also wird nach dem Denjoy-Saksschen Satze *°) eine endliche Ablei-
tung von Uj(a,z) existieren in fast allen Punkten von K und
von (a, b).

Aus den Definitionen C° D° €, und D, folgt, dafl f(x) auch

integrierbar ist nach Definition 8 und der damit aequivalenten
Definition 7. Daraus und aws der Existenz der Ableitung von
U3(a,%) in fast allen Punkten von (a,b) folgt, dab Uj(a,«) auch
ein 3%-Integral (nach Def. 11) ist. —
" Nemnen wir die nach den Definitionen 11 und 12 gebildete
Integrale B°-Integrale, so folgt aus der Existenz einer endlichen
Ableitung in fast allen Punkten von (a,b) daB das §%-Integral U (a, )
in einem mafgleichen Kerne von (g, b) stetig sein muf,

§ 14. Zusammenfassung. In (4, b) ist das a*-Integral (§ B)
stetig in allen Punkten, das a-Integral (§§ 1—38) bis auf die Punkte
einer hochstens abzithlbar unendlichen Menge, das @0-Integral (§ 18)
bis auf eine Menge vom MaBe Null, das abgefinderte Burkillsche
Integral (§ 10) und das §-Integral (§§ 6—9) bis auf Mengen, deren
Maf beliebig dicht zu b — a n#hern kann, Bei allen Integralen
liegen die Stetigkeitspunkte tberall dicht in (a, b).

Der Umfang der Definitionen ist ganz verschieden; man hat;

1° g*-Integration (C @-Int (C 0-Int. C f-Int.; und

20 o*-Integration C a-Int. C (abgeinderte) Burkill-Int. C 6-Int.

Daneben ist:

o*-Integration = spezielle Denjoy-Int. = Perron-Int.;
Denjoy-Khintchine-Int. (8% Int.; allgemeine Denjoy-Int.("g-Int. 1),

4) Zusatz bei der Korrektur, Wenn man in den Definitionen der §§6-—9
tiberall statt japproximativ stetig fiir a <2 = b“ liest ,in jedem Punkte x von
(a,b) stetig auf einer Menge B, mit unterer innerer Dichte =7 in diesem Punkte
(7> */, und unverinderlich)* und in Def, 6 die Mengen E,, Eg in ¢ brw, § un-
tere rechte bzw. untere linke Dichte = 7 haben (wieder fir dasselbe t), 8o bleiben
die in dieser Weise verallgemeinerten Definitionen 6—10 einander gleichwertig.
Bie umfassen dann eine neuerdings von 8. Izumi in den Proc, Imp, Ae. Japan 9
{1933), 8. 670—578 mitgoteilte Integraldefinition; sum Beweise hat man nar die
Betrachtungen der Beiten 1560—1B8 in leicht ersichtlicher Weise abuutindern.

22. VIII. 1988,
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Uber die 7- und N-Bedingungen und die approxi-
mativ stetigen Denjoy-Perron Integrale.

Von
J. Ridder (Groningen).

In einer vorigen Arbeit?) (Ridder 5) haben wir u. a. zwei
Integralbegriffe, das o- und das B-Integral, behandelt, welche zu
betrachten sind als Verallgemeinerungen des speziellen bzw. des
allgemeinen Denjoyschen Integrals; wir untersuchten daselbst ihre
gegenseitigen Verhiltnisse und ihre Verhsltnisse zu anderen Integral-
begriffen und gaben weite Klassen von Funktionen an, welche Inte-
grale in dem einen oder dem anderen Sinne sind, AuBerdem hatten
wir schon friher %) die elementarsten Eigenschaften jener Integrale
besprochen. Es ist unsere Absicht in den folgenden Seiten einige
weniger elementaren Eigenschaften der beiden Denjoyschen Integrale

1) Der Kiirze halber figen wir die hanptstichlichsten der in den folgenden
Seiten sitierten Arbeiten hier zusammen:
J. Ridder: 1. Uber den Perronschen Integralbegriff und seine Beziehung zu den
R_, L., und D_ Integralen, Math, Ztschr, 34 (1981), 234—269.
2. Der Perronsche Integralbegriff, Math. Ztschr, 37 (1938), 161--169.
8. Uber approximativ stetige Denjoy-Integrale, Fund. Math, 21
(1933), 1—10.
4. Uber das allgemeine Denjoysche Integral, Fund. Math, 21 (1988),
11—19,
5. Uber die gegenseitigen Beziehungen verschiedener approximativ
stetiger Denjoy-Perron Integrale.
8. Sake: 1. Sur les fonctions continues. Fund, Math, 17 (1931), 124—151.
2. Théorie de Vintégralle (monographie, Warszawa 1983).
1) Biehe Ridder, 2 und 3.
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