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sein. Aus diesen Ungleichungen und den damit tbereinstimmenden
fir den Fall # << & folgt, dab die vier extremen Derivierten. von
Ul(a, %) in € zwischen den Ableitungen von ¢°(x) und qJ?(w) heger.l.
Also wird nach dem Denjoy-Saksschen Satze *°) eine endliche Ablei-
tung von Uj(a,z) existieren in fast allen Punkten von K und
von (a, b).

Aus den Definitionen C° D° €, und D, folgt, dafl f(x) auch

integrierbar ist nach Definition 8 und der damit aequivalenten
Definition 7. Daraus und aws der Existenz der Ableitung von
U3(a,%) in fast allen Punkten von (a,b) folgt, dab Uj(a,«) auch
ein 3%-Integral (nach Def. 11) ist. —
" Nemnen wir die nach den Definitionen 11 und 12 gebildete
Integrale B°-Integrale, so folgt aus der Existenz einer endlichen
Ableitung in fast allen Punkten von (a,b) daB das §%-Integral U (a, )
in einem mafgleichen Kerne von (g, b) stetig sein muf,

§ 14. Zusammenfassung. In (4, b) ist das a*-Integral (§ B)
stetig in allen Punkten, das a-Integral (§§ 1—38) bis auf die Punkte
einer hochstens abzithlbar unendlichen Menge, das @0-Integral (§ 18)
bis auf eine Menge vom MaBe Null, das abgefinderte Burkillsche
Integral (§ 10) und das §-Integral (§§ 6—9) bis auf Mengen, deren
Maf beliebig dicht zu b — a n#hern kann, Bei allen Integralen
liegen die Stetigkeitspunkte tberall dicht in (a, b).

Der Umfang der Definitionen ist ganz verschieden; man hat;

1° g*-Integration (C @-Int (C 0-Int. C f-Int.; und

20 o*-Integration C a-Int. C (abgeinderte) Burkill-Int. C 6-Int.

Daneben ist:

o*-Integration = spezielle Denjoy-Int. = Perron-Int.;
Denjoy-Khintchine-Int. (8% Int.; allgemeine Denjoy-Int.("g-Int. 1),

4) Zusatz bei der Korrektur, Wenn man in den Definitionen der §§6-—9
tiberall statt japproximativ stetig fiir a <2 = b“ liest ,in jedem Punkte x von
(a,b) stetig auf einer Menge B, mit unterer innerer Dichte =7 in diesem Punkte
(7> */, und unverinderlich)* und in Def, 6 die Mengen E,, Eg in ¢ brw, § un-
tere rechte bzw. untere linke Dichte = 7 haben (wieder fir dasselbe t), 8o bleiben
die in dieser Weise verallgemeinerten Definitionen 6—10 einander gleichwertig.
Bie umfassen dann eine neuerdings von 8. Izumi in den Proc, Imp, Ae. Japan 9
{1933), 8. 670—578 mitgoteilte Integraldefinition; sum Beweise hat man nar die
Betrachtungen der Beiten 1560—1B8 in leicht ersichtlicher Weise abuutindern.

22. VIII. 1988,
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Uber die 7- und N-Bedingungen und die approxi-
mativ stetigen Denjoy-Perron Integrale.

Von
J. Ridder (Groningen).

In einer vorigen Arbeit?) (Ridder 5) haben wir u. a. zwei
Integralbegriffe, das o- und das B-Integral, behandelt, welche zu
betrachten sind als Verallgemeinerungen des speziellen bzw. des
allgemeinen Denjoyschen Integrals; wir untersuchten daselbst ihre
gegenseitigen Verhiltnisse und ihre Verhsltnisse zu anderen Integral-
begriffen und gaben weite Klassen von Funktionen an, welche Inte-
grale in dem einen oder dem anderen Sinne sind, AuBerdem hatten
wir schon friher %) die elementarsten Eigenschaften jener Integrale
besprochen. Es ist unsere Absicht in den folgenden Seiten einige
weniger elementaren Eigenschaften der beiden Denjoyschen Integrale

1) Der Kiirze halber figen wir die hanptstichlichsten der in den folgenden
Seiten sitierten Arbeiten hier zusammen:
J. Ridder: 1. Uber den Perronschen Integralbegriff und seine Beziehung zu den
R_, L., und D_ Integralen, Math, Ztschr, 34 (1981), 234—269.
2. Der Perronsche Integralbegriff, Math. Ztschr, 37 (1938), 161--169.
8. Uber approximativ stetige Denjoy-Integrale, Fund. Math, 21
(1933), 1—10.
4. Uber das allgemeine Denjoysche Integral, Fund. Math, 21 (1988),
11—19,
5. Uber die gegenseitigen Beziehungen verschiedener approximativ
stetiger Denjoy-Perron Integrale.
8. Sake: 1. Sur les fonctions continues. Fund, Math, 17 (1931), 124—151.
2. Théorie de Vintégralle (monographie, Warszawa 1983).
1) Biehe Ridder, 2 und 3.

11*


Yakuza


164 J. Ridder:

in sinngemuBer Weise auf die - und f-Integrale zu tbertragen; in
dem kurzen Abschnitt I findet man auBerdem einige Sutze Uber

Lebesguesche Integrale.

I Siitze iiber Lebesguesche Integrale.

§ 1. Definition 1. Eine Funktion F(x) gentigt in einem Inter-
vall (a,b) der Bedingung (7}), oder der Bedingung (Ty) (von Ba-
nach), wenn die Menge der Funktionswerte, welche in diesem
Intervall unendlich oft, bzw. nicht-abzshlbar unendlich oft angenom-
men werden, das Ma@ Null bat.

Definition 2. Eine Funktion F(x) genligt in (a, b) der Bedin-
gung (N**), oder der Bedindung (N-) (von Saks), wenn die
Menge der Funktionswerte in den Punkten von (a, b)) wo die
Ableitung existiert und - oo, bzw, — oo, wird, das MaB Null hat.

Definition 8. F(x) hat in (a,d) die Eigenschaft (N°), wenn
sie dort gleichzeitig den Bedingungen (N*) und (N~*) gentigt.

Definition 4. Eine in (a, b) definierte Funktion F'(z) ist in (a, D)
stetig mach Darboux, wenn sie dort endlich ist und fur a=c<d=b
jeden zwischen F(¢) und F'(d) liegenden Zahlenwert in einem
inneren Punkte von (¢, d) angenommen wird.

Lemma 1. Jede in (a,b) nach Darboux stetige Funktion I'(x)
mit der Bigenschaft (T)) ist in (a, b) auch stetig in gewdhnlichem Sinne.

Bewels. Aus der Definition 4 folgt, daB es in der unmittelbaren
Nihe eines Unstetigkeitspunktes & von F(x) zu jedem y-Werte eines
gewissen Intervalls (liegend zwischen oberem und unterem Limes
von F(x) in £) unendlich viele Punkte (z) geben wlrde, in deren
jedem F(x) diesen y-Wert annshme; F(») hutte somit die Eigen-
schaft (7)) nicht. Die Menge der Unstetigkeitspunkte muf darum
leer sein.

Satz I Fir die in (a, b) nach Darboux stetigen Funktionen mit
der Eigenschaft (Ty) sind die Bedingungen (N) (von Lusin) und
(N™) aequivalent.

Bewels. Da fur die stetigen Funktionen mit der Eigenschaft
(Ty) die Bedinguogen (N) und (N*) aequivalent sind,?) folgt der
Satz unmittelbar aus Lemma 1.

1) Biehe Saks, 1, 131 (Corollaire),
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Kovollar. Damit eine in (a, b) nach Darboux stetige Funktion
von beschrdnkter Variation *) totalstetig sei, ist notwendig wnd hinrei-
chend, dafi sie der Bedingung (N> geniige.

Denn jede Funktion von beschrinkter Variation hat die Eigen-
schaft (7;) 5). Nach Satz I gentigt sie somit der Bedingung (N) und
daraus folgt dann nach Denjoy ihre Totalstetigkeit.

Definition 4,. f(z) sei definiert in (a, b). Eine zu f(z) im Inter-
vall (a, b) adjungierte Majorante 1, (x) hat die Eigenschaften:
a) P, (a)=0; b) 1, (x) ist fir ¢ =2 =>b stetig nach Darboux
und unterhalb totalstetig ¢); ¢) die beiden unteren Derivierten von
Po(x) sind fast wberall in (a, b)) = f(x).

Satz II. Damit eine fiir a =<2 =b nach Darboux stetige Funktion
F(z) totalstetig sei, ist notwendig und hinreichend, daf sie den Bedin-
gungen (Ty) und (N™) genilgt und dafl sich in (a, b) eine eindeutige
Funktion f(z) finden Uif3t, welche fast iberall mit F'(x) zusammen-
fallt wo diese existiert und 2u der in (a, b) eine Majorante 1, (z)
adjungiert ist.

Da Fiz), nach Lemma 1, auch stetig ist in gewthnlichem Sinne,
folgt der Satz aus Ridder 4, 13 (Satz I). :

Durch Betrachtung von — F(z) folgt aus diesem Satze das

Korollar. Jede Funktion F(x), welche in (a, b) stetig ist nach
Darboux und den Bedingungen (1)) und (N*) geniigt, wihrend daneben
F'(x) in fast allen Punkten ihrer Existenzmenge nichi-negativ ist,
wird in (a, b) monoton nicht-abnehmend (und totalstetig) sein.

II. Eigenschaften beim «-Integral.

§ 2. Definition 5, E sei eine Teilmenge des abgeschlossenen
Intervalls (o, b). Eine in den Punkten von (a,b) definierte Funk-
tion F'(x) heifle von beschrinkter Variation* (abgekiirzt: BV*) auf E,
wenn sich eine positive Zahl N finden ldBt, derart daB fir jedes

4) Es ist sofort klar, daB eine derartige Funktion such stetig ist in gewdhn-
lichem Sinne.

5) Siehe z, B. Saks, 2, 179,

o) Biehe Ridder, 1, 244 (Def. 9) oder 3, 3 ‘Fubn, 9). — Da jede unterhalh
totalstetige Funktion nur Unstetigkeiten erster Art haben kann, muB jede Majorante
auch stetig sein in gewthnlichem Binne.
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System von nicht ibereinander greifenden Intervallen (ay, b,), deren
Endpunkte zu E gehtren sollen, '

Z.Q,,gN

%)

ist; hierbei deutet £, die Oszillation von F'(x) im abgeschlossenen
Intervall (a4, b,) an.

Definition 6. Kine fir a =« = definierte Funktion #(z) ist
in (a,b) wvon beschrinkter Variation* im verallgemeinerten Sinne
(abgekirzt: BVV*), wenn (a, b) sich, ausgenommen in den Punkten
einer (ev. leeren) abzithlbaren Menge, tberdecken 146t von abzéthlbar
vielen perfekien Mengen, anf denen F'(x) von beschréinkter Va-
riation* sei.

Definition 7. F(z) sei im abgeschlossenen Intervall (, b) stetig
im verallgemeinerten Sinne (abgekurzt: SV), wenn (g, b) sich, ausge-
nommen in abzithlbar vielen Punkten, iiberdecken Iift von abzithlbar
vielen perfekten Mengen, auf deren jeder stetig sei in bezug auf
diese Menge.

Satz IIL. Damit eine approvimativ stetig Funktion BVV* ein
unbestimmtes a-Integral ™) sei, ist notwendig und hinreichend, dafi sie
der Bedingung (N*) geniigt.

Beweis. Wenn F(%) eine approximativ stetige Funktion, BV V*
in (a, b), darstellt, so gibt es abzithlbar viele perfekte Teilmengen (&)
von (a,b), auf deren jeder sie BV* ist. Es gei E, eine dieser Mengen;
da die Funktion F(x), welche auf E, mit P(%) zusammenfullt und
sich linear tndert in den zu K, komplementsren, abgeschlossenen
Intervallen von (a, 3), von beschrsinkter Variation ist in (a, b), kann
F(x) auf E, nur Unstetigkeiten erster Art in bezug auf Z, haben,
Wenn somit F(z) im Punkte & von E, eine derartige Unstetigkeit
fmfweist, wird entweder der linke oder der rechte Grenzwert von ()
in bezug auf Z, (oder beide) von F(§) verschieden sein. Es dei z B.

[lim Pa) — F(E)| = e 0.
x>& ant 'E”
Da die Oszillationen von F(z) in den zu E, komplementtiren, abge-
schlossenen Intervallen von (a,b) eine konvergente Reihe bilden,

") Siehe die Definitionen 1—4 in Ridder, §,
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gibt es eine Umgebung A von £, derart daB die Oszillationen, welche

_zu den (ganz oder teilweise) in U liegenden, zu E, komplementiren

Intervallen gehoren, eine konvergente Reihe bilden, deren Summe
kleiner als &/4 ist. Es wird nun immer moglich sein die Umgebung %
derartig einzuschrinken, daB fur alle 2’ >£ der (abgeiinderten)
Umgebung gilt:

|lim F(x) — F(2')| < g/2.

x);'-:ugtl En

Da jedoch F(z) in £ approximativ stetig ist, gelangten wir zu einem
Widerspruch., Somit muf F(z) stetig sein auf E, ; sie ist dadurch
in (@, b) stetig im verallgemeinerten Sinne ‘

Die Menge der Werte von F,(x) in denjenigen Punkten (z)
von E,, in welchen F)(x) existiert und entweder - co oder — oo
ist, wihrend daneben F'(z) nicht existiert, ist vom Mafle Null ).
Da auBerdem F(z) die Eigenschaft (N*) hat, wird auch F,(x) diese
Eigenschaft besiizen, Daneben ist ZF(x) in (4, b) stetig und von’
beschriinkter Variation; sie muB dadurch totalstetig sein. Somit ist
F(w) in (a,b) totalstetig® im verallgemeinerte Sinne %); da sie aufier-
dem approximativ stetig ist, ist #'(x) ein unbestimmtes a-Integral %),

Die Bedingung (N*) ist hinreichend. _

Sie ist auch notwendig; denn wenn F(x) ein a-Integral ist, wird
jedes F(x) (s. oben) totalstetiz sein in (a,5) und somit die Eigenschaft
(N*) haben; daraus folgt diese Eigenschaft auch fir F'(z). ,

§ 3. Definition 8, Obere Oszillation Q(F,a,b) der Funktion
F(x) im abgeschlossenen Intervall (a,5) sei die obere Schranke der
‘Werte von F(y) — F(x), wobei a Sz <y <b.

Definition 9. Fur die in den Punkten einer Menge Z defi-
nierte Funktion F'(x) deute F(E) die Menge der Funktionswerte
von F(z) auf E an, .

Lemma 2. F(x) sei endlich fir a < x=b und fir die komple-
mentiren, abgeschlossenen Intervallen (i} einer abgeschlossenen  Teil-
menge E von (a, b) sei: :

Dot @iy <+ oo

(%)

¢) Dies folgt aus Saks 1, 132 (Th. 2).
5) Biehe Ridder, 1, 261 u. 262 (Def. 19%).
10) Bjehe Ridder, § (Def. 2).
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Wenn dann R und B, die Telmengen von [ oandeuten, in deren
Punkten F(z) bew. die Funktion F\(x), welche auf E und in a und b
mit F(x) zusammenfdllt wnd sich linear dndert in den zu E komple-
mentiren abgeschlossenen Intervallen von (a,b), eine Ableitung haben,
so wird

m(Ry — By==m {F (R, — R)}=0

sein, wihkrend fast dberall auf R
F' (@) = Fi ()

ist 1%),

Lemma 3. Eine im abgeschlossenen Intervall (a,b) endlichwertige
Funktion F(x) sei in den Punkien einer perfelien Teilmenge B stetig
in beaug auf E.

Wenn es dann: 1° eine in (a,d) beschrinkte, auf E unterhald
tolalstetige® 1*) Funktion M(x) gibt mit der Eigenschaft, daf in fast
Jedem Punkte von E, in welchem F'(z) existiert,

F' (@) = M (x)

ist; daneben:

2 F(x) in (a,b) die Eigenschaften (Ty) und (N+*) hat; und:

30 fiir jedes Intervall (a,B), das keine Punkte von E im Innern
enthail,
B () — Fla) < M(5) — M(a)
ist;

80 wird F(x) von beschrinkter Variation* sein auf E und es gilt (1)
fir jedes Teilintervall (a,8) von (a, b).

Beweis. Es seien ¥ (r) und M, (x) die Funktionen, welche in
den Punkten von £ und in o und b mit F(x) bzw. mit M () zusammen-
fallen und sich linear 4ndern in den zu X komplementtiren, abge-
schlossenen Intervallen von (a, ).

Da M(z) auf E unterhalb totalstetig* ist, 148t sich zu willktirlich
positivem & eine nattirliche Zahl K finden, derart daB fur die
zu E komplementiiren, abgeschlossenen Intervalle {ix = (ax, bW)}:

1) Biehe Saks, 1, 138 (Lemme 1); die oben angenommene Endlichkeit von
F(z), statt Stetigkeit bei Baks, 1, c., 186t den Beweis ungedindert.
1) Daraus folgt, daf M () in fast allen Punkten von K eine Ableitung hat.

Biehe Ridder, 1, 261—264 (Def. 16 und Satz XVIII H
P, 15, , 1, ( nebst Bewels); auch 3, 6
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D Q@) i) = 3 lm— M)+ Y | Mla) — 2(,)]| +
h=K kaK k=K
+ M) — | <etee=3ery
k=K

ist; hierbei ist m, die untere, m, die obere Schranke von F(z) im
abgeschlossenen Intervall 4,. M(x) ist anBerdem beschrinkt in (a,?);

somit wird kﬁx Q[M(x); i) eine konvergente Reihe sein. [Daraus und

aus der Eigenschaft von M, (%) in (a,b) von beschrinkter Variation 1%)
za sein, folgt dall M(x) auf B von beschrinkter Variation* ist.
Aus 3° folgt dadurch:

@) zv Q[ F(@); is] §2 Q[M(@); 4] < + o.

A=l A=l

Wenn R und R, die Teilmengen von E sind, in deren Punkten
F(x) baw. F)(x) eine Ableitung haben, so wird nach Lemma 2 und
Bedingung 19:

m(B, — R) = m{F (R, — R)}=0

und fast tberall auf R:
) Fy(z) = F'(x) = M' (x) = M;()

sein. Aus m{F (R, — R)} =0 und 2° folgt, daB auch F,(x) in (a,bd)
die Eigenschaften (N1) und (7)) hat. Da M;(«) in (a,4) von be-
schriinkter Variation ist, folgt aus (2) und (3), daB () integrierbar
(L) ist tber die Teilmenge von (a,d), auf welcher sie positiv ist.
Fy(x) gentigt den Bedingungen eines Satzes von Saks?¢) und ist
dadureh in (a,b) von beschrinkter Variation mit nicht-zunehmendem
singulérem Bestandteil. Es muB auch m(E)=m(R,)=m(R) sein.

Da auBerdem der singulire Bestandteil von M, (x) nicht-abneh-
mend ist, wird fir a S ¢ < =10 immer

o
13) Daf en miglich ist K derartig zu withlen, daﬂ‘Z‘KIM(a,,)—-M(bk)l < & ist,

folgt daraus daf die oben definierte Funktion M/, (x) in (@, b) unterhalb totalstetig

und somit auch von beschrinkter Variation ist mit nicht-zunchmendem singuliirem

Bestandteil, Siehe W. H. Young, Proc, London Math. Boc. (2) 8 (1910), 294297,
14) Bijehe 8aks, 1, 185 (Th, 6).
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8 p
BO— TS [F@) s [ des M) — M@

sein, und somit auch:
F(B) — F(a) = M () — M(a).

Fur die Oszillationen von F(x) in den zu K komplementtren
Intervallen (7,) hat man:

D oF@)sil = I — Fla) +

kel Al
+ 1P (@) — Ty 60| + I (2(5) — )
k=1 &ml

wobei u, die untere und g, die obere Schranke von F(x) im abge-
schlossenen Intervall i, sein soll. Die Endlichkeit der ersten und
der dritten Summe hinter dem Ungleichheitszeichen folgt aus (2),
die der zweiten Summe daraus daB F () in (a,6) von beschrinkter
Variation ist, F'(x) ist somit von beschrinkter Variation* anf E.

§ 4. Definition 4, '9). f(a) sei definiert fir ¢ = =<<b. Dann
hat eine 2 f(2) in (a,b) adjungierte (@)-Majorante ¥, (x) die Eigen-
schaften: 10 , (x) ist approximativ stetig filr a S ; 2° ¢, (a)=0;
8° es JuBt sich (4, b), ausgenommen in den Punkten einer (ev. leeren)
abzithlbaren Menge, iherdecken von abzhlbar vielen perfekten Teil-
mengen (H,), derartig, daB v, () unterhalb totalstetig® ist auf jedem H,;
4° die (fast tberall in (a,b) existierende und endliche] Ableitung
von () ist in fast allen Punkten ihrer Existenzmenge = f(x).

Lemma 4. Eine Funktion F(x), welche in (a, b):

19 approximativ stetly und SV ist;
20 die Bigenschaften (T,) und (N+<) hat;
und 2u der:
8° sich eine in (a, b) eindeutige Funktion J(@) finden laf3t, gleich
der Ableitung von F(z) fast aberall wo diese existiort und im
Besitze einer o-Majorante o, (z) (im Sinne der Definition A,)
in (a, b);
ist in (a, b)) BVV*,

15) Siehe Ridder, 5.
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Auflerdem wird fir a = a<<8=b:
(4) F(§) — o) = ¢ (8) — ¢y (e)
sein,

Bewels. Wenn (4) nicht fiir jedes Punktepaar e, § von (g, b)
giltig wire, so bildeten die Punkte, in deren jeder Umgebung
Punkte «, § ligen it

F(B)— F(a)>¢,(f) — (@) und o <f

eine nicht-leere, abgeschlossene Menge K. Da K wegen der appro-
ximativen Stetigkeit von F(#) und w,(x) keinen isolierten Punkt
enthalten kann, wire sie perfekt,

In den zu K komplementiren Intervallen wlrde zwischen den
Endpunkten eines jeden Teilintervalles (4) gelten missen. Es exis-
tierte ein Stick ® von K, auf dem tberall dicht ligen eine der
perfekten Mengen, auf welchen F'(») stetig ist, und eine perfekte
Menge, auf welcher ,(r) unterhalb totalstetig* ist. In einem
Punkte £ von @, der anf beiden Seiten Grenzpunkt von @ ist, be-
trachten wir den unteren und den oberen Limes von 1, (%) in bezug
auf (a, b); in einem Punkte £ von @, der nur linker [oder nur
rechter] Grenzpunkt von o ist, betrachten wir den unteren und den
oberen Limes von w,(x) in bezug auf die Punkte von (a, b), welche
=& [baw. = £,] sind. Die auf diese Weise auf & definierten un-
teren und oberen Limesfunktionen konnten nur in endlich vielen
Punkten von & unendlich sein. Sonst hitten diese Punkte minde-
stens einen (zu @ gehdrenden) Verdichtungspunkt X und es wire
moglich bei willktirlich positivem A eine Folge von Intervallen
(@, Br) zu konstruieren, deren Endpunkte zu & gehtrten und deren
jedes einen Punkt y, enthielte, derart daB entweder Wy (ve) — Py (@)
oder w,(8) — ¥:(yy) (oder beide) < — A wire. Die Majorante
W, (%) konnte somit nicht unterhalb totalstetig* sein auf &.

Es mtfte also ein Sttick @, (mit den Endpunkten ¢, und d,)
von & geben, derart daB u,(v) beschriokt wire in dem Intervall
(¢1, d,). Anwendung des Lemmas 3 in diesem Intervall fuhrte zu
einem Widerspruch,

Auf dieselbe Weise wie zu der Menge K luft sich nun zu je-
der perfekten Teilmenge Z von (a,b) ein Stuck @, finden, derart
daf die Bedingungen des Lemmas 3 auf o, fir die Fuuktion:an
F(x), ¢, («) exfullt sind, Daraus folgt dann, da F(z) BV* ist auf @,.
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Mittels transfiniter Induktion zeigt man nun leicht, dall F'(x) in
(@, b)) BV V* ist.

Definition 4; 1%). f(x) sei definiert fiir a == » = b. Eine 2u f(x)
in (a,b) adjuugierte (o)-Majorante ,(x) hat die Eigenschaften:
19 gie ist approximativ stetig fir a S« =0b; 2° ¥,(a) = 0; 39 die
untere Derivierte D 1, (%) ist = f(#) und == — oo in allen Punkten
von (a, b), abzéhlbar viele angenommen.

Da die Majoranten {i,(x)} eine Teilklasse der {y,(x)} bilden,
hat man:

(Lemma A*). Das Lemma A bleibt gilltiy, wenn man anstatt
einer a-Majorante o, (x) nach Definitionen A, eine a-Majorante i, (x)
nach Definition Ay benutet.

Satz IV. Damit eine fir a = x = b approximativ stetige Funk-
tion F(x) ein unbestimmies a-Integral sei, ist notwendig und hinvei-
chend, daf} sie in (a,b) SV ist und den Bedingungen (T3) und (N*)
gendigt und dafl es in (a, b) eine eindeutige Funltion gibt, welche fast
iberall mit der Ableitung von F(x) zusammenfillt wo diése existiert
und zu der in (a, b) eine a-Majorante , (x) nach Def. 4, [oder eine
a-Majorante ,(z) nach Def. 4;] adjungiert ist.

Beweis. Jedes unbestimmte a-Integral F'(z) ist totalstetig aut
einer jeden von abzaéhlbar vielen perfekten Mengen (E}), welche (a, b),
ausgenommen in hichstens abzithlbar unendlich vielen Punkten,
tiberdecken 1%); auf jeder Menge E;, und dadurch ebenfalls in (a, b),
hat F(x) die Eigenschaft (N); sie wird somit in (a,b) auch die
Eigenschaften (7,)!%) und (N*°) haben. Weiter ist '(x) in (a, b) SV.

AuBerdem hat sie fast tberall eine Ableitung. Jede Funktion,
welche mit der Ableitung zusammenfllt wo djese existiert, hat
sowohl eine a-Majorante im Sinne der Definition 4; wie auch eine
a-Majorante im Sinne der Definition 4, 7).

Die Bedingungen sind notwendig.

Wenn, umgekehrt, Fi(z) die genannten Bedingungen erfullt, so
ist sie nach Lemma A[A¥] BVV* in (a,5). Nach Satz III ist sie
nun auch ein unbestimmtes a-Integral !8).

1) Siehe 5. B. Saks, 2, 183, 184,

1) Siehe Ridder, § (Satz II und die Def. 3, 4),

'*) Es luBt sich zeigen, daf die in (0, b) appromimativ stetigen Funltionen
B.VV* und mit der Eigenschaft (N-) identisch sind mit der Klasse der appro-
asmativ gteligen Funktionen, welche in (a,b) SV sind und daneben die Kigen-
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§ 5. Lomma 4. F(x) sei in (a,b) approvimativ stetig und SV,
Wenn es dann eine tiber (a,b) a-infegrierbare Funktion g(x) gibt mit
der Eigenschaft dafi filr die untere rechte Derivierte, D, F(z), von F(z)

in den Punkten von (a, b), vielleicht ahzihlbar viele ausgenommen, gilt:
D, Flo) S g(o); wnd D, F(z)% +oo,

so wird fiir a = <z =b:
(6) F)—F@) s f g(w) da

sein; hierbei deutet of das a-Integral an.

Bewels. Xs sei ap,(x) eine in (a, b) zu g(x) adjungierte e-Majo-
rante gemif Definition 4,; nach Fufin. 18 wird sie in (a,5) SV
sein, Die Menge K der Punkte, in deren jeder Umgebung Punkte-
paare (xy, x3) von (a, b) liegen mit

(6) F(arg) — F(2,) > i, (25) — ¥ (2,) und 2, <y

ist abgeschlossen und kann, wegen der approximativen Stetigkeit
von F(z) und von 4, (x), keinen isolierten Punkt enthalten; sie ist
somit perfekt. Zwischen je zwei Punkten » <, eines zu X kom-
plementiren Intervalls wird

F(xg) — F(@,) = 3 (%) — a(z) -

sein, Ware K nicht leer, so existierte ein Stick & von K, auf dem
tiberall dicht liegen wtrden eine der perfekten Mengen, auf wel-

schaft haben, daf es zu jeder derarliyen Funkiion eine Uberdeckung von (a, b
durch eine abzdhlbare Menge M und obzdhlbar viele perfekte Mengen (Ej gibt,
devart dali die Funktion ouf jeder Menge E; UT* ist. (Der Beweis verliuft wie
der dos Lemmas C in Ridder, 4, 18 u. 19; man siebe dabei auch die oben im
Texte gegebenen Beweise von Satz IIL und Lemma 3). Da jedes a-Integral iiber
(#, @) in (a,b) SV ist und die Differenz zwischen ihr und einer willkiirlich gewﬁh}ten
@-Majorante, nach Definition 4, wie auch die Differenz szwischen ihr und einer
willktixlich gewiihlten «-Minorante, nach Definition B, in Ridder 5, in (a, b)
monoton und approximativ stetig, somit auch stetig ist, so werden derartige Majo-
ranten und Minoranten jedenfalls dann in (@, b) SV sein, wenn sie zu einer ither
(a,b) a-integrierbaren Funktion gehtren, Darsus folgt, daf der Umfang der Integral-
definition B, loc, cit., sich nicht hndert, wenn man in den Definitionen 4, und I'Jl
die Bedingungen 80 Wndert in: (%) baw, @ (z) sollen BVV* sein und die
Eigenschaft (N—%) baw, (N+°) huben,
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chen F(x) und eine der perfekten Mengen, auf welchen 1, () ste-
tig ist.

Aus den Bedingungen des Lemmus und aus der Definition 4,
geht hervor, dab in den Punkten von (a, b), abzithlbar viele ausge-
nommen,

() D \F@)— F(a) — ()] = D, F(5) — D, 4, (x) S O

ist. Die Funktion w(x), welche in den Punkten von & gleich
F(x) — F(a) — yy(x) wire und gich linear #nderte in den zu &
komplementiren abgeschlossenen Intervallen von (a,b), whre in
diesen Intervallen npicht-zunehmend. Daraus und aus (7) folgte fir
alle Punkte von (a, b), eine abzéthlbare Menge ausgenommen :

D, w@)=0.

Da w(x) in (a,b) auBerdem stetig ist, mtbte sie daselbst nicht-
zunehmend sein. .Aber dadurch hitte man zwischen je zwei Punkten
2, <2y VO @:

© (23) — (%) = [F(%;) — F(@,)] — [ta (w5) — ¢a ()] = O

im Widerspruch mit (6). K ist somit leer. Da ,(z) willktirlich
gewihlt war, folgt daraus (B).

Satz V. Wenn die in (a,b) approvimativ stetige Funkteon F(x)
daneben in (a,b) SV ist und wenn es eine iber (a,b) a-integrierbare
Funktion g(x) gibt, welche in jedem Punkte von (a, b), eine abedhlbare
Menge ausgenommen, endlich ist und gleich einer mittleren oder emtre-
men rechten Derivierten von F(z), so wird

b
F(b) — F(a) -——mf g(x) dx

sein. )
Ist g(x) sogar integrierbar nach Lebesgue, so wird F(@) in (a,b)
totalstetig sein 19).

%) Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung von Sfitzen von Lebesgue: Legons
fur l'intégration, 2, Ed. (1928), 176 (note) und von Saks: 2, 189, 140 (Th. 19);
man vergleiche auch Ridder, Nieuw Archief (Amsterdam) (2) 17 (1982), 171
u 172 (Satz III), wo die konstruktive Definition des allgemeinen Denjoyschen
Integrals angewandt wird.
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Der Beweis folgt durch Anwendung des Lemmas 4 auf F(z),
g(x) und anf — F(x), — g().

Korollax. Wenn die Funktionen F(x) und G (z) in (a, ) appro-
wimativ stetig und SV sind, und ihre oberen rechten Derivierten sind
in jedem Punlkte von (a, b), abedhlbar viele ausgenommen, endlich und
in fast jedem Punkte einander gleich, so konnen F(x) und G(z) sich
in (@, b) nur durch eine additive Konstante voneinander unterscheiden.

Zvm Beweise wende man Lemma 4 auf F(z)— G(z) und
G(z) — F(x) an.

III. Eigenschaften beim g-Integral.

§ 6. Definition 10. Bine Funklion #(x) hat in (a,5) die Eigen-
schaft (NF*) (die Eigenschaft N*= im geinderten Sinne), wenn (a, b)
gich, ausgenommen in den Punkten einer (ev. leeren) abzithlbaren
Menge, tberdecken it von abzihlbar vielen perfekten Teilmengen
(#), derartig, daB: 1¢ zu jedem P, die Menge der Funktionswerte.
in denjenigen Punkten von P, wo F(x) ,in bezug auf dieses P*
eine positiv unendliche Ableitung hat, eine Nullmenge (auf der
y-Achse) ist, 20 suf jeder perfekten Teilmenge 7; eines P, F(x)
der analogen Bedingung gentigt.

Definition 11. Die Funktion F(z) hat in (a, b) die Eigenschaft
(N;*), wenn — F(z) die Eigenschaft (NF*) hat.

Definition 12. Gentgt F(z) in (a, b) den beiden Bedingungen
(NVF*) und (N;>), so hat sie die Eigenschaft (Ny°) in (a, b).

* Definition 13. Z sei eine Teilmenge des abgeschlossenen Inter-
valls (a,b). Eine in den Punkten von (g, b) definierte Funktion
F(x) heibBe von beschrinkter Variation (abgektrzt: BYV) auf E, wenn
sich eine positive Zabl N finden liBt, derart daB fiir jedes System
von nicht tbereinander greifenden Intervallen (ay, b), deren End-
punkte zu E gehdren sollen,

7o) —F@) =N
. *
1st,
Definition 14. Eine fir a S 2 b definierte Funktion F(z)
ist in (a, b) von beschrimkter Variation im verallgemeinerten  Sinne
(abgektrzt: BV V), wenn (a, b) sich, ausgenoramen in den Punkten
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einer (ev. leeren) abzihlbaren Menge, Uberdecken it von abzithlbar
vielen perfekten Mengen, auf denen F'(#) von beschriinkter Varia-
tion sei.

Satz VI. Damit eine in (a, b) approximativ stetige Funktion BV'V
ein unbestimmies B-Integral 2°) sei, ist notwendig und hinreichend, daft
sie in (a, b) SV ist und die Eigenschaft (N) hat.

Beweis. Jedes unbestimmte B-Integral ist totalstetig auf einer
jeden von abziihlbar vielen perfekten Mengen, welche stmtlich (a,b)
iberdecken, ausgenommen vielleicht in hbchstens abzéhlbar unend-
lich vielen Punkten 31); daraus folgt, daB sie in (a, b) die Eigen-
schaft (N*) hat und SV iast. Die Bedingungen sind notwendig.

Sie sind auch hinreicheud. Denn aus den Definitionen 12, 7 und
14 folgt, daB sich zun einer fir @ =« b approximativ stetigen
Funktion F(z), welche in (a, b) auch BVV und SV ist und die
Eigenschaft (N) hat, eine Uberdeckung von (4, 6) durch abziihlbar
viele perfekte Mengen (K)) und eine abzihlbare Menge M finden
148t, derart dab zu jedem K, die Funktion F)(z), welche auf K, mit
F(z) zusammenfullt und sich linear #ndert in den zu X, komple-
mentéren Intervallen von (s, b), die Eigenschaft (N*) hat und stetig
und von beschriinkter Variation ist in (a, ). Nach dem ersten Ko-
rollar von § 1 wird F)(z) dadurch totalstetig sein in (g, b). Daraus
ergibt sich dann weiter, da #(z) ein unbestimmtes 3-Integral ist #1).

§ 7. Definition C, 1%). f(x) sei definiert fur a << =< b. Dann
hat eine 2u f(%) in (a,b) adjungierte (8)-Majorante 1,(x) die Eigen-
schaften: 1° ¢, (x) ist approximativ stetig fur a S bh; 20 4, (@) ==0;
3° es luft sich (4, b), ausgenommen in den Punkten einer (ev. leeren)
abzihlbaren Menge, tberdecken von abzihlbar vielen perfekten
Teilmengen (H,), derartig, daB (%) unterhalb totalstetig ist auf
jedem H,; 4° die [fast tiberall in (a,b) existierende und endliche]
approximative Ableitung von ,(z) ist in fast allen Punkten ihrer
Existenzmenge = f().

Lemma B. Eine Funktion F(x), welche in (a, b):

1° approximativ stetig und SV ist;

20 die Higenschaften (T,) und (NF*) hat;
und zu der:

*) Siohe die Definitionen 6—10 in Ridder, 5,
%) Siehe Ridder, 5 (Definition 7).
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80 sich eine in (a,b) eindeutige Funktion f(x) finden laft, gleich
der approvimativen Ableitung von F(x) fast iberall wo diese
existiert und im Besitee ciner B-Magjorante wq(z) (im Sinne der
Definition C,) in (a, b);

ist in (a,b) BVV.
Auflerdem wird fir e <a < f=1b:

® F(B) — F(a) = v (8) — (@)

sein,

Beweis. Wenn (8) nicht fiir jedes Punktepaar o, § giltig wire,
so bildeten die Punkte, in deren jeder Umgebung Punkte e, §
lagen mit
9 F() — F(@) > ¢3(6) —vs(e) wd o
eine nicht leere, perfekte Menge K.

Zwischen den Endpunkten eines jeden Teilintervalles von zu K
komplementiiren Intervallen wiirde (8) gelten miissen. Es existierte
ein Stiick @ von K, auf dem tiberall dicht lsigen eine der perfekten
Mengen, auf welchen F(x) stetig ist, eine der perfekten Mengen,
auftretend in die Definition der Eigenschaft (NF*) fiir F(z), und
eine perfekte Menge, auf welcher 1;(z) unterhalb totalstetig ist.

Fiix die Funktionen #*(z), y§(x), welche auf & und in ¢ und
d, mit F(x) bzw. mit ¢, (%) zusammenfielen und sich linear &nderten
in den zu ® komplementiren Intervallen von (c,, d,), wiirde, wie
aus der Bedingung 3° folgt, in fast allen Punkten, in welchen
adF*(x)

— < existiert
dz !

@) _dyi@ ™)
de = dx

sein. Anwendung des Lemmas 3 auf F*(x) und ¢¥(x) im Intervall
(¢1, dy) zeigte sodann, dall zwischen je zwei Punkten @, f (mit
a <) von &, (8) gelten mtiBite im Widerspruch mit (9). Die Menge K
kann somit nur leer sein.

Ebenso wie zu K 14Bt sich zu jeder perfekten Teilmenge von
(a,b) ein Sttick &, (mit den Endpunkten ¢; und d,) finden, derart
daf die Bedingungen des Lemmas 3 fiir die zugehdrigen Funktio-

23) Die Existenz dieser Ableitung in fast allen Punkten von &, folgt daraus,
daB 1, (=) unterhalb totalstetig, somit auch von beschrinkter Variation ist auf @,
Vgl. Fubn. 13.
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nen F*(z), w¥(%) im Intervall (e, d,) erfullt sind, Daraus folgt,
daB F(x) BV ist auf &,. Transfinite Induktion zeigt, daB F(x) in
(a,5) BYV ist.

Definition G *%). f(x) sei definiert fir a = = 0. Eine 2u f(v)
in (a,b) adjungierte (B)-Majorante t,(x) hat die Kigenschaften:
10 sie ist approximativ stetig fir a S o b; 2° ¢,(a)==0; 3° es
labt sich (a, b)), ausgenommen in den Punkten einer abzilbaren
Menge, tiberdecken von abziihlbar vielen perfekten Teilmengen (Py),
derartig, daB jede Funktion ¥ (x), welche auf der zugehdrigen
Menge P, . mit ¢,(2) zusammenfillt und sich livear #ndert in den
zu P, komplementtiren, abgeschlossenen Intervallen von (a, b), appro-
ximativ stetig ist fir a =2 = b und in den Punkten von P, die-
jenigen einer abzihlbaren Teilmenge 4, ausgenommen, eine untere
approximative Ableitung

| ADYP@) = fl@) wd F—oo
hat. -—

Da die Majoranten {i,(2)} eine Teilklasse der {i;(x)} bilden,
hat man:

(Lemma B*). Das Lemma B bleibt giiltig, wenn man anstatt einer
B-Majorante (%) nach Definition Oy eine 8-Majorante ,(x) nach
Definition Gy benutzt.

Satz VIL Damit eine filr a S = b approxzmatw stetige Funi-
tion F(x) ein unbestimmies B-Integral sei, ist notwendig und hinrei-
chend, daf} sie in (a,b) SV ist und den Bedingungen (Ty) und (N°)
geniigt und daf} es in (a, b) eine eindeutige Funktion gibt, welche fast
dberall mit der approximativen Ableitung von F(x) eusammenfillt wo
diese existiert und 2u der in (a,b) eine B-Magjorante Wy (%) nach Def. C,
[oder eine §-Majorante w, () nach Def C,] adjungiert ist.

Beweis. Jedes unbestimmte 3-Integral ist totalstetiy auf einer
jeden von abzihlbar vielen perfekten Mengen (E,), welche (a,b),
ausgenommen in abzthlbar vielen Punkten, tberdecken 3); auf jeder
Menge E, hat F'(z) die Bigenschaft (N). Sie wird nun in (g, b) SV
sein und die Eigenschaften (7)) %) und (N:°) haben.

Weiter hat sie fast iberall eine approximative Ableitung. Jede
Funktion, welche mit der approximativen Ableltung zusammenfulls
wo diese existiert, hat sowohl eine g-Majorante im Sinne der Defi-
mtlon C, wie im Siune der Definition C, ),

*) Biehe Ridder, b (Sutz VI und die Def. 8, 9).
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Die Bedingungen sind notwendig.

Wenn, umgekehrt, #(x) die genannten Bedingungen erfiillt, so
ist sie nach Lemma B[B*] BV V in (a, b). Nach Satz VI ist sie sogar
ein unbestimmtes B-Integral 24).

§ 8. Satz VIII. Wenn cine Funktion F(z) in (a, b) approximativ
stetig imd SV ist und in jedem Punkte & von (a, b), mit Ausnahme
einer abzdhlbaren Menge, eine endliche Ableitung hat in bezug auf
eine § enthaliende, mefibare Teilmenge By von (a, b), welche in & eine
positive obere Dichte hat, und wenn die von diesen Ableitungen gebil-
dete Funktion h(x) diber (a, b) P-integrierbar ist, so wird

F(O)— F@) = f h(z) dz

sein; hierbei deutet 5,/ das P-Integral an *S).

Beweis, Aus einem Satze von Saks 2% folgt, daB F(z) in (a, b)
die Eigenschaft () hat; somit auch die Eigenschaften (Z}) %) und
(Ng). Dadureh folgt Satz VIII unmittelbar aus dem vorigen Satze.

M) Bg 1uft sich zeigen, daf die in (o, b) approwimativ stetigen Funkiionen,
welche daneben in (a,5) 8V und BVV sind und die Bigenschaft (N-°°) haben,
identisch sind mit den approximativ stetigen Funktionen, welche in (a,b) SV sind
und dabei die Eigenschaft haben, dafS es zu jeder derartigen Funklion eine
Uberdeckung von (a,b) durch eine abzdhlbare Menge M und abzdhlbar viele
perfekte Mongen (E)) gibt, derart dof die Funktion auf jeder Menge By UT dst.
(Der Beweis verliuft wie der des Lemmas C in Ridder, 4, 18 u. 19). Da jedes
g-Integral iiber (e, ) in (#,b) SV ist und die Differenz zwischen ihr und einer
p-Majorante, nach Definition C), wie auch die Differenz zwischen ibr und einer
B-Minorante, nach Definition D, in Ridder, 5, in (#,5) monoton und approximativ
stetig, somit auch stetig ist, so werden derartige Majoranten und Minoranten immer
SV in (e, b) sein, wenn sie zu einer tiber (a,b) f-integrierbaren Funktion gehtren,
Daraus folgt, daf der Umfang der Integraldefinition 8, loc. cit., sich nicht #ndert,
wenn man in den Definitionen €, und D, die Bedingungen 3° ndert in: ¢, ()
bzw. @,(x) sollen in (@,5) SV und BVV sein und die Eigenschaft (N;“’) bzw,
(No°) haben, '

%) Fiir den Fall, da h(x) ein allgemeines D-Integral hat und F(z) stetig
ist, wurde der Satz schon von Saks bewiesen; siche Atti Congr, Math, Bologna
(1928), 264 (Th. 4).

%) Siehe 8aks, 2, 187 (Th. 16).

9, XII, 1933.
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