Sur un probleme de M. H. Hahn.
Par

Z. Waraszkiewicz (Varsovie).

1. Introduction. Le but de cette note est de donner une solu-
tion au probléme suivant, posé par M. H. Hahn: Lwiste-t-il un con-
tinu dont tout continu soit une image continue? (of. 'und. Math, XV,
p- 357). La solution est nédgative,
~ Je me propose, en effet, de construire une famille indénom-
brable § de courbes topologiquement planes (c. & d. homéomorphes
4 des courbes planes) et qui ne sont pas des images continues d'aucun
modéle commun H?). Je vais établir notamment Pexistence dun
£> 0 tel que f et g désignant deux transformations continues arbi-
traires, définies sur un continu H (d’ailleurs quelconque),

les conditions f(H)e 8, g(H)e8 ¢t Su})l o[ f(@), gw)] < & entratnent
X g4
SiH)=g(H),

de sorte que si H admettait des transformations continues en toutes

les courbes de lu famille &, l'espace de toutes les transformations f

de ce genre, métrisé par la formule ¢(f, g) = Sup o[ (), 9(#)], ne
wveH

contiendrait aucune partie dénombrable dense; or, c’est impossible 1),

%) Un continu H sera dit moddle d'un ensemble F, lorsqu'il existe une fonction
continue sur H et telle que f(H)=F (cf. 8. Mazurkiewics, Sur les images
tinues des continus, Comptes Rendus du I Congrée des Mathématiciens des Pays
Slaves, p. 66).
*) En verta du théoréme suivant de M. K. Borsuk (Sur les rdtractes, Fand,
Math, XVIL, p. 165, th, 2): S Vespace P sst compact, Vespace B () eat sdparabls,

Dy(P) désignant Pespace de toutes les fonctions continues saxr P ef dont Lo voloura
appartiennent 4 Q.
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puisque cet espace fait partie de celui des transformations continues
de H en sous-ensembles d’un espace (& savoir du cone de révolu-
tion R) qui est compact par définition (voir plus loin p, 187, 4 (1)).

Quant & la famille &, elle sera définie comme celle de certaines
courbes extraites de la réunion de deux ,spirales I+ ot 3~ (i signe
contraire de parcours) situées sur la surface latérale du cone R,
ayant la circonférence de sa base pour sous-continu de condensation
et telles que leurs ares d’angle <C2m sont de longueur égale & ceux
de cette circonférence 8). Chaque courhbe de la famille § effectue
d’abord un certain nombre de tours sur 3+, puis sur 3-, ete., en
formant ainsi une sorte de ,spirale & pointes“ qui s'approche asym-
ptotiquement de la circontérence. Or, on peut s'arranger de fagon
que les nombres de tours entre deux pointes successives augmentent
indéfiniment et, pour deux spirales quelconques de la famille S,
finissent par rester toujours différents, En conséquence deux mobiles
parcourant respectivement les deux spirales vers la circonférence
y prendraient des positions tantdt trés voisines, tantdt diamétrale-
ment opposées, de sorte qu’on ne pourrait atteindre par aucun choiz
des lois du mouvement (méme en admettant les vitesses continues de
signe variable!) que ces mobiles finissent par rester proches. Je dé-
montre notamment que, dans ces conditions, les ares parcourus, bien
que topologiquement proches, ont la propriété remarquable de ne
se laisser obtenir d’aucun continu par des transformations continues
proches. Cela tient & certaines propriétés des suites numériques
(voir B) et qui se transportent d’une fagon naturelle sur les ares
des courbes (voir 6 (7)). Quelques précautions me permettent d’établir
toutes les propriétés auxiliaires de la famille § pour le cas des
transformations continues des arcs simples (voir 3, th. 2, et 6 (10))
et de ne les appliquer ensuite au cas général que dans la partie
finale du raisonnement.

2. Termes et notations. Je désigne pour chaque paire de
points a et b par ¢(a, b) la distance entre ces points, par ab lare

aux extrémités a et b, par L(ab) sa longueur; les points a et b étant

3) L'égalité des longueurs pourrait 8tre d’ailleurs remplacée ici par la condi-
tion que la différence des longueurs tende d'une certaine maniére vers 0, en
s'approchant de labase du c6ne, On pourrait méme faire la construction directement
sur un cercle plan (en prenant p. ex, la projection orthogonale des courbes de la
famille § sur la base du céne au lieu de celles de §); cependant la démonstra-
tion serait alors plus compliquée,
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situés dans un continu C, je désigne par g.(a, b) la borne inférieure
du diametre des sous-continus de C qui contiennent x et y 4).

A et B étant des ensembles quelconques, je désigne par ¢(4,.B)
la borne inférieure des distances entre les points = et y tels que z¢ 4

et ¢ B, par 6(4) le diamétre de A et par A la fermeture de A.

3. Deux théorémes sur les transformations continues de
continus, Nous aurons recours dans la suite aux deux théorémes, dont
le premier concerne les modéles des continus irréductibles et le
second ceux des arcs simples rectifiables.

Etant donné un continu irréductible J entre deux points a et b,
supposons le décomposé linéairement en franches ®): J == E l’g, olt
aeTy et bel,.

Sotent 0 <Lu < v 1 ot

P= 3T,
[ 24144
Appelons portion de J tout ensemble P de cette forme. On sait
que &):
1"P.7,40fP.T,
20 P est un continu irréductible entre chaque point de P. T, et
chaque point de P+ T,,

notamment, par suite de lirréductibilité de J. Pour la méme raison

3¢ K dtant un sous-continu quelconque de J tol que K- Ty 0= K- T,

o OESu<<o<{n<<, on a PCK et l'ensemble K — P
est la somme de deux ensembles UCET§ et VCZ’ T,

évidemment ouverts dans K.

Théoréme 1. J étant un continu irréductible, 5 son moddle par
rapport & une transformation continue f, il existe pour toute portion
P= é‘( T, de J un sous-continu H, de H tel que.

® P=f(H,).

4) Of. P. Urysohn, Mdmoire sur les multiplicités cantoriennes I, Verh,
Akad, Amsterdam XIII, p. 35—42,

®) Cf. C. Kuratowski, Theorie des continus irréductibles II, Fund. Math, X,
P. 260 et 259 (th, fondsmental).

?) ibid; ef. en particulier p. 253, lemme 2.
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.Démonstration: Soit H, un sous-continu de &% irréductible
par rapport & la propriété P (C f(H,)7). Le continu H, est évidem-
ment irréductible entre chaque point a e H, - f~*(7,) et chaque point
be H, . f~Y(T),).

Or, supposons que l'on ait f(H,) —P==0. En vertu de 3° on
a done K—P=U-+V, od Uet V sont des ensembles ouverts
et dont on peut admettre que /<=0 (dans le cas odt V=0 le raison-
nement serait symétrique). Par suite de la continuité de f, I'ensemble
J7(U) est ouvert dans H,. En désignant donc par I'(b, H,)#?) len-
semble de tous les points a de H, tels que le continu H, est irré-
ductible entre b et a, on a f~(U)— I(b, H,) 3= 0, puisque I(b, Hy)
est un ensemble frontidre dans H, 9. L’ensemble H, — I(b, H,)
étant wn semi-continu %), il existe pour un point guelconque g de
T'ensemble f~*(U) — I(, H,) un continu
() QC H, — I(b, Hy)
contenant ¢ et & (ce dernier point appartenant par définition
a H, — 1(b, Hy)). Comme gef'(U) et bef'(T,), le sous-continu

(@) de K satisfait aux inégalités f(Q). Ug=0=f(Q). T,, dox
selon 3° f(Q)- Ty F=03=/(Q)- 7, pour un §<Cu. Il en résulte en

vertu de 3° que P(C f(Q), dol en vertu de la définition de H, on
tire H, C @, contrairement & (i),

Théoréme 2. Soient f et g deux fonctions continues définies sur
un continu arbitraire H et ab, et aby deur arcs simples tels que

@ f(H)=“1_bl ot 019.‘;51;

() L(aa,) <& et () Min L(az) <e
zeg [-(ay)]

g(H):;;i-, oit ay e'a—b,,

Dans ces hypothdses Uinégalité
() Sup ¢(f(@), (=) < e
weH

7) Cette propriété étant évidemment inductive au sens M. Brouwer, un tel
continu H, existe en vertn du ,Reduktionssatz® (voir L. E. J. Brouwer, On the
structure of perjfect sets of points, Proceed. Akad. Wett. Amsterdam 14 (1911),
§ 1 et C. Kuratowski, Une méthode d'dlimination des nombres iransfinis...,
Fund., Math, 3, p. 89).

8) ibid. p. 230, Définition,

9) ibid. p. 236 th. IIL

10) ibid, p. 232, lemme 1.
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entraine pour tout arc simple ww Dexistence de deua Jonctions @ et y
continues sur uww et telles que

() Sup o[p(x), p(@)] < Be,
(Vl) q)(u) = "/}(u) = a, 1 (w) =b,
(vi) @(uw) = ab, et W (uw) = ab,.

Démonstration: X étant un ensemble quelconque situé sur

un arc simple donné, désignons d'une fagon générale par X le plus
petit are partiel contenant X.

Par suite de la continuité de / et g, il existe pour tout z e H
un ensemble U(x)(C H ouvert dans H, contenant z et tel que

(vm) LIf(U@)<e et LigU@) < e

En vertu du théoréme de Borel ), le continu H est couvert
par une suite finie U, U,..., U, de ces ensembles ouverts:

(ix) H =j U,.

Il

En outre, H étant un continu, on peut ranger ces ensembles
dans une suite

(s) Uy Uyyeory U, o m<{n
assujettie aux conditions:

10 f @) U010 T,

20 Uy Uy F0 ot k=1,2,...0—1,

8% chacun des ensembles U, (=1,2,...,m) figure une ou plu-
steurs fois dans la suite (s).

[ —

Posons pour tout % naturel 7 (T,) = oo et 9(Uy)=a? b,
én convenant en particulier de désigner par al® et a{® celles des

———

extrémités des arcs f(T)) et 7 (Us) qui sont situées entre o et les
autres. On aura done

® L@Ea) <SL@R) o L{aed)< L)

1) voir p. ex, F. Hausdorff, Mengenlehre 1927, p. 180, II,
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&) b, =_-2' F{UA) .-_~2' aPoP ot a0, =2 aP b,

k=1 k=1 k=1

Une extrémité de f(U,) coincidant d'aprds 1° avec a, et une

—

extrémité de f(U, ) avec b,, il vient en vertu de (x)
(xn) ay =0 e b =>bm

Enfin, b, coincidant selon (x1) aveec un des points de
af’, o, of®, ¥,..., of, b, convenons que

(zm) af? == b,

pour un J<n Ceci admis, les indgalités 2° entrainent

o b{® « gD pEFD - () F aP P . oD oy =1, 2,.
On en tire selon (vii), en posant
) p
(x1v) A =P et @Y = b,

que Pon a pour tout k=1, 2,...., n

L (@ ™) < max [L (@0P), L (ZF5FD)]

&) L@ < max (L. @), L@

} <&
D'autre part, l'inégalité (1v) donne selon (vin) et (x1v)

(xv1) - ¢ (@@, P o) < o[ £(T,), 9(T)] +
A+ LIAU)+ Lg(T)] < 3s;

I'inégalité (1) donne selon (xm) et (xv)

(xvm) L@a®) = L@a®) + L (e @) < 2e

et linégalité (m) donne selon (x) et (xv)

(xvur) L(aa) < L(aa) + L(aPaf) < 2e.

Enfin, les définitions (x1), (xu1) et (x1v) impliquent que

la suite

.oy n—— 1.
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n
adP+ Y af 0 =ab,

(xx) . -1 n
Py _{__2 P a4 2 o D = ;52,
ey Kl

Passons & la définition des fonetions ¢ et 1. Imaginons lare ww
divisé arbitrairement en 7 -1 ares partiels n’empiétant pas l'un
sur 'autre:

@ Y0, e D oy =y et =,
Désignons par @(x) pour tout point zev™v® le point y ¢ aa®
qui vérifie I'équation

L@@y _0(0%a)
L(ay) ¢0Tq)

(xx)

et pour tout point x e v™o*™ ol 1 k< n le point y e a® o
qui vérifie 1’équation

L(@f™y) _ 6™ z)

(xx1) e
L@y o@a)

La fonction p(z) étant ainsi définie sur arc uw tout entier, on
en obtient v (2), en remplagant I'indice inférieur 1 dans (xx) et (xxr)
par lindice 2.

Ces définitions montrent en vertu des formules (xx) et (xxi)
que les deux fonections ¢ et ¢ sont continues sur uw et que l'on
a les égalités

Po)=aal, @)= add,

et pour k=2, 3,..., n:

@ (Vs 0441) = aP? oD et P (v, 045) = aff afH)

qui entrainent selon (x1x) la propriété (vi). La propriété (vi) résulte
immédiatement de (xx) et (xx1). Enfin, pour x ¢v™ »® on a selon (xx)
o[o(@), ¥(2)] < d(aaf?) 4 d(aa), dot selon (xvim) et (xvim)

(xxar) e o), v(@)] < 4e
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et, pour z¢v®o®F ot k>1, on a selon (xx1) l'inégalité
ely @) v (@)] < o o™, A e ™) +- 8T 1 ()

d’'olt selon (xv) et (xvi)

(xxm) 0lp@), p@)] <5be

Les inégalités (xu) et (xxmr) entrainent immédiatement la pro-
priété (v), ce qui achdve la démonstration.

4. Définition de la famille de courbes §. Considérons sur le
cone de révolution R:

€))] z=rcosl, y=rsing 2=1—r O0<<r<1
la courbe '+ définie par les formules

89— 1
(2) 80ef 4 1°

et sa symétrique 3~ par rapport au plan y=20. Etant donné un
point quelconque &= (2, 6) de R, soit d'une fagon générale p(£) le
point (0,6) de la circonférence C(r==1, z=10). D’aprés (2) on
a par différentiation

() LEn) =L[p En) pour tout arc Eq C I+ tel que LEN<2n
et (1) et (2) impliquent que

(4) pour tout point ¢ It 43~ on a o[§,p(8)] < 316

et que

() pour tout arc A C I+ 43I~ lindgalité d(4) < gg entraine
4)- 12”-:'—2.

Désignons par {g} la suite des points de Z+ qui sont situés

sur la génératrice 6 =0 de R, c. & d. des points (2,6, définis
par les conditions

620

Vinégalité L(4) < 246(

2

(6) z,=m—1, 6,'-"-:0 0t i=0,1,2,...,

On déduit par le calcul de (2) et (6) que
2
(1) pour tout point & de la courbe I+ -+ 3~ Vinégalité ¢(qu, §) << 217_(—)

entraine Vindgalité L(g €) < 0(q0, ) g, ol g E(C St 43—
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Faisons maintenant correspondre & chaque suite infinie » =={n}

de nombres naturels la suite des arcs de J*:

Aii- = o ny Ag‘ = Qnptm gnﬂ-ng-i-n,,a"') A;z*‘ = q::1+ng~i-...+n2k_,2 Qn1+n1+...+nm__1 e

et la suite des arcs de X

At == Gy Ingtme Aé-= Qg rgerig Qrbemgngtemg oo Ay = Qs tnigtencAngy_y Qr A T A e

Posons

5, = )f (i + 45+ O = 2 (4 + 45).

k=1 k=)

Ainsi définie, la courbe S, est un continu ixréductible du type 4 12)
entre le point ¢, et tout point de la circonférence C, qui est la seule

tranche non ponctuelle de ce continu, de sorte que

(8) tout sous-continu J de S, tel que J.C==0==J(S,— C) est

homéomorphe & S,,.

Le trajet de S, se compose alternativement d'un certain nombre

de tours effectués dans le sens positif et d'un certain nombre de
tours effectué dans le sens opposé, & savoir de n, tours sur 3+

de n, tours sur 3~ et ainsi de suite. Les endroits ot S, fait pointe

coincident par conséquent avec les extrémités g, ¢uiny des arcs
Af, 47, Af, 47,... En posant done 4 = S et Ay = S™, on
tire de (3)

88

(9 = g pour k==1,2,...

et Pon voit que le j-2me terme de la suite

(10) Qo5 Imy Quetmyrees

est affecté de l'indice de la forme
-

(11) w,(j —1) 22‘”,, o my=0.
hem0

- Appelons spirales les courbes S, en question, les points (10) ses
pointes et la suite » = {n,}, qui d’aprés (9) caractérise sa structure,

13) Joe. cit. %) p. 262,
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le développement de 8,. Soit enfin § la famille des spirales S, dont
les développements sont de la forme {n, = E (10*-z)} ok z est un
nombre de lintervalle [1,2] et E désigne I entier®,

Dans la suite, en parlant des spirales de la famille 8, nous
allons identifier le nombre « avec la suite »=={n,} ol n,= E(10*.2)
of, en conséquence, nous en remplacerons l'indice » par z.

5. Réduction des suites nmmériques. Etant donnée une suite
(finie ou infinie) @ =={m;} de nombres réels positifs 1*), nous atta-
cherons & chaque portion m,, m,,,..., m, de cette suite le nombre

Ji
ol ) =Y (—1y miy.

S0

Une suite » =={n,} de nombres positifs sera dite suite réduite
de pm, lorsqu’il existe une suite croissante d’indices entiers positifs

fy=1, 43,..., i,... telle que l'on ait
(8))] O (bgy by — L) =m, pour k=1,2,...
et

@) 0<<o(,)<Ko(lpylprs— 1) =m pour k=12, e
re=1y, G4+1,..., Gu—1L

Réciproquement, la suite g sera dite alors modéle de réduction
de » et chaque décomposition de g en portions my,...m, -t
satisfaisant aux conditions (1) et (2) portera le nom de décomposition
de réduction de p relative & w.

On voit que lopération de réduction d'une suite g consiste
4 en remplacer de telles portions par le nombre correspondant
0(igy fpeq—1). Les inégalités (2) montrent que le nombre des termes
de la somme (1) est impair, quel que soit k, puisque dans le cas
contraire le dernier terme de cette somme serait négatif et par con-
séquent la valeur de la somme partielle dépasserait celle de la somme
totale, contrairement & (2). On a done

3) G =101 (mod 2) pour k=1,2,...

13) 11 nous suffirait, en vue d'applications, de nous borner ici gux suites finies,
mais la quantité d'indices dans les raisonnements s'en trouverait aloxs inutilement
acerue,
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On conclut immédiatement de la définition de o(i,5) que ce
symbole satisfait pour tout ¢ et j naturels aux relations

Lo 6 (4, 4) pour j—i==0 (mod 2)
@ "(W)*‘{ —a(j, i) powr j—i=1 (mod 2)
ot, si 1 <<I<]),
. fjo(, t—1)+o(t §) pour t —i=0 (mod 2)
© o= {a(i,t—l)—-—o(t,j) pour t—i=1 (mod 2).
Remarquons encore que

(6) 0<0’(1:,,+1——1, t>< o(i,,, ik-l-l*l) == pou?" tzik.{.lwl, ik-l-l "‘““2,..», ih-

En effet, si =4, cette inégalité est remplie en vertu de (8)
et (4), qui donnent

(7 0ty — 1, 4) = 0 (g, fpya— 1) pour k=1 2,..,

et 8i #>>1,, on a selon les formules (3), ‘(1) et (7) I'égalitd o (jyy,—1, §)=
E— O'(ik_i_l— 1, ik) _ O‘(?:,,, t""‘ 1) =N, — O‘(i‘, t— 1), qui donlle 168
inégalités (6) en vertu de (2).
On conclut immédiatement des formules (6) et (7) que
(8) étant dommée ume décomposition de réduction relative & v de la
suite g en portions my,..., LA ok 4y =1 et k=1,2,.),
lo suite
‘m,:,_l, ”7/[’_2,..., ”7'1!, mi!_l, m’l.——ﬂ:‘"; m,",..., m,,‘_*_r_l, m1k+1__g,..., m,k,...
est aussi un modéle de réduction de v.

Envisageons & présent les relations entre deux décompositions
de réduction de la méme suite g =={m) en portions

Migyeey Myppy 6 Mooy, o k==1,2,...

respectivement. On a alors les propositions suivantes:
(9) 8 ig<jh<ig+1<ih+l et ig_l_l——j,,—z() (mod 2), on a
O(Jur bz — 1) =0,

car d'aprés (2) il vient o(f,, 4,43 —1)>>0 et d’aprés (6), en y po-
sant k=g et {=j,, on obtient o (i, —1,j,)>>0, ce qui donne
0(Jay 41— 1) =0 en vertu de (4).
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(10) 8 f,<ip<< Jart K1 < Jaga les congruences

Jats =% =jJoys— i3 =0 (mod 2)
entrainent Pégalité

0 (i) By — 1) = 0 (Jasts Japa— 1).

(A1) Si (g, fugs — 1) < 0 (igqs igge—1) pour k=1,2,..., K—1
la relation
0 0<<i—j,=1(mod 2) ou bien j, <ty (b p>1 et K> k)
entraine Dinégalité j,i3 <y,
(12) Etant donnés deusx mombres réels x et y de lintervalle {1, 2
tels que
() EQ10M1. ) 3= E(10M1. ),
(1) 6, hya—1)=E(10*2) et 0(fy, fapa—1)= E(10%.y)
o k=1,2,..., N+ 4, les inégalités
() Jp<ie et N4+1<Max(hp)<<N-+3

entrainent Vinégalitd j,i; <Cigyy.

k)

Démonstrations: Ad (10). 8 joq1 = 4, la congruence Jat1— =0 (mod 2)
entraine en vertu de (9) 1'égalité (%, Jat1 — 1) =0, ce qui donme selon (6)

0 (i5s So41 — 1) = 0 (Joa, 01 — 1);
si Jata= 15, cette égalité est vérifide identiquement,
. Bl jajasFipqa, la congruence jyqs—ipr1=0 (mod 2) entraine en verta de(9)
I'égalité o (4p11,Jat2 — 1) =0, ce qui donne selon (6)
0 (Jat1, Jate — 1) = 0 (Jata, t41 — 1);

8l joyp == 1541, cette égalité est vérifide identiquement. Les deux égalités entrainent
immédiatement 'égalité & démontrer.

Ad (11). Supposons par contre que 4y < jpp1 et soit &, le plus petit indice
tel que jp<Cig,, c. 4. d. (puisque p > 1) tel que
™ 1 < Jp Ky

On a d'aprés (1) k, <<k << K. Deux cas peuvent se présenter:

1° k, =k, ce qui donne .11 < jp41 et selon (1) et (v) la congruence i, ~jp=1
(mod 2), d’ott on déduit, en appliquant successivement (B) et (2), que o (jp, te 1 —1) =
=0 (fpy Iy — 1) — 0 (i, Gb1 — 1) 20, €. 3. 4. que & (fp, 55—1) = 0 (i, theps — 1).
D’autre part, cette congruence donne selon (v) g1 < jp < @4, ce qui implique
en vertu de (4) et (6) que o (5 — 1, jp) = 0 (fip, %, — 1) < 0 (84,1, 1, — 1). Les
deux derniéres inégalités entrainent o(i,, tg41—1) << 0 (ig-1, 44, —1), conirairement
4 1'hypothdse,

20 k1 < k<< K, L'hypothése i},+1 <jp+1 donne dans ce cas 1:,;1.*_5 <jp+11 d'ol
on conclut selon (v), en appliquant succesivement (b) et (2), que si j,— f==1
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(mod. 2), alors o(js, o — 1) == 0 (Jp, gy — 1) — @ (Srys T — 1) 20, e A d,
(v1) o (Jpy ikx —-\)=0 (":kn ’:kx-l-l —1).

D'autre part, la congruence j, — i ==1 (mod 2) entraine selon (v) l'inégalité
tty—1 < Jp<1a, ¢o qui donne en vertu de (4) et (6) ¢ (jp, s, —1)==0(y — 1,70 <
K0 (i1, %2, — 1), Tolt on tire selon (v1) I'inégalits o (i, tpea1 —1) << 0 (fpy—1, 0 —1),
contrairement 3 I’hypothése. Enfin, si j, — 4, =0 (mod 2) et j, = 4y, on tire de
(v), de l'inégalité ipqo <Jjp41 et de (9) {en y posant g ==k, — 1 et h = p) & I'aide
de (B) 'égalité o (jy, tato — 1) == 0 (Gry, tpyt2 — 1), qui est identiquement vérifide
dans le eas ol j, = iz, Cotte égalité donne selon (3), en appliquant successivement
(6) et (2), linégalité o (jp, ks —1) = 0 (i, eeps — 1) — & (Gort1, tipa — 1) 20,
qui contredit I'hypothése d’aprés 2°.

Ad (12). Supposons par contre que I'on ait
(vir) Ty < Jptl - Ohdngr OB 8=1,2,..., 0

Les relations (ur) et (1) entrainent en vertu de (1v) I'inégalité
() o (Jpr ot — 1) = 0 (G, daga — 1)

8i on avait 4 —j,==1 (mod 2) ou bien 94—y >>j,, on obtiendrait selon (m),
(1v) et (11) linégalité 4z4q 2=Jpp1, contrairement 4 (vi). On a donc les relations
(x) ip—Jp=0 (mod 2)
ot 41 <Jp, qui, dans le cas olt iz 5 j,, entrainent d’aprés (9) (em y posant h=p
ot g =k —1) Végalité o(jp,% — 1) =0, d'oi selon (5)
= 0 (Jpydpr — 1) = 0 (8, o1 — 1).

Cette relation reste évidemment vraje dans le cas oll 4 =j,. Les formules
(m) et (1v) entrainent en vertu de (11) (ol l'on substitue k-1 4 k ot N4-4 4 K)
Iinégalité jpi1 <142, de sorte que dans la formule (Vi) on & #=1. La con-
graence (1x) donne selon (3) jp41 — #x44==0 (mod 2), ce qui entraine d’apres (vir)
(m? #e= 1) et (9) (en y posant g=p, h="F-}1 et en permutant ¢ et j) I'égalité
a(1k+1., Jp1—1)=0, d'otl selon (x) et (vm), en appliquant (5), 'égalité o(jp,fpqa—1)=
= 0 (i, Jpp1 — 1) = 0 (s Ggta — 1) 4 0 (o1, Jpt1 — 1) = 0 (ig, Gp4a — 1), conbrai-
rement & (vim).

Lemme. Itant donnés deus nombres positifs x=ky de intervalle
[1,2] et N désignant le plus grand entier tel que

@ E(107 . z) = E(10" . g),

il Wexiste aucune suite p={m} de nombres positifs qui soit un moddle
& la fois pour deux suites {ay et {b} telles que

(@) ae=E(0*.2) et by=E(10*-y) oh k=1,2,..., N} 4.

Démonstration. Supposons, par contre, qu'une telle suite w

existe et solent m,,,..., My, s et my,...,m _, deux décompositions
de réduction de p en portions telles que l'on ait

(M) 0 (g oy — 1) =0y €t 0(Juy fups — 1) =0b; pour k=1,2,...
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Les hypothéses sur {#,} et {j,} étant symétriques, nous pouvons
admettre que l'on a
) ‘ Jvis < byyse

Soit » le plus petit indice tel que jyi, < i,; comme N =1 par
définition, on a done

™) oy < I Ky
ce qui donne daprés (1v) 4,y < jnpa < Jwps < fags, dolt
(vy) r<{ N+ 3.

En vertu de (1)-(u1) on a selon (vi)

() 6 (Gaas Jnsz — 1) = 0 (bt — 1) = 0 Ginvgas s — 1)-

D’autre part, les inégalités (v1) et (v) prouvent en vertu de (r)-(x)
que les hypothéses de la proposition (12) sont remplies, aussi bien
lorsqu’on y pose k=1 et p=N-}1, que lorsqu’on y pose k=N--1
et p=1r-—1 (en permutant i et j).

On en tire

(VIII) ir < .7 N+2 < ir+1'

Enfin, les inégalités (v1) et (vix) montrent que les hypothéses
de la proposition (12) sont remplies, aussi bien lorsqu'on y posé
k=r-+1 et p==N-2, que lorsqu'on y pose k=N-2 et p=r
(en permutant ¢ et §). On en tire

(x) b s S G

Or, dans le cas ol 4, — fyy; = 0 (mod 2), on a en vertu de (3)
i,y — jn4z = 0 (mod 2) et ces deux congruences entrainent en vertu
de (vmr), (ix) et (10) (si lon y pose a=r—1 et b =N-1, en
permutant i et ) I'égalité o (i,, i1 — 1)=0(fx41, /42— 1), contraire

& (vm). Par contre, dans le cas ol i, —jy. =1 (mod 2), il vient

en vertu de (3) jyys — 4 =0 (mod 2) et jyys— tpu =0 (mod 2),
ce qui donne en vertu de (vim), (ix) et (10) (en y posant b=r,
a=N+1) Végalité o (i, ir2— 1) =0 (42, Jips— 1), qui contredit

-encore la formule (vi).

6. Chaines de points. Soient g et ¢’ deux points arbitraires
situés sur S, — C (ot S, est une spirale au sens de la définition 4,
p. 188), donc n’appartenant pas nécessairement & la famille .
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Définitions. Une suite ¢ =g, ¢,..., c,=4¢,..., 3 ¢t de
points de S, —C sera dite chaine d'ordre ¢ sur larc gg' CS,, si
lon a g¢==2¢ c,,,_l_-Z'c,cH_, et si celles des pointes de S, qui

appartiennent & c,c,,,_l sont des extrémités de cic,+1. Si, en outre, le
sens de parcours des arcs p (¢ 6), p (¢ &),..., sur la circonférence ¢
alterne au passage de ¢ & 441, e. & d. que l'on a Sign (m,_l_l)m
= — Sign (62 64a), 1a chaine s'appellera aliernative.

11 est évident que la chaine formée de deux points est toujours
alternative et que foute chaine {c} peut étre transformée d'une fagon
univogue en chatne allernative, en y rvemplagant chaque suite de

points consécutifs tels que Sign (¢, ¢;10) =

clk: c"IH-l ey c"k+1
== Sign (Cyp1 C1ppe) = . == Sign (e, 11—t Gy +1) par les deux points e

——

ot ¢y (i 6tant, bien entendu, des indices tels que les ares €16y

_ , ) - R
o Cypi Chppyits gils existent, sont en relation: — Sign (Cjpr €f) ==

== Sign (e, &) = — Sign (G, o, )}
A toute chaine alternative {¢} d'ordre { sur un arc g¢’ mnous
allons attacher le nombre @ ({c}) des pointes de S, situées & Pintérieur

de Yare gg', et le nombre = ({c)) 25—1” [L (¢y ¢s) — L (3 6) ... -+

—+ (— 1) L (¢, ¢44)], qui portera le nom de coefficient.

Nous désignerons enfin pour tout point ¢, de la chaine econsidérée
par (i) le plus grand indice tel que ¢, e S,E”")]:m%wﬂ.
Voicei quelques simples conséquences de ces définitions:

(1)  Pour chaque chatne alternative {c,) d’ordre t sur qq' Uégalité
QU{cd] =0 entraine U'égalité o[ [{e}] = 5o L (64 ¢ep)-

La démonstration s'obtient par induction. Pour ¢ =1 la formule est évidente.’

Admgttons quelle est vraie pour ¢ 1 et soit {cs} une chaine alternative d’ordre
-1, En désignant par y sa chaine pm:tielle €43 Cyensy €2y 00 2 done 7 (y) = -21— L(-c:;;),
7T
ce qui donne r({az})~r<y>+<——1>f+1 o L) = 5 L(o, o)H(—1yH+1 ~2"—L(5§'cr+1>.
7
Or, Phypothdse faite sur qq' entraine Sign (61 ¢,) == (— 1)+ Sign (¢ 01.4.1), ce qui

donne L (¢, 6z41) == Lo, ¢ (— 1)t L (¢6141). On a donc z({e}) = 5 L(cl St41),
¢ q f d
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(2)  Dans les mémes hypothises, Végalité q' =c,, entrainet=1 (mod2),

car V'égalité ¢’ = c,;; donne Sign(c, ¢;) = Sign (6¢ 242), c® qui entraine
t=1 (mod 2), la chafne {c} étant alternative.

(3) Etant _donnée une chaine alternative {c} d'ordre ¢ sur larc
¢ =0qC8, —C, Végalité ¢, == ¢,y entraine

(M ¢t=0 (mod 2) e¢ () z({e))=0.

On n'a qu'd procéder par induction par rapport & Q({cs}).
1° 8i @({e})=0, il vient en vertn de (1), en désignant par y la chaine

. 1 —_— —
partislle st o ® o) = 2+ (— 1PH o L) = o= L(5ro0 +
4 (— )‘+1 L(cgct+1) == 0, ol — (— 1)1 =1. On en tire Ia congruence (1),

l'égalité ¢, = ey entrainant Lc o) = L(o,cg.H) =+ 0.

2° Bupposons donc la proposition vraie pour toutes les chaines alternatives {c;}
telles que Q({c}) <<%k 1 ol k=0, et soit {e;} une chaine alternative telle que
@ ({es}) =k -+ 1. Désignons par g la premidre pointe située i l'intérieur de l'arc

Zg-l’, en le parcourant de ¢, & ¢ (on aura dome ¢, F gs=k ¢’); soit ¢y le premier
point de la chaine {¢;} tel que ¢y=gs et ¢z le dernier tel que ¢;= g, La suite

Y ==(¢,, €5y+++s Cgy Cht1y--+, C241) et une chaine sur l'are ¢,gs == 05 et I'on
2 évidemment Q(y") =0, ce qui entraine en vertu de 1°
(um) 7(Y)=0 e t—h-}g=0 (mod 2).

Drantre part, posons %, = ¢ et désignons pour i > 2 par k; 'indice du premier
point de la suite Chy_3Hy Chy g4 Ck qui coincide avee gs. Il existe dome un
7>1 tel que ky=~h et que chaque suite 7= (cg;, Cht1,ens "kt+1)’ ot ¢ < 4, est une
chaine slternative pour laguelle on a cg == cg, L Q) < k-1, En vertn de
I'hypothése 2° il vient en conséquence

() z(y)=0 et kyyi—Fki=0 (mod2) ot ¢=1,2..,7
=
On a done I (kyya—k)=h—g=0 (mod 2), d’olt les formules (1) ot (m),
fel .
d’aprés (m) et (Iv).
Nous allons nous borner dans la suite aux chaines alternatives

{c} telles que ¢, =g, ¢y ot i=1,2,... Soit, pour en évaluer les
coefficients,

—_
Do, -1y = C13Cay-es Cr== =+ Ot
une chaine de ce genre sur ¢, ¢ (C S, — C. Considérons d’abord

le cas ot »(1)<S#(t+1), e & d o v(r)Z=2(E4+1)Z»(1).
13%
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Désignons par I’ la suite

,.—---
Qo w11 Logs@ls =1 Qoyboe-11 § = O daylr-111 Qo w2+

oo Qo e Ce
ou la suite
LR
Qo -1 Jo @i+ Jo,br-1 g = %r Oy

suivant que lon a » (1) <<#(f-1) ou »(1)= fu(t+ 1). Ainsi définie,
I est évidemment une chaine alternative sur & Cr==0, g Soient
ji=1 et j, o k>>1 le premier indice supérieur & j,, tel que ¢,

coincide avec un point de la suite I
1l existe done un tel m naturel que j,==¢-}1, de sorte que
¢, =C¢y1 et que pour tout k=1,2,...,m—1 la suite 9=
= (Gs Cppttrevey Opyy,) ©SE UDNO chaine alternative avec @ (y,)==0.
On en conclut en vertu de (2) et (3) que I'égalité ¢, =¢, , entraine
jo=jua (mod 2) et 7(y;)=0, tandisque linégalité ¢, =g, "
entrafne ji; =7, + 1 (mod 2) et = (yy) =L (¢, ¢, +1)' Ces relations
m—1 [S—— .
prouvent que l'on a 7 ({c}) =:§1 (— 11 L (g, ch_l) et qu'en suppri-
mant dans la suite ¢, ¢,..., ¢;, chaque point qui coincide avee
gon précédent immédiat, on obtient une chaine

[ ol e A n o o A .
I =cji=¢j;s s Clpreers Gy =i,

telle que
m'~1

sl =1(e)) = Y (— 1 LG, ¢ o F o,
kel

Pensemble des points de I' coincidant avee celui de la chafne I,
En appliquant, il y a liew (c. & d. si ¢jp=7 ob k<I<m), la
proposition (3) & la chaine I, on obtient une chaine I'” telle que
T(I")=(I") et ainsi de suite, d'ot selon (v) z({c})=+I")=
(") =...=¢("). Il en résulte selon 4 (9) que l'on a

@ vded) =ma — My o A (— 1PEO T g

| — )
s (= 1P o L{g, e Gera), ot blen o({c) =g L (c10m),

sutvant que v(1) < »(t4 1) ou »(1) =2 (-} 1).
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Passons au cas »(f -+ 1) << #(1). On trouve par le raisonnement
analogue:

®) t{ed) =nma— Ry oo (— 1Oy
o e
+ (= PO o L (Qoyetan Cepr) 0w blen 7 ({e}) =

1, —— )
=55 L(o toie41 Ceqa)s suivant que v(¢t 1) <»(1)—1 ou

v(E+1)=»(1)—1.

Les formules (4) et (5) nous conduisent & la conclusion que

(6) le coefficient d'une chaine sur un arc q,q me dépasse jamais la
2n-iéme partie de la longueur de cet are,

car le membre droit de ces formules est, en vertu de 4 (9), mani-

festement < L(clc,_H) 1 (g,,g) En outre:

(1)  Etant donnée une chaine alternative {c} dordre t sur Pare qoq C
C 8.C S telle que z(t+1) > 1, la suite de nombres

1 — 1 ., 1 .
m1=§;L(clc,), m,=2———nL(c,c3),..., m,=2——nL(c;cg+1)

est un modéle de réduction de la suite
E(10-2), E(10%-2),..., BEQOEYY, ) m, iy, ..., my
oile n désigne le plus petit indice pour lequel ¢, = q, py1y1y-

Afin de le démontrer, posons 4 =1 et désignons pour tout
k=2,38,..., (¢4 1) par i, le plas petit indice tel que ¢, =g, w41
Par conséquent pour tout k=1, 2., z(#-}1)—1 et r=1, 2 s G —
la suite 97 = (¢, 1 Cairee o O +1—’) est une chaine alternatlve sur
un are partiel de g, yq,; en particulier Yy~ en est une sur
Qo) oy =SP C 8,. On en déduit en vertu de (4) et 4 (9) que

() ) =y — gy a e (— Db, =

1
—_ ®)) — &,
— 5 L(S%¥) = E(10*- 2)

et que l'on a pour r==1, 2,..., 444, —, I'nne ou l'autre des égalités:
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T (y(kﬂ) = mlk-l-l"'l - mik+l—2 + et + (—_ 1)""1 m’k.{.j_—":
= E(10% 2) — E(10: . 2) + ... 4 (— 1)*eta=+ (10t ) -
3 E—
+(— )k*"“”‘_') L (Qotsteyr—r Ctgpy=r)

ou bien )
T (7;’)) = 5-1—: L(qu(k) clk-{-l“’ y

suivant que (i —r) <<k ou (i — r) =4k En vertu de l'iné-
galité évidente

1. — | ——— - ys—r)
30,1500 Ot ) =5 L1041~ Dy ot rt) = (L 0170 - 20)
on en tire:

0 < mik_H_l —_— 1n,k+l_,+ + ('— 1) -1 m,'k+1,_.,. (10‘! )
powr 7 == 1 2 vy Zk-]-l‘_- @k,

¢e qui prouve en vertu (vi) et b (8) que la suite m,, my,..., m, est
bien un modéle de réduction de la suite E(10.x), E(10%.2),...,
E(LOFA 1o @) mmy gy Mgy pbageeey M

Définition. Deux chaines {c;} et {c;} d'ordre p situés respective-
ment sur les arcs g,q’ et g, (d'une méme spirale ou de deux
spirales distinctes) seront dites holomogues, i I'on a L(c;ciy) =
= L(¢; cy) et Sign (¢; cya) = Sign (o] ¢1pa) pour i=1,3,..., p.

On conclut immédiatement de cette définition que

(8) les chatmes {c}} et {c} élant homologues, les chaines alternatives
gues,
qui S'en obtiennent 14) le sont aussi,

(9)  les coefficients des chatines alternatives homologues sont dgauc.
Enfin on démontre & Paide de 3, th. 2, que

(10) Etant données deux Sfonctions continues f et g, définies sur un
continu H et telles que f(H)=10,¢, C S;—C ot h=1 et
9(H)=a,0,C 8,— C (S, et S, appartenant & §) les indgalités

0 0 98) < s pouwr geE,

14) cf. plus haut, p. 194,
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V2

() L(ga) < 1080

entmment Veistence de deur chaines alternatives homologues {c} sur
0095 et {ci} sur g 6C 8, — C, dordre t et telles que

) Lig )<L (905:) + .
En effet, selon (1) et (u) on a pour tout point £e /1 (a,)

e[9, 98] < (g0, a;) + elar, 9(E) < L(g, ay) +

V2
+olf(€) 9O <2 1ho,

() ey =g, et

dot, en vertu de 4 (7), I'inégalité L|q, g(§)]<‘i—080 et par con-

séquent

. V~ . 1
) ﬂey[r;‘i?(%)] Lgem) < toas 1080 < 160°

En vertu de (1), (1) et (v) les hypothéses de 8, th. 2, se trou-

vent vérifides pour a==g¢,, b, =g¢; et e = . Par conséquent il

150
existe pour tout arc simple 4 = uw deux fonctions continues ¢ et Y, -
définies sur A et telles que

10 ¢(p@), ¥@) < g
20 @) =1y ) =g, pw) =g
30 @ (uw) =0 guy P(u10) = goby
On peut définir sur A par induction une suite des points

(A) u=d1, dg,.-., dp+1=w

ordonnés de u & w et tels que Von ait sur S,
—_—  n ]
(vn) L[‘I’(dt)f)’(di+1)]=§ pour i=1,2...,p,

de sorte qu'aucun des ares ¢(d,) p(dy4) ne contienne & son inté-
rieur aucune pointe de S,.
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— . — T
Boit 4 ce but ud; le plus petit arc partiel de 4 tel que L[@(ud1)]=§,
Etant donnés pour j>1 les points d, d,,..., d; assujettis & la condition (vi),

remarquons qu'on a alors pour un »<<j— 1 I'égalité I WJ)] = gr ot d’autre
part, selon 4, (3) et (6), L (g,g4) =2k, d'od, selon 29, L [%(dp) ga] = L [ (ww)] —
— L[y @) ¢(@)] =;‘-(4h—- ). 8i dj= w, le nombre entier 4h—r est positif,
de sorte que L[m)_d] 2-;— et nous pouvons désigner par dj—g_l/_}.]_ le plus petit
arc partiel de oz;; tel que l'on ait L[W+1)] = L. La suite (4) étant ainsi
définie, il vient f’i 7T AT ud, | 1-% @y + Gy = 4 d'ol, selon B8,

‘ﬁlcp(di)cp(dg_l.l) =g, gx et en mémo temaps @ (dpty) = gn.

La suite {p(d)} forme donc une chaine d'ordre p sur %0 Qi ot
Ton a
(vn) pU)=9d)=¢ & @n)=qg.

Ceci établi, passons & la construction d'une chaine {¢;} de S, homo-
logue & {¢(d,)}. Remarquons & ce but que pour tout Jj=12,.,p+1
ot £, Tégalité p(£) = p[p(d)] entraine d’aprés 1° et 4 (4) Liné-
gulité ¢ (w(d), Y<elp (@), v (@)1 + o (9 @) p[P()]) + (0§, &) <
<§3-6=1—6. Comme o (d)eS,, on en econclut que pour tout
J=12..., p+1 il existe des points 7e S, tels que I'on ait & la
fois p(n) =p[p(d)] et 0s, (v (d), 1) <Ilﬁ Soit ¢, celui de ces points

pour lequel la longueur de larc goc, de S, est la plus petite. On
a done

(vu) plg)=rple (@),
() 0s,(¥(@) &) 107! pour j=1,9,..., p41
et on peut évaluer & Iaide de (vi) que

69] L(Z;;Hq) =L[p(d) @ (dra)] =~“g pour j=1,2.,p

¢e qui constitue une formule fondamentale pour la suite de cette
note.
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Remarquons & ce but que la définition de {o (d)} entraine selonm (vi) pour
tout point dedydyy et j < p Vinégalitd
Lig@) @] =L [p{o@)p@}] <
et d'autre part on a évidemment
Lp{b (@) (@} < Llp{e(@) ¢ @Y +L [p{o @)} T @} +LI{F @1 53 L@},

ol plo(d)] p[d(d)| et plo(d)]p[0(@) désignent respectivement les arcs les plus
courts de la eirconférence C sux extrémités p[p (4], »[0(d)] et ple(@)], p[Y(@)].
On en conclut en vertu de 19, 4 (4) et 4 (5) que

i
2

© LipT@ION< g+ o 2=

3—'11: ot dedjdj_H etj:l,?,...,;p.

Cette inégalité montre que Q= Q[ (d) (d)] < 1, puisque dans ls cas
contraire on aurait en vertn de 4 (3) et 4 (6) I'inégalits Lip{d(d) ¢ (@)} =

=2n> -2—1:, Or si @==0, on a d'aprés (x1) et 4 (3) Iindgalits

(s1) LF@) 5 @) = Llp (F@S @)} < 2 .

8i @=1, soit g, la (seule) pointe de S, situde & l'intérisar de Parc $ () (drg1).
Par raison de symétrie on peut admettre que pour les arcs partiels ¢ (dy) g, et
gr $(dy41) de cet arc on a linégalité

(xair) L{g; ()] - Lb1d) g

Soit done d-j_E le plus petit arc partiel de 0-7}721_}.1 tel que ¢ (dyd) = d(d) gr;
il vient gr={(d) et la formule (xi) entraine selon 4 (3) Pinégalité L [$(d) g, =

=LF@ @)=L [p F@ @} < 27, @ot selon (xm)
(sav) LH@) ¥ @] < grpour j=1,%..., p.

Ceci étant, les points ¢, ¢p1, $(d)) et $(diyy), qui sont situds sur un are
partiel de §) — C, satisfont en vertn de (1x), (xm), (x1v) et 4 (5) 4 l'inégalité

@) LEen) <LB@ @+ L Ge@) + I (G §@x) <
6 1 = 46 38
<Frrygml<a™

e 7
D’autre part, on a d'aprés (vi), (vin) et 4 (3) L(¢jcpy) = == 3 + 2% n; (o n,
. _ . . _
sont des entiers non négatifs) ou bien L (¢ CJ+1)2«§‘R, suivant que ¢ (¢¢/41)=0
ou Q(;:E;.i_l) =1 et j=1,2,...,p Cependant la seconde alternative est impossible
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— T
en vertn de I'inégalité (xv), qui entraine par conséquent que L (¢j¢/41) = =k —2--{- 2nn

m— 117
o quo =0 pour j=1,%...,p, ¢ & & que L(Fop) =

L'egalité (x) on résulte selon (vI)15),

Or, la définition de ¢, donne en vertu de (vin) 'égalité ¢ =g,

et comme on a daprés 4 (3) et 4 (6) L(g,4,)=2mr pour toute
pointe g, de S, on en conclut en vertu de (x) que

(xvI) aucun arc 0/_014-1 (j =1, 2,.,, p) ne contient dans son intérieur
" aucune pointe de S,.

En désignant done par b l'extrémité de l'arc _q-;_c'; +yy —|—...-—}—-Z?::,_,_,
opposée & go, {¢} est une chaine d’ordre p sur g 6(" S,. En vertu
de 8° on a évidemment I (g,0)<C L (gqbs) -+ ;MafL[E,zp('d-j)] ol

sp-tl

o9 (@)C 8, co qui prouve en vertu de (1x) et 4 (5) que la condi-
tion (1v) est réalisée. D'autre part, on conclut de (vir) et (v) que

Sign (¢;¢41) = Sign [9(d) @ (dys)] pour tout j<p, ce qui prouve
que la chaine {¢} est homologue & {p(d,)}. En désignant donc par
{c} et {¢i'} les chaines alternatives s'obtenant respectivement des
chatnes {p(d,)} et {c} (voir p. 194), Phomologie des chaines {c} et
{c/} se trouve établie en vertn de (x). Par conséquent elles sont
d'ordre égal et, finalement, en désignant leur ordre par £, on conclut
de (vi) que la condition (1) est aussi vérifide.

7. Démonstration de la propriété fondamentale de la fa-
mille 8. Etant donné un continu H et deux transformations fetyg
de H en spirales S, et S, de la famille 8, la relation

15) Il est 4 noter que les caleuls qui précédent sont appelés i mettrs en
évidence (ce que nous verrons dans la suite) une différence fopologique profonde
entre les diverses spirales de la famille §, sans quoi elles pourraient paraltre trés
parentes, sinon homéomorphes, ('est que les invariants auxquels est due la diff§-
rence en question et qui dépendent (j'y insiste) d'une fagon critique des données
numériques, se prétent mal 4 une description par les notions topologiques usuelles,
tandisque 1a ,mise en chiffres* (A la manided des analystes) parsit fournir iei
un moyen particulidrement naturel et efficace pour saisir ce zenre d'invariants,
On peut montrer p. ex. que les apirales de la famille & sont des continus irrédu~
ctibles incomparables denx 3 deux par rapport aux transformations continues
(cf. W. Sierpifski, Fund, Math. 14, p. 235, N. Aronszajn, Fund., Mat, 19,
p. 119 et ma Note de Fund, Math, 18, p. 118--137).
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O &<~ . cem

entraine & = y.

Démonstration. Supposons par contre que x3=y et soit N
le plus grand entier positif tel que
(1) E(Q10Y . z) = E(10¥. ).

Pour tout k=1,2,... et £e[1, 2] posons pour abréger

k&= Y (—1-E10- )

fam]

et soit U le plus petit entier positif tel que

(m) 0(T;) > 0, (V+5).
Comme we[1,2] et ye[l, 2], il vient
(1) U= N--5.

Considérons l'are partiel g g, de S.. En vertu de 3, th, 1
(en y posant f=H, J=2S5, et P=1q, g, Avy)s il existe un sous-
continu H, de H tel que

¥) SH) =g 4o 0y

Comme g(H)=28,, on a g(H,) CS, Deux cas peuvent se
présenter: .

1° g(H;) C S, — C. Posons g(H;)= a, b,. Les formules (1), (v)
et (1v) réalisent alors les hypothéses de la proposition 6 (10), en y
substituant H, & H, ¢, & a, et ,(U) &k Il existent done deux
chaines alternatives homologues {c} et {c;} d’ordre ¢ sur les ares

mm,,(v) et g, 6 (C S, respectivement, telles que Cppq = g, ), 4ol
(v1) zt+1)=U=N-}6. '

Les coefficients de ces chaines étant égaux d’aprés 6 (9), on
tire de 6 (4) s({d}) =7 (Ga)=s(}) =nly ¢+ 1 —1L9]+
A+ (— 1P L (g et Ce4) <0y [y (1)), ce qui donne d’aprés (1)
(vm) yt+1)>N+6.

En désignant respectivement par »n’ et n”’ les plus petits indices
tels que ¢, = g, rqun—n €6 Car = g, (1), 108 Telations (vi) et (Vi)
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impliquent en vertu de 6 (7) que la suite {m,} ol m,= ;_nL(c,”-é}+1)=
= —2—17—7: L(e ciy) pouwr i=1,2,.., t est un modéle de réduction & la fois
des deux suites:
E(10.2), E(102-x),..., E (10" ) myy Murgqyen. oy My,
E(10.y), E(102-y),..., E(10°*1 o y), Mpny Myongsyee.y My
Il en résulte selon (1) et le lemme de B, que Von a
Min [z (¢ 4 1), ¥ (¢ -+ 1)]<C N - 4, contrairement & (vi) et (viI).
2° g(H,) - C=f 0. Remarquons que I'on a selon (v)
(x) S7(g)- Hy =0
et que ¢ (H,) n'est pas entidrement contenu dans C, car pour

zeg(f(g)] on a selon (1) ¢{g,, %) << Ig%[g_ﬁ‘ d’ott en vertu de 4 (7)

—_ 2 —

et par conséquent g(H,) (S, — C) 5= 0. En vertu de 4 (8) le continu
J=yg(H,) est done un continu irréductible entre C et un point
a € 8,— C; d'aprds (x) ce point vérifie Pinégalité

— )2
(x1) ‘ L(ga) < 1080"
Soit ¥ le plus petit entier positif tel que

(xm) 7 (V,9) > . (D).
En vertu de 3, th. 1 (en y substitnant H, & &%, g & f et larc
g, o de §,—Ca P), il existe un sous-continu H, de H, tel que

(xur) g(Hy) = E;E-lmy(r/)a

dot f(H,)C 9, (v selon (v). En posant done g, b, = S(H;), on
conelut de (xm), (1) et (x1) que les hypothdses de la proposition 6 (10)
(en y substituant g & 7, fa g, 2 2 vy, y b @, H, & H et o,(V)d k)
sont réalisées. Il existe donc deux chafnes alternatives homologues

{c} sur goq, o C 8, et {¢/} sur un are g, b6 C S, — O, dordre ¢ ot
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telles que
(1Y) Cipr = Qo & L(G0 6) < L(go b3) + 7 << LGy quey) +
Ces chaines ayant d’aprés 6 (9) les mémes coefficients, on conclut

de 6 (4), 4(9) et I'égalité (xrv) que Ion a z[{c}]==7(V,y) =1[{c}}
Selon 4 (9), 6 (6) et linégalité (x1v) on a done

1 — 1 P 1 1
7(V,y) <§};L(Qobz)<§;L(§Zo%,(v))+ ggﬂ’x(UH‘ %

- ce qui donne, 4(V,y) et w.(U) étant des eutiers, 7(V,y) << 0. (U),

contrairement & (xir).
Dans les deux cas, la supposition que 'on a z=Fy implique done
une contradiction.
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