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Théoréme 2. Etant donnée une décomposition d'un ensemble
connexe C en m_= 2 ensembles comnexes

=0+ C+...4 0,

il existe au moins deux indices différents i et i tels que les ensembles

n n
20, et 20,
v i
sont connexes,

Désignons avec M. C. Zarankiewicz 7) par 7' (C) l'ensemble
des points d’un ensemble connexe C tels que C— (p) est encore
un ensemble connexe.

On a alors deux conséquences suivantes du théoréme 1:

Corollaire 1. Dans tout continu K Uensemble v (K) contient
=2 points.

Pour l'établir, il suffit d’appliquer le théoréme 1 & la famille
formée de points du continu K.

Corollaire 2. Dans tout continu K on a 7.(K)— Q==0,
quel que soit le vrai sous-ensemble conmexe ¢ de K.

Pour le prouver, il suffit d’appliquer le théordme 1 & la famille
composée de @ et de points de l'ensemble K — Q.

Le corollaire 2 montre que tout continu K est irréductible par
rapport & la propriété d’é4tre un ensemble connexe contenant
Tensemble (K) 9.

7) voir L. ¢., Fund. Math. IX, p. 124 et 135.
%) H. M. Gehman, ], ¢, p. 435, Corollary 25,

Varsovie, Mars 1934.
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tives d’ensemble et sur les ensembles jouissant
de la propriété de Baire 2).
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Edward Szpilrajn (Varsovie).

Introduction.

Les ensembles de mesure lebesguienne nulle et les ensembles
mesurables (L) d'une part, et d'autre part les ensembles de pre-
midre catégorie et ceux jouissant de la propriété de Baire (au sens
large) ?) présentent, comme on sait, beaucoup d'analogies ¥). Et voiei
un théordme connu, relative i ces classes, qui porte un caractére
de dualité:

(t) 11 existe une décomposition de la droite en deux ensembles
dont Iun est de mesure nulle et I'autre de premiére catégorie 4).

Je démontre dans la note présente un théordme plus général,
concernant les fonetions compldtement additives d’ensembles et je
donne plusieurs applications de ce théoréme. Elles se rattachent en

!) Une partie des résultats contenus dane cette note s été signalée dans ma
communication O mierzalnodei i warunkw Baire'n, faite an Ier Congrés des
Mathématiciens des Pays Slaves (cf. C. R, de ce Congrés, Varsovie 1930, p. 300);
les autres ont été présentés dans la séance de la Société Polonaise de Mathématique
(section de Varsovie), le 26. 1, 1934.

?) c'est-d-dire les ensembles de Ia forme & K, — K,, ot G est un ensemble
ouvert et K, avec K, — de premiére catégorie.

?) Cf. le livre de M. W. Sierpifiski: Hypothdse du continu, Monografje
Matematyczne 4, Warszawa-Lwéw 1934, chap. III; ma communication citée et
ma note Sur certains invariants de Vopération (4), Fund. Math, 21 (1983), p. 229.

%) M. Sierpifski a démontré deux théordmes qui présentent certaines généra-
lisations de cette proposition. Cf. p. ex. son livre cité, p. 83.
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particulier aux certains ensembles singuliers de M. Lusin et & I'ainsi
dit probléme généralisé de la mesure.

M étant un espace métrique, chaque ensemble contenu dans 2/,
dont tout sous-ensemble non dense (dans M) est au plus dénombrable,
sera appelé ensemble de Lusin (dans M). On sait que

L Si 2%=wx,, il eviste un ensemble indénombrable de Lusin
dans Pintervalle [0, 1] ).

Or, de ce théoréme et de nos considérations résulte immédiate-
ment le théoréme suivant, démontré au moyen d'une méthode diffé-
rente par MM. Banach et Kuratowski:

1I. Si 2%=,, chaque ensemble Z de puissance du continu salis-
fait & la condition suivante: ‘

() il Wexiste, en dehors de la fonction identiquement nulle, aucune
fonction réelle (finie) d'ensemble qui soit complétement additive dans
la famille de tous les sous-ensembles de Z et qui sannulle pour les
ensembles se réduisant & un point 5).

Dans les deux derniers numéros j'indique certains résultats de
MM, Poprougénko et Saks, concernant la continuité uniforme
des fonetions complétement additives et I'ainsi dite propriété (C).

Mesure et catégorie.

1. Théoréme, Z étant un espace métrique séparable et u(E)
une fonction non negative7) (finie) de sous-ensemble borelien de Z,
complétement additive et s'annulant pour les ensembles composés d'un
seul point — il existe une décomposition Z=H -+ K, oir K estun F,
de premiére catégorie et H un Gy tel que u(H)=0.

Démonstration. p étant un point arbitraire de Z et » un
nombre naturel quelconque, désignons par ¥,(p) la sphére de

centre p et de rayon % On a:
W lim 1 7, () ==0.

nw00

5) Ce résultat est dd & M. Lusin, Cf. p. ex. Sierpifiskil ¢, p. 36, -

®) 8. Banach et C, Kuratowski: Sur une généralisation du probléme
de la mesure, Fund. Math, 14 (1929), pp. 127—131, Cf. auesi Bierpiriski I c

7) Cette premisse n'est pas essentielle: il suffit de sapposer que la fonction
w(E) est réelle; cf. & ce propos le numéro 5.
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En effet:

u Vi(p) = p[V1(p) — Va(D)] + u[ V3 (p) — Va(p)] +...

ot ceite série étant convergente, la reste n-idme, égale & uV,, (p),
tend vers zéro.

Soient & présent: p,, p,,.. une suite de points de Z dense dans Z
et £ un nombre positif.

En vertu de (1), il existe pour tout nombre naturel & un nombre #,
tel que

&
2) bV (p) <5
Posons v
V=37,
1228

Il résulte de Dinégalité (2) que uwV<e et par conséquent
(Z—V)>p(Z) —e

V étant un ensemble ouvert, dense dans Z, Iensemble 7 —V
est fermé et non dense. Nous venons donc de démonirer qu’il existe
pour tout £> 0 un sous-ensemble @ fermé et non dense de Z, tel
que u(Q)>u(Z)—e. Soit & présent ¢, une suite de tels ensembles,

. N )
qui correspondent & Ia suite {;} et posons

K:j(),, H=Z—K.

n=1

Les ensembles H et K satisfont évidemment aux conditions
de la thése.

2. Corollaire. Z étant un espace métrique séparable et dense
en soi, il n'existe en dehors de la jfonction identiquement nulle aucune
fonction non négative (finie) de sous-ensemble borelien de Z qui soit
complétement additive et qui Sannulle pour les ensembles boreliens
de premitre catégorie. '

Démonstration. Soit & une telle fonction. Il existe donec —
d’aprés le théoréme 1 — un ensemble de premiére catégorie K( Z
tel que pu(Z— K)=10. L'ensemble K étant de premiére catégorie,
on a — en vertu de notre premisse — u(K)= 0 et par conséquent

w(Z)=uK)+pZ—K)=0, cq fd
Fundamenia Mathematicae, t. XXII. 20
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8. Dans le corollaire précédent on peut évidemment remplacer
les ensembles boreliens par les ensembles jouissent de la propriété
de Baire. Par conséquent, ce corollaire exprime wune différence exis-
tant entre les ensembles jouissant de cette propriété et les ensembles
mesurables (L). Nous allons préciser cette remarque.

Deux classes d'ensembles: K, et K, sont dits semblables 8) lors-
qu'il existe une fonetion biunivogue f qui transforme la somme de

. tous les ensembles appartenant & K; en somme de tous les ensembles
appartenant & K;, d'une telle fagon que f(K,) =K, 9).

K étant une classe arbitraire d’ensembles, désignons par N(K)
la classe des ensembles dont tous les sous-ensembles appartien-
nent & K.

Désignons 4 présent par L la classe des sous-ensembles mesu-
rables (L) de lintervalle 1==[0, 1] et par B la classe des sous-en-
sembles de cet intervalle, jouissant de la propriété de Baire. On
sait que N(B)=la classe des ensembles de premiére catégorie dans I
et N(L) = la classe des ensembles de mesure lebesguienne nrulle
(contenus dans I).

Or, nous allons démontrer que

Les classes B ef L ne sont pas semblables 1°).

Admettons, par contre, qu’il existe une fonetion biunivoque qui
transforme lintervalle [0, 1] en soi-méme et telle que f(B)=L
On a done aussi: /(N(B)) = N(L). Posons:

m' (E)=m(f(E)) pourtout EeB

(ot m(Z) désigne la mesure lebesguienne).

La fonetion m'(E) est done complétement additive dans B, elle
s'annulle pour tout sous-ensemble de I de premitre catégorie, tandis
qu'on a en méme temps: m'(I)==1. Nous obtenons ainsi une con-
tradiction avee le corollaire 2.

Ensembles de Lusin et le probléme de la mesure.

4. Soient: K une classe de sous-ensembles d'un espace métrique M
et u(K) une fonction non négative (finie), définie pour tout K eK.

#) Ceite notion provient de MM. Russell ot Whitehead,

%) g (x) étant une fonction qui transforme un ensemble X en un sous-ensemble
@'un ensemble ¥, £ — un sous-ensemble de X et K — une classe de sous-
ensembles de X, on désigne par @ (E) Tensemble des points ¢ (), ot zxeF ot
par @ (K) la classe des emsembles g (E), ot KeK.

%) D'autre part M. Sierpiiski a démontré qu'il résulte de T'hypothése dun
continu que les classes N(B) et N(L) sont semblables. Of. son livre cité, p. 80.
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Nous allons considérer les conditions suivantes:

1% 8i K, eK pour n=1, 2,..,ma K +EK,+..¢K;

2°. 8i KeK, on a M—KeK;

3°. Chaque sous-ensemble ouvert de M appartient & K;

4° p (K + Ky +-..) = (B + p(K,) +... pour chaque suite
d’ensembles disjoints appartenant & K;

5°. Pour tout ensemble X, composé d'un seul point, u(K)=0;

6% Si KDL; KeK et u(K)=0, on a LeK.

Théoréme. '') Soient: M un espace métrique séparable, K une
classe de sous-ensemble de M, p(K) une fonction non negative définie
pour KeK, satisfaisant auzx conditions 1—6° et L un sous-ensemble
de Lusin de M. Thése: u(L)=0.

Démonstration??). En vertu du théortme 1 il existe un
sous-ensemble K de I, étant un ¥, de premiére catégorie et tel que

1) p(M—K)=0.
On a
L=LK+(L—K).
L étant un ensemble de Lusin dans M, l'ensemble LE est au
plus dénombrable. Par conséquent, les conditions 19—59 entrainent

@ LKeK et p(LE)=0.
En vertu de (1) et de la condition 6° on a
(3) L—KeK et pu(L—K)=0.

Les relations (2) et (3) nous donnent:

LeK et pu(L)=0, e. g £ d

1 résulte immédigtement de notre théordme que M étant un espace méirique,
#*(E) une fonction de mesure an sens de M, Carathéodory (Massfunktion) 13)
définie pour E (C M, finie et s’annulant pour les ensembles se réduisnant & un
point — x*(E) s’annulle pour tout sous-ensemble de Lusin de M.

1) Ce résultat n’est pas nouveau: M. Poprougénko a démontré un théo-
réme plus général ; voir le numére 8.

1) Cette démonstration n’est qu'une fransposition de la démonstration connue,
concernant la mesure lebesguienne.

13) Cf. C. Carathéodory: Vorlesungen iiber reelle Funkiionen, Leipzig-
Berlin 1927, p. 238.

20*
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5. Corollaire. Chaque ensemble méirique séparable de Lusin
satisfait & la condition ().

Démonstration. Soient: L un ensemble métrique séparable
de Lusin et u(E) une fonetion réelle (finie), définie pour tout E(_L,
complétement adoitive et s'annulant pour tout ensemble se réduisant
4 un point. En vertu d’'un théoréme connu, la fonction w(E) est
une différence de deux fonetion non négatives u,(E) et uy(E), satis-
faisant aux mémes conditions 14). Ces fonctions remplissent donec
les conditions 19—6° (oh K est égale & la classe de fous les sous-
ensembles de L). Il résulte done du théordme 4 que u(L)=
=, (L) — pe(L)==0, ¢ q. £ d.

Or, la condition (y) est un invariant des transformations biuni-
voques. Il en résulte que dans le cas, od un ensemble satisfait & cette
condition, chague ensemble de méme puissance la remplit également.
Done, il découle de Uhypothese qu'il ewiste um ensemble séparable de
Lusin de puissance du continu que tout ensemble de cetle puissance
satisfait & la condition (y). Par conséquent du théoréme I de M. Liu-
sin résulte immédiatement le théortme II de MM. Banach et
Kuratowski

6. D’aprés le théoréme II, il résulte de ’hypothése du continu
que I'intervalle I remplit la condition (y). Nous pouvons démontrer
3 présent un théordme plus fort: si I'hypothése du continu est vrai,
il n'existe, en dehors de la fonction identiquement nulle, aucune
fonction réelle (finie), complétement additive et s'annulant pour les
ensembles composé d’'un seul point, définie pour les ensembles jouis-
sant de la propriété de Baire.

Supposons, en effet, que u(Z) est une fonction remplissant ces
conditions. Il existe done une décomposition I==K -+ H, ou K est
de premitre catégorie et w(H)=0. Comme tout sous-ensemble
de K est de premitre catégorie, t(E) est une fonction complétement
additive dans la famille de tous les sous-ensembles de K et par
conséquent le théoréme II entraine la relation: p(K)==0. On a donc

sl)=pu(E)+pH)=0, c q £ d

) Cf, 8. Saks: Théorie de I'Intégrale, Monografje Matematyczne 2, War-
szawa 1933, p. 249, (3. 2).
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La continuité uniforme des fonctions complétement additives
et la propriété (C).

7. Nous allons démontrer le suivant théoréme di & M. Saks1s):

Théoréme. Soient K une classe de sous-ensembles d'un espace
métrique M et u(K) une fonction non négative %) (finie), définie pour
KeK et satisfaisant auz conditions 1° 20, 49 et 50. Dans ce cas-ls
il existe pour tout nombre & > 0 un nombre 4> 0 tel que les relations:
KeK et 6(K) <1 entrainent u(K) < e.

Démonstration. Supposons au contraire qu'il existe un nombre
@ >0 et une suite K, d'ensembles de K telle qu'on a simultané-
ment :

1
(1) oK, < , Pour n=12..
et
2) u(E)Za pour =12 ...

Considérons la limite supérieure de la suite {K):

8) L:—.ﬁjK,.

el e

Evidemment

;L(ZK,,)}& pour m=1,2,...
i (”E,) =lim y(E,f)

n=1

et, vu qu'on a

pour chaque suite {E,} descendante, nous obtenons
4 u(l)=e.

Soit & présent S un sous-ensemble fini de L. Désignons ses

points par p;, p,,..., P, et par 2¢ le minimum de toutes les di-
stances entre ces points.

15) Ce théoréme est connu pour le cas d'espace M compact. Cf. G. Poprou-
génko: Sur certains propriciés des fonctions .additives d&’ensemble, Comptes
Rendus de la Soc, des Sciences et des Lettres de Varsovie 23 (1930), théoréme IV.
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1 .

On a en vertu de (1): d(K,) <e pour n>— et par consé-
quent il existe une suite finie 7,, ng,..., % de nombres naturels
plus grands que %, tels que p;e K, pour i=1,2,... s et que tous

les ensembles K, sont disjoints deux & deux. Il en résulte que

et par conséquent:

Nous venons done de démontrér que le nombre de points d'un
1 sy s
sous-ensemble fini arbitraire de L ne dépasse pas P p(M), dou il

résulte que Vemsemble I est fini. On a done w(L)=0, contraire-
ment 3 Pinégalité (4).

8. Considérons & présent la condition suivante concernant les
ensembles métriques Z:

(C) &, &,... étant une suite quelconque de nombres positifs, il
existe une décomposition Z=2,+ 7y} ... telle gwon a 6(Z,) <<&,)
pour n=1,2,... ‘

Vu que tout ensemble de diamétre <[ ¢ est contenu dans une
sphére de diamétre <C2p, cette condition peut étre énoncée aussi
de fagon suivante:

&, &,... étant une suite quelconque de nombres positifs, il existe

upe suite V, V,,... de sphéres telle que 3 V.DZ ot 0(V,)<sg,
n=l

pour n=1,2 ..

M. Borel a posé le probléme de l'existence des ensembles in-
dénombrables satisfaisant  la condition (C). On ne sait pas résoudre
ce probléme jusqu'a présent qu'en admettant I’hypothése du continu.
Notamment M. Sierpifiski a démontré que tout sous-ensemble de
Lusin d'un espace métrique séparable satisfait a la condition (C)17).

18) F étant un espace métrique, §(E) désigne son diamétre.
17) Cf. Sierpifski L e, p. 39 et Kuratowski: Topologie I, Monografje
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) Or, M. Poprougénko a démontré le suivant théoréme (duquel
il résulte, en vertu du résultat cité de M. Sierpinski, notre
théoréme 4).

Théoréme. Dans les conditions du théoréme 4, w(Z)="0 pour
tout emsemble Z contenw dans M, et satisfaisant & la condition (C).

Démonstration. Soit &, &,,... une suite arbitraire de nombre
positifs. Il existe, d'aprés le théoréme 7, wne suite 7, 7,... de
nombres positifs tels que les relations: K ¢K et 6(K)<C1, entrai-
nent u(K)< e, pour m=1,2,... L'ensemble Z satisfaisant a la

condition (C), il existe une suite {¥,} de sphéres tels que 3 V.0OZ

n=l
et 0(V,)<e, pour n=1,2,...

Soit done {V,®} (pour k=1,2,...) une suite de sphéres telle
quon a

. 1 o
® )
B(VE) < =5 e zl‘v, Dz
Posons
v=[3 7
A=l n=m}

On a done u(W)=0 et — d'aprés la condition 6° — u(Z)=0,
e. q f d

Appliquons & ce résultat le raisonnement fait & la fin du nu-
méro 4. Il en résulte que, s'il existe un ensemble de puissance du
continu remplissant la condition (C) — tout ensemble de cette
puissance satisfait & la condition ().

Matematyczne 3, Warszawa-Lwéw 1933, p. 274. En ouire, 4 1'étude des ensembles
jouissant de la propriéié (C) sont consacrées les notes suivantes:

W. S8ierpinski: Sur une classe d'ensembles de mesure nulle. C. R. de la
Soc. des Sciences et des Lattres de Varsovie 27 (1934), a4 paraitre;

E. Szpilrajn: Sur une hypothise de M. Borel. Fund. Math, 15 (1930),
pp. 126—127;

— Sur une classe d'ensembles lindoires. C. R. de la Scc. des Sciences ef
des Lettres de Varsovie 22 (1929), pp. 179—184.
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