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Uber doppeltzerlegende Punkte.
" Von

K. Zarankiewicz (Warszawsa).

Es gei I ein Kontinuum welches in einem n-dimensionalen eukli-
dischen Raume R, liegt, und  ein Punkt von M. Der Punkt x
heisst ein doppeltzerlegender Punkt von M in bezug auf R,
"wenn er die folgenden Eigenschaften besitzt:

(a) jede gentigend kleine Umgebung (in bezug auf R,) U, des
Punktes 2 hort auf zusammenhéingend zu sein nach Tilgung
derjenigen Komponente von U,. M welche den Punkt # enthalt,

(8) die Komponente von U, M welche & enth#lt hort auf zusam-
menhéngend zu sein nach Tilgung des Punktes x fir jede
gentigend kleine Umgebung U,.

Beispiele. Es sei 4, eine geradlinnige Strecke welche in der Ebene R,
gelegen ist; jeder innere Punkt von A, ist ein doppeltzerlegender Punkt in besug
suf R,, kein Punkt der 4, ist aber ein doppeltzerlegender Punkt in berug auf R,.

A, — (Schirm) bedeutet die Menge welche aus einer Kreisfliche und aus
einer gur Kreisebens senkrechten durch Mittelpunkt des Kreises gehenden Btrecke
besteht. Der Mittelpunkt des Kreises ist ein doppeltzerlegender Punkt des A4, in
besug auf R,

4, — besteht aus einer nirgendsdichten perfecten Cantorachen Menge wo jedes
pweggelassene* Intervall durch die Kugeloberfliche von gleichem Durchmesser
ersotst ist. Jeder Punkt der Cantorschen Menge ist fiir 4, ein doppeltzerlegender
Punkt in berug auf R,.

A, — besteht aus der Menge aller Punkte (o, y, #,0) des vierdimensionalen
Baumes B, fiir welche 2'+4-y?}21.< 1, und der Punkte 0,0,0,2), wo 0t <1,
Der Pankt (0,0,0,0) von A, ist ein dopppeltzerlogender Punkt in besug auf R,.

Sat'z. Die Familie der abgeschlossenen und fremden Mengen (M)
welche in einem n-dimensionalen euklidischen Raume R, liegen, und

tiercn Jede cinen doppaltzerlegenden inbozug auf R, Punkt x enthdlt
ist fiir n >3 hichstens abadhlbar.
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Bewels. Es sei {¥,} die Familie der abgeschlossenen, fremden

in R, gelegenen Mengen J, deren jede einen doppeltzerlegenden
Punkt = (inbezug auf R,) epthilt,
Es sei

(1) Kl’ 'Kﬁv KS!':'7 Kn:~"

die Forlge aller n-dimensionalen Kugeln deren Radien und alle
Mittelpunktkoordinaten rationale Zahlen sind.

Jeder Meuge M, wird im folgenden ein Kugeltripel K*(z), K%(z)
und K3(x) der Folge (1) zugeordnet in der Weise dass verschie-
denen Mengen M, stets verschiedene Kugeltripel entsprechen. Da
die Folge (1) nur abzihlbar viele verschiedene Kugeltripel enthalt,
o kann es auch nur abzihlbar viele Mengen M, geben und daraus
folgt unser Satz.

Der Menge M, ordnen wir zun#ichst die Kugel K1(z) zu, als die
erste in (1) aufiretende Kugel welche folgende drei Bedingungen
erfiillt:

2) Kiz) D=

wenn J diejenige Komponente der Menge K!(z)- M, bezeichnet,
welche den Punkt z enthilt so

3) wird K*(z) durch J zérlegt,
4) J wird durch z zerlegt.

und

Infolge der Voraussetzung, dass z ein doppeltzerlegender Punkt
ist, existiert stets eine solche Kugel in der Folge (1).

Da J eine zusammenhingende Menge ist, haben wir nach (4)
eine Zerlegung

A J=A,4+ B,

wo A, und B, nichteinpunktige, zusammenhingenden und in J
relativ abgeschlossenen Mengen sind, und
5) 4,-B,==
besteht 1). :

Ich behaupte, dass mindestens eine von den zusammenhiingenden
Mengen A, und B, die Kugel K!(z) zerlegt. Zum Beweise, transfor-
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1) K. Zarankiewiecs, Sur les points de divies
Fuand, Math, IX. 1927. 8. 136.
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168 K. Zarankiewicz:

mieren wir die Kugel X(z) in den ganze Raum R, in der Weise,
dase die Oberfliche der Kugel in den unendlichfernen Punkt tber-

geht, z. Beispiel mittels der Formel 2/ = —-—. Die beide zusam-

menhiingenden und relativ in K(z) abgeschlossenen Mengen A4,
und B, gehen dann in zwei unbegrenzte Kontinua 4’ und B’ tiber.
Transformieren wir ferner diesen ganzen Raum z. Beispiel durch
Inversion, wobei das Inversionnszentrum ausserhalb der Menge
A"+ B’ liegt, so gehen die unbegrenzten Kontinna 4’ und B’ in
zwei beschrinkte Kontinua 4 und B” tiber, wobei der Durchschnitt
A”-B” wegen (B) hochstens zwei Punkte enthiilt, Waren die Mengen
A, und B, keine Schoitte der Kugel, so wiren auch 4" und B”
keine Schnitte des Raumes, da die Eigenschaft ein Schnitt zu sein
invariant gegen unsere Transformationen ist. Wenn also 4” + B”
ein Schuitt wire, so enthielte der Durchschnitt 4+ B" nach dem
sogenannten Phragmén-Brouwer'sche Satze?) einen (n—2)-
-dimensionalen Zyklus also eine (n— 2)-dimensionale Menge. Ist
aber n>3 so ist jede mindestens eindimensionale Menge von der
Michtigkeit des Kontinuums und sie kann unméglich aus nur zwei
Punkten bestehen. Somit ist gezeigt worden, dass A"+ B kein

Schnitt des Raumes ist und folglich, dass die Summe 4.+ B, kein

Schnitt fir die Kugel K*(z) ist, was der Formel {3) widerspricht.

Wir bezeichnen mit B, diejenige von den Mengen 4, und B,
‘welche die Kugel K(x) zerlegt (wenn beide die Kugel zerlegen,
wird mit B, eine beliebige unter ihnen bezeichnet).

Die Menge B, bestimmt also im Bereiche K(z) — B, mindestens
zwel getrennte Gebiete %, und B,. Das Kontinuum A,, kaon im
allgemeinen Falle gemeinsame Punkte mit mehr als einem der
Gebiete K'(z) — B, besitzen. In diesem Falle kann das Kontinuum A,
als Summe der Kontinuen 4% 42 ... 47 ... dargestellt werden,
die zu zweien je nur einen einzigen gemeinsamen Punkt z haben,
und jedes A7 nur in einem der Gebiete von K 1(z) — B, liegt. Es
gentigt in diesem Falle als 47 diejenige Menge zu bezeichnen,
welche aus den Punkt z und der Menge aller Punkte des 4, welche
in nur einem der Gebiete K1(x)— B, liegen, besteht. Wir wollen
nur ein Kontinnum A7 welches. vom Punkte x abgesehen, nur in

Y P. Alexandroff, Untersuchunyen iiber Gestalt und Lage abgeschlossener
Mengen beliebiger Dimension. Annals of Mathematics, Vol, 30, 1929. 8. 178.
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einem von-den (tebieten K *(z) — B, liegt, betrachten und es einfach
mit 4, bezeichnen. Ferner bezeichnen wir dasjenige Gebiet von
KY(z)— B,, wo A,— x liegt, mit %, und mit B, irgendwelches
Gebiet von K'(z) — B,, welches keinen gemeinsamen Punkt mit 4,
besitzt. Es bestehen somit die Beziehungen

(6) 4, —zCH,
(7 4,.-8,=0.

Wir definieren die Kugeln K*(z) und K3(z) als die ersten in der
Folge (1) auftretenden Kugeln welche folgende Bedingungen erfitllen:

(8 K}z) CK'(x) K¥2)C K'(2)
(9) K3(2) (4, —x) =0

(10) K*z).B,=0 K¥z):B,=0
an K32 C 3.

Es leuchtet ein, dass zwei solche Kugeln stets in der Folge (1)

existieren. .
Nach (8), (9), (6) und (10) folgt weiter

(12) K*x)-B,=0
(18) K (x) C ¥,

Somit ist jeder Menge M, ein Kugeltripel. K'(z), K3(z) unfl
K3(z) zugeordnet; ich behaupte, dass verschledt?nen Mengen .l'[,
und M, — verschiedene Kugeltripel zugeordnet sind. Nehmen wir
an, dass in den zwei Kugeltripel welche den Mengen M, == M, ent-
sprechen, zwei Kugelpaare identisch sind etwa K 1{x) = K1(y) und
K*(z) = K2(y), wir zeigen dass dann K3(z) 5 K3(y) ist.

Wir betrachten die Menge

L=B,+ A, + Kz)=B,+ 4,1+ K*(3);

sie ist offenbar eine zusammenhtngende Menge.und' nach (10) mi)t' B,
fremd, also liegt sie wegen L C K'(x) pur in einem der _G-e xete-
K1(z) — B,. Nach (9) und (6) enthalt L einen mit 9, gemeinsamen
Punkt (sogar die ganze Kugel K*(2)) also gilt

(14) LCYA, oder L-B,=0.
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Die Menge
(16) N=K32)+ 4.+ B.+ %,

ist offenbar eine zusammenhingende Menge und nach (10) und (14)
mit der Menge B, fremd. Die Menge N liegt somit nur in einem
von den Gebieten Kl(z) — B,. Die Menge N hat aber nach (13)
einen Punkt (sogar die ganze Kugel K*(z) = K(y)) mit dem Ge-
biet , gemeinsam, woraus

(16) NCY,
folgt. Nach (16) und (16) haben wir 8, C %, und wegen (11) folgt
an K3 (z) C 9,

Andererseits, auf Grund von (11) gilt K*(y) C®,, und wegen
¥%,-8,=0, haben wir

(18) E3y)-%,=0.
Nach (17) und (18) folgt somit
| K'(2) % K*(y).

Wir haben also bewiesen dass verschiedenen Mengen M, ver-
schiedene Kugeltripel entsprechen, und dies hat die Richtigheit des
ausgesprochenen Satzes zur Folge.

Wir bemerken, dass unserer Satz gilt nicht mehr fr n=2,
d. h. fur die Ebene, weil z. B. jeder innere Punkt eines einfachen
in der Ebene B, liegenden Bogens zugleich ein doppeltzerlegender
Punkt inbezug-auf R, ist und die Menge der einfachen fremden
in B, liegenden Bogen nichtabziihlbar sein kann,

Fur die Ebene R, folgt dagegen aus unserem Satze unmittelbar
eine gewisse Eigenschaft der Kontinuen, welche man pTrioden*
nennt (damit werden Kontinuen 7' gemeint, welche sich als Summe
von drei Kontinnen A 4 B+ C= T darstellen lassen, wobei die
Durchschnitte 4.B=A.C= B.C sich auf einen einzigen und
derselben Punkt ¢ reduzieren). Diese Eigenschaft bestet darin, dass
die Familie der fremden in der Ebene R, liegenden ,Trioden® hoch-
siens abzihlbar ist ).

) R. L. Moore, Concerning triodic continua, in the plane. Fund, Math, Bd.
XIII, 1929. 8. 262.

Zitierter Moorescher Batz iiber die Trioden ist schiirfer als der von uns oben
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Wenn wir jeden Punkt des Kontinuums 4 + B zum Mittel-
punkt einer zur Ebene R, senkrechten Strecke von konstanter
Liéinge machen, so bekommen wir aus jeder Tiode ein Kontinuum,
fur welches der Punkt ¢ ein doppeltzerlegender Punkt ist. Sind
die Trioden in der Ebene fremd, so mtissen auch die in angeftihrter
Weise konstruierten Kontinuen im Raume B, fremd sein. Infolge-
gessen ist ihre Familie kraft unseren Satzes hochstens abzihlbar.
Es geht daraus die Abzihlbarkeit die Menge fremder Trioden der
Ebene hervor.

festgestellten; in dieser Hinsicht vergleiche W. Bierpifski, Sur un probléme
de la théorie des relations, Annali della R. Bcuola' Normale Superiore di Pisa,
Serie II — Vol. II, 1933, Seite 285.
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