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Remarque sur les nombres dérivés.
Par

Vojtéch Jarnik (Praha)

§ 1. Résultats.

f(t) étant une fonetion, définie dans Pintervalle [a, ] ), désignons
par E(f; a,b) l'ensemble de toutes les valeurs ¢e[a,b) pour les-
quelles

FH(t) =1lim SUPM@ < + oo,
h—-04 h

Théoréme 1. Si la fonction f(t) est continue dans [a, b), Len-

semble E(f; a,b) ne peut pas étre dénombrable.

D'autre part, M. Mazurkiewicz?) a réussi de construire une
fonction f(f) de la premiére classe de Baire telle que E( f;a,b)=10?%).

1) 1l ne s'agit que des fonctions réelles et finfes, Notations: [a, b]=1;}(a_s_tgb),

[#,0) =K (a <<t <b) ete. Par les mots ,ensemble dénombrable“ je comprends
toujours un ensemble tout au plus dénombrable; de méme pour ,fonction de classe z¥.
Z,=4{0,1,2,...} est I'ensemble de tous les nombrer ordinaux, correspondant aux
ensembles bien ordonnés dénombrables. Le signe ,sup“ signifie la borne supérieure.

1) Voir ce volume, pp. 93—10.

3) Remarquons encore: si la fonction f(t) est semi-continue supérieurement
dans [a, b}, 'ensemble E(f; a, b) est dense dans [a, b]. Démonstration: soit a=_¢
< d =< b; distinguons deux cas: 1. La fonction f(#) est monotone dans [¢, d], alors
f'(t) = & oo existe presque partout dans [¢, d], donc E(f;¢. d) = 0. 2. La fonction
f(¢) n'eat pas monotone dans [¢,d]. On sait que f(¢) atteint dans chaque sous-
intervalle de [c, d] sa valeur maximum, On ne peat pas avoir f(x) =:§Ex f(®) pour

chaque @ ¢ [o, d], la fonction f(f) n'étant pas monotone dans [¢, d). Il existe donc
deux nombres z,y (c<y @< d) tels que f(y) =Ef;xf(t)' dod fH(y) <0,
done E(f;¢,d) 0. )
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Mais les deux cas extrémes (non dénombrable et vide) que nous
avons ‘signalés’ ne sont que des cas exceptionnels; nous allons dé-
montrer que, pour la plupart des fonctions borndes, l'ensemble
E(f; a,b) est dénombrable et dense dans [a, b].

Soit C l'ensemble de toutes les fonctions f=f(f), réelles et
bornées dans [0, 1]. Pour feC, geC, nous définissons la distance

o(f, ) par la rélation
o(f,9)=pmp |f®)—9@;

alors C est un espace métrique complet. Soit C, l'ensemble de
toutes les fonctions f¢C qui sont semi-continues supérienrement
dans [0, 1]; pour @ ¢ Z; soit C* P’ensemble de toutes les fonctions
feC qui sont de classe @ de Baire dans [0, 1]; remarquons que
la limite d'une suite uniformément convergente de fonctions de
Pespace C, (resp. C®) est elle-méme . une fonction de l'espace C,
(resp. C%); done, les espaces C,, C*sont complets. Noug allons dé-
montrer les théordmes suivants ¢):

Théoréme 2. 1l erviste un résiduel H de Uespace C tel que
Vensemble E(f;0,1) soit dénombrable et demse dams [0, 1] pour

chaque fe¢ H.

Théoréme 3. Soit 0<<aeZ,; alors il eviste un résiduel H*
de Uespace C* tel que Vensemble E( f; 0, 1) soit dénombrable et dense
dans [0, 1] pour chaque fe He.

Théoréme 4, Il existe un résiduel H, de lespace O, tel que
Vensemble E(f50,1) soit dénombrable pour chaque fe H, 5).

Au lieu de démontrer les théorémes 2, 3, 4, nous allons dé-
montrer le théordme suivant qui les contient évidemment comme
des cas particuliers:

'.’l’héoréme 5. Soit D un sous-engemble de l"espace C qui jouit
des propriéiés suivantes: '
1) 8i feD, geD, on a aussi f+ geD.

4) Boit R un espace métrique; un ensemble AC R soit appelé un résiduel
de l'erpace R, si I'ensemble R — 4 est de premiére catégorie relativement & l'espace R,
8i R0 est un espace complet, on sait que B est de deuxidme catégorie relati-
vement 4 R, de sorte qu'aucun résiduel de Yespace R ne peut pas tre vide,
" %) D'aprés l1a remarque?), 'ensemble E(f;0,1) est dense dans [0,1] méme
pour chaque fe C;. i ’
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2) £ étant un sous-ensemble dénombrable et Sermé, dailleurs quel-
congue, de Dintervalle (0, 1] et a étant un nombre positif arbitraire, -
la fonction h, définie par les relations

h(t)=0 pour te[0,1]—E, h()=a pour tebk,
appartient & D ©).

Alors il existe un résiduel A de UVespace D tel. que lensemble
E(f;0,1) soit dénombrable et dense dans [0, 1] pour chaque fe A.

§ 2. Démonstration du théoréme 1 7).

Soit f(¢) une fonetion continue dans [s, 5] Supposons que
E(f; a,b) soit dénombrable; nous en allons ‘déduire une contra-
diction: nous allons démontrer que cette supposition entraine la
conséquence suivante: N étant un nombre positif quelconque, on a

SO —Sf@>s Nb—a)—1,
ce qui fournit la contradiction annoncée.
Soit done N> 0, soit E( f; a,b) ={c,, ¢;, ¢s,...} (done a =< ¢,<<b).
On peut faire correspondre & chaque nombre ¢, un nombre d, tel que

a<ld; b d—e<<27(b —a), | fd) — fle)] <27,
D @—a)<th(b—a, FIfd)—fle) <1

A chaque nombre ¢ e[a,d) nous allons. faire correspondre un
nombre g(t) < b de la maniére suivante:

ol

1) Pour t==g¢, soit g(t) =4d,.
2) Pour tefa,b) — E(f; a,b) soit g(f) un nombre qui satisfait
aux relations suivantes: :

1) t<g(®)<b, flg®)—f®> Ng)—?1).

Maintenant,  chaque @ eZ, nous allons faire correspondre un nombre
réel {, de la maniére suivante: {,=a; pour a <t,<b soit ., =g(l,);
pour f,=b soit f,,,=1>5; “enfin, si '@ est un nombre limite,

% On a alors he C;C C*C C*C...(CC, de sorte que les espaces Ci,
Ce(0 < aeZ,), C jouissent des propriétés 1,2.

7) Nous allons donner ici une démonstration directe de ce théoréme, mais le
théoréme lui-méme doit étre regardé comme connu, En sffet, supposons que E(f;a,b)
soit dénombrable; alors £(f) (supposée continne) est monotone (voir p. ex. 8. Sakg,
Théorie de I'intégrale, théoréme 17, p. 187), done dérivable presque partout, d’ols

la contradition. . '
aw
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soit t, =sup#,. Il existe évidemment un nombre yeZ, tel que
f<a

Ton ait ¢, <#¢,==05 pour 0=a<<y%;onaalors a =t <t <b

pour 0=8<e<y.
Nous allons démontrer: pour 0 <=1y, on a

® fl—f@=Nt—a— Y@~ o)— 3 /@ — ).
<ty <ty

Démonstration: pour a==0, on obtient zéro aux deux
membres de (2), Seit 0 < 8=y et supposons la relation (2) remplie
pour 0 < a < B. Nous allons distinguer trois cas:

1) B=a-1, t e[a,d)— E(f;a,b); on a daprés (1), (2)

fltord) —F@Z Wt —a— F @ —e) = I |f(d) — £ ()

e <ty ey <ty :
= Nt —a— I~ e) = 7@ —f ).
r<taq1 € <fot1

2) f=a+41, {,=c, (done ¢,;,=4d,); on a d'aprés (2)

[l — @2 N(ti—a— 3 b= o) — I |fd) — fle)] —

¢ <i¢ ¢ <tu

- |f(dn) —f(cn)l
=t —a— 3 @—a) = I1f6) — £l

e <fo 1 <ty

3) B est un nombre limite; il existe donc une suite @, << @ <.
telle que f=1lim a,. ‘ ‘

On a d’aprés (2) (pour @ =a,), en remarquant que te, < tg

St) =@z Nty — Na+ 36— o)) — ¥ F@)— f(al;

‘1<‘B c1<!ﬂ

8) En effet, si I'on avait t, b pour chaque y¢Z,, on aurait évidemment
tq <.tﬁ pour @  #; dono l'ensemble de tous les intervalles (tas tata) (@€ Zy)
serait un ensemble non dénombrable d’intervalles disjoints, co qui est impossible.
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d’autre part lim ¢, == sup#, =supi, =1, d'oh
A=o0 alp

n=1,2,...

F) — f(@)=lim f(te) — fl0) = Nty— F{a+ 3 (d,— e)) —
< <tﬁ
— ' /@) —fGl.

c‘<tﬂ

Done, la relation (2) est vraie pour 0 <<a =y; en y posant
=14, on obtient la relation cherchée:

S(6) — f(a)=f1t,) — fla) =
2N —a— Y @—a) - FIfd)— s> SNb—a)—1,

§ 3. Démonstration du théoréme 5ime,

Soit D un sous-ensemble de C qui satisfait aux conditions 1., 2.
du théortme 55 Pour 0 < a < b =1 soit 4 (a;b) l'ensemble de
toutes les fonetions fe D pour lesquelles I'ensemble X (f;aq,b) n'est
pas vide. Soit ensuite # un nombre entier positif; soit f¢ D. Nous
désignons par Z,(f) l'ensemble de toutes les valeurs Z¢(0, 1) qui
jouissent de la propriété suivante: il n’existe aucune valeur h telle que

38) 0<h<—‘:;, tHh< A, f(t-f-.l;z— ® .

Soit enfin 4, I'ensemble de toutes les fonctions fe D pour les-
quelles 'ensemble E,(f) est dénombrable. Nous allons montrer tout
d’abord que le théoréme 5H®m¢ est une conséquence des lemmes
suivants: ‘

Lemme 1. L'ensemble D — A (a; b) est non dense ).
Lemme 2. Lensemble D — A, est non dense ®).

Supposons, en effet, que les lemmes 1. et 2. soient vrais. Soit
[a;,b,], [as,b5),--. la suite de tous les sous-intervalles & extrémités
rationnelles de lintervale [0, 1]. Posons

A=ﬁ-A(aﬁ bn) ‘g‘%";

") Relativement & ’espace D,
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alors 4 est un résiduel. Soit yi ¢ 4; soit 0 S a<<b=1; il existe.

un nombre n tel que a<Ca,<<b, <<b; & cause de fe A (a,;b,),
Vensemble Z(f; a,b,) n'est pas vide; donc l'ensemble E (f;O0,1)

est dense dans [0, 1]. D’autre part, soit ¢ [0, 1) — Zo': E(f)¥); & tout n
R’

(entier. et positif) il correspond une valeur 4 telle que les relations (3)
soient satisfaites; done f*(f) = - oo.

Alors E(f;0,1)C 3 E,(f), done l'ensemble Z (f;0,1) est
. n=l
dénombrable, c. q. f. d.

Démonstration du lemme 1. Soit 0 < a<<b=1. Soit K
une sphére de l'espace D avec le centre f et le rayon r. Il faut
démontrer l'existence d'une sphére K’ (C K. A (g, ). Choisissons un
nombre d tel que a<<d <Cb et tel que les inégalitds a <<{<d
entrainent l'inégalité

fO<limsupf(5) + 5.
Chosissons ensuite un nombre ¢ tel que
a<e<d, fl)>limepfis)—g.
Posons A(f) =0 pour 0 <t =<1, td=c h(c)= %r; d’aprés les
propriétés 1, 2. de Pespace D on a f-heD. Soit K’ la sphére
de T'espace D avec le centre f+ 1 et le rayon %r; done K'C K.

D'autre part, soit g K", donc |g(#) —f(t)r—h(t)l <—8}- r pour 0 <S1=1;

on & done .
. ' r o r r
g(e) > h?_:‘ipf(") -3 -— 3 + X
tandis que pour ¢ <<# < d on aura
9() <lim sup f(2) + 542 < g(0),

dolt g*(c) <0, done ¢ e A(a;b).
On a done K" C K+ 4(a;b), e q. f d

1%) Ey(f) est dénombrable & cause do fed,,
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Démonstration du lemme 2. Soit #» un nombre entier po-
sitif. Soit K une sphére de l'espace D avec le centre S et le
rayon 7. Il faut ddmontrer I'existence d’'une sphére K'(C K. A,,

A chaque nombre ¢¢[0,1) nous ferons correspondre un nombre
@(¢) qui satisfait aux conditions suivantes:

W) 0 <P — <3, 00) —t < 4=, plH) <1,
| Slp() > lim sup f(z) — ,

b) les relations ¢ < x < ¢(#) entrainent l'inégalité f(x) <
. r
<lim sup f(z) +- 5.

A chaque nombre a ¢ Z, nous faisons correspondre un nombre ¢,
par la définition suivante: £,==0; pour 0<#, < 1 soit toa =0(2,);
pour ¢, =1 soit #,,; =1; enfin, si @ est un nombre limite, soit
b= gt<1p tg- De la méme maniére comme dans la démonstration du

o

théoréme 1°* on voit qu'il existe un nombre y¢ Z, tel que l'on ait
0=t <t <t,=lpur0=a<<f<y.

Posons E = {t,, #,, t,,..., t,}; donc E est dénombrable. Soit
te[0,1] — E; on a 0 =1, <t <t,=1; il existe donc un nombre
BeZy(0 < =y) tel que l'on ait t, <t<t; pour 0= <.
Le nombre 8 ne peut pas &tre un nombre limite 11); on a done
b <t <, dod (44, 4) (C [0,1] — E. Dome: [0,1] — E est un
ensemble ouvert, Z est un ensemble fermé. Posons A(f) =10 pour

te[0,1] — B, h(ty) = % pour 0 =g =1y. L'espace D satisfaisant

aux conditions 1. et 2. du théoréme 5™ on a f4heD.
Soit K’ la sphére de l'espace D avec le centre f -4 et le

rayon Ilgr; done K’ (C K. D’autre part, soit ge K’y done |g(f) —

—f (&) — h()] <I15r pour 0 =¢=<1. Soit ¢¢[0, 1] — E; nous avons

vu quil existait alors un nombre feZ, (0<<F=1y) tel que

te <t < b

11) 8i g-était un nombre lixﬁite, on gurait ¢ < tﬁ.—.-_ugg ty, donc ¢ < ¢, pour
. a

un certain nombre a < 8.
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En observant que #;= @(#,), on a d'aprés les propriéiés

a) et b) de la fonction ¢(f):

M 1 r
<1, 0 <ty b <ty tpy < Min (. 5],

gl —g®) 1 r
i >%_A Ll —F1)+ htp) — o)

d’aprés la définition de E,(g) (voir (3)) on voit que #¢[0,1]— E,(g);
on & done E,(9)C E. L'ensemble E,(g) est donc dénombrable,
Cest-a-dire g e 4,. On a donc K'C K- 4,, c. q. £ d.

Sur les nombres dérivés.
Par
Stefan Mazurkiewicz (Warszawa).

Cette note contient la solution d'un probléme posé par M. Jar-
nik 1),

Il existe pour 0 =2 <1 une foncton f(x) continue a droite (done
de classe 1) et telle que Pon a partout f+(x) = -+ oo %),

Déterminous le systéme de points {cji-t}), k=1,2.., n,=1,2..,
jr=1... 20D de manidre suivante:

1

(1 n=1— 5
1 1 Jep—1
OMpp1—1 2"1+»~+"l‘+‘(‘—'1)+ Oyt g HAAH)

J, —
C,{: ]‘1 k:tl L": "h

Evidemment ¢ ft<c'7‘ J* si le premier nombre non nul de

la suite: n, —mn,y, j1—j,... n,,—n,, Je—Js est positif. Pour un &
fixe les points cji /s rangés d'aprés leur grandeur forment un en-
semble bien ordonné; en désignant le suivant immédiat de cji-/% par
@ (e, on a:

(3) q)((lx Jg) = c.h Jr(-l s1 jk <2Kk—1)

@ P (chud) = %ﬁﬁsiﬂ=%H’
1

®) @ (Chiat) — Chiak = GuEmT gt

(6) i S iy < @ledin i) < @ (i

1) Comp, ce volume p. 1.
2) f‘*‘(x) désigne le nombre dérivé supérieur, droit de =)
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