74 Beppo Levi.

20_Assegnato un dominio dedutivo (che potrd essere quello de-
finito dai numeri naturali o un suo conveniente ampliamentq) deter-
minare le proposizioni che possono dimostrarsi in esso.

Potra pure, a fianco di questi problemi di dimostrabilita, porsi
una domanda indipendente relativa alla verits o alla asseribilit
delle proposizioni, in quanto non mancano esempi di proposizioni
le quali hanno senso in un dominio deduttivo, mentre non se ne
conosce una dimostrazione che si svolga interamente in esso: tali
sono frequentemente le proposizioni per le quali si eleva la riserva
dell'uso delle infinite scelte. La risposta affermativa o negativa a tale
domanda non pud evidentemente sottrarsi a una maggiore soggetti-
vita del gindizio: a mio parere, ritengo si debbano accogliere per
vyere in un determinato dominio deduttivo anche quelle proposizioni
per le quali il fatto enunciato & identificabile in detto dominio, pure
quando ad esso ne sfugga la dimostrazione.
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Ricerche assiomatiche sulle teorie delle funzicni
d’insieme e dell’ integrale di Lebesgue.
b
Tullio Viola (Bologna)

Introduzione.

1. 11 presente lavoro intende contribuire a precisare i procedi-
menti di costruzione e di dimostrazione di enti e di teoremi analitici
nei quali direttamente o indirettamente si deve far capo alle infinite
scelte. Il punto di vista da cui ci mettiamo potrebbe chiamarsi ,con-
ciliativo¥, in quanto cerca di dare una giustificazione di molti pro-
cedimenti matematici che fanno uso del noto postulato di E. Zermelo
[11, a, b). Nella breve bibliografia che faceio seguire all’ articolo
sono indicate, fra le altre, le pubblicazioni del Levi nelle quali il
suo ,principio di approssimazione® si trova per la prima volta enun-
ciato ed applicato [4, a, b]. Sono pure indicate due piccole note [9, a, b]
da me pubblicate su questo argomento nel Bollettino dell’ Unione
Matematica Ital, le quali costituiscono un preliminare utile e parte
integrante del presente lavoro. o ,

2. Nell’ articolo che precede questo nostro lavoro in questo steseo
volume, il prof. Lievi ricorda le definizioni di ,dominio deduttivo®
e di ,aggregati primi* e lenunciato del suo ,principio di approssi-
mazione. In molti casi in cui si afferma abitualmente un’ applica-
zione del postulato di Zermelo, si tratta in verith di un amplia-
mento del dominio deduttivo, mediante I'aggiunta di nuovi aggregati
primi. In altri casi, invece, il postulato di Zermelo viene effetti-
vamente applicato in astratto, cioé senza precisazione del dominio
deduttivo in cui si operano le scelte arbitrarie, ed & allora che la
sua legittimith ci pare discutibile. Tali sono ad esempio quasi tutte
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le proposizioni che g'incontrano nella teoria dei numeri transfiniti
[Sierpinski, b; Viola, a, n. 1].

Noi ci proponiamo quindi, esaminando aleuni ecasi concreti, di
realizzare un progresso dal punto di vista della correttezza logica
e di penetrare pit profondamente mell’ analisi concettuale delle pro-
posizioni. Ampliare un ben determinato dominio deduttivo é,' 8e
si vuole, sempre lecito e in molti casi pud essere anche consiglia-
bile, se non altrd a scopo didattico, se le dimostrazioni ne guada-
gnano in semplicith e chiarezza. D’altronde dal punto di vista euri-
stico, ciod come mezzo di ricerca, non sarebbe opportuno né forse
possibile eliminare il postulato di Zermelo. Proposizioni come
quelle che esamineremo ai n. i 5, 7, come il lemma del teor. di
Vitali (n. 10) ed altre, sono state trovate con dimostrazioni assai
semplici facendo uso del postulato di Zermelo, e noi rinseiremo
a confermarle liberandone totalmente le dimostrazioni dal detto po-
stulato. Il progresso che noi desideriamo poi realizzare in una di-
mostrazione in cui 'uso del postulato di Zermelo sia indispensa-
bile, consiste, se & possibile, nel regolarizzare la dimostrazione me-
diante il principio di approssimazione. E mi pare che dal presente
lavoro debba risultare evidente che il prineipio di approssimazione
di Levi esprime in termini esatti e soddisfacenti il concetto intuitivo
e d’altronde spesso un po’ vago che noi siamo soliti attribuire alla
parola ,approssimazione“ [Cfr. Lievi, a, p. 324] e non & una con-
venzione artificiosa che dissimuli il postulato di Zermelo medesimo.

8. Nella seconda delle mie citate note ho mostrato che il principio
di approssimazione permette di regolarizzare il seguente teorema
fondamentale della teoria della misura degl’ insiemi lineari di punti:
la somma di una successione d'insiemi misurabili contenuti in un me-
desimo intervallo ¢ non aventi, due a due, aleun punto in comune,
& un insieme misurabile ¢ la sua misura ¢ la somma delle misure
degl insiemi che compongono la soma. Precisamente, indicati con
E,y, E,,... gl insiemi della successione e con £ la loro somma, delle
due relazioni :

el

m(B)Z 3 m(E) m(B)< Y m(B),

che permettono di concludere m (&)= b3 m(E,), la prima si pud
rul

dimostrare facendo uso soltanto di wm numero finito di scelte arbi-
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trarie ), la seconda di un’infinitA numerabile di scelte arbitrarie,
ma in modo da soddisfare al principio di approssimazione. Su questo
teorema si basano le proposizioni pili importanti relative alle funzioni
misurabili [3, a, p. 118 e seg] per le quali, com’é&noto, & definito
il procedimento d’integrazione del Lebesgue. Se ora si riflette che
il ricordato teorema della teoria della misura viene applicato nelle
dimostrazioni delle proposizioni pit fondamentali relative all'inte-
grale di Lebesgue %), si vede come anche queste dimonstrazioni
vengano a dipendere, sebbene indirettamente, dal postulato di Zermelo,
ma come anch’ esse divengano accettabili in base al principio di
approssimazione,

Mi permetto qui di ricordare come le stesse difficolta si sia
proposto di superare il Tonelli mediante le definizioni di ,pseudo-
intervallo e di ,funzione quasicontinua“. Ma il procedimento del
Tonelli implica una effettiva limitazione della classe di funzioni
alla quale riesce applicabile l'integrazione nel senso del Lebesgue,
limitazione che tuttavia non & forse lontana daglintendimenti del
Lebesgue medesimo ?),4). L'affermazione del Tonelli che la
classe delle funzioni quasicontinue & pit ristretta di quella delle

1) Donde segue che, senza far uso del postulato di Zermelo, gi pud dimo-
strare la proposizione seguente: s& Gy, @,,... & una successione d'insiemi misu-

" yabili contenuti in un medessmo intervallo e ciaseuno nel precedentc e se

& lim m(G,) = O, allora Vinsieme G comune a tutti i G, ha misura mulla. Basta
r—»o0
infatti trasformare la successione dei complementari ¢ G in una successione d’in-

siemi non aventi, due a due, alcun punto in comune e la cui somma ¢ C6.
3) Come per esempio nella seguents:

b b b
S @)+ o@)dz= [ f(z)dz+ [ ¢ () d=.
a a
%) ,On doit exiger de la démonstration de V'existence d'une catégorie d’dtres
mathématiques qu'elle contienne 1'énoncé des caractéristiques logiques d'un de ces
Stres, mais cela seulement. Il est souhaitable que cet énoncé conduise au moing
dans les cas plus simples & un procédé de construction effective de 1'étre défini
et que co procédé soit d'autant plus régulier ot précis que les doonées sont plus
particulidres¥ [3, e, p. 137. Vedi anche d, nota 2 alla p. 259].
" 4) 8i leggano a questo proposito in [7, a] la definizione di ,pseudointervallo®,
p. 122, n. 40, a), e la condizione della p. 124, n. 40, ) 8 cui ei deve sempre
intendere sottoposta una successione di peeudointervalli; 1a definizione di ,funzione
quasicontinua¥, p. 181, n. 42, e la condizione della p. 135, n. 45, a) relativa alle
#uccessioni di funzioni quasicontinue; ecc.
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funzioni misurabili trova la sua spiegazione nel torema, di N. Lusin
[, a, b] che ogni funzione misurabile f(@) & continua a prescindere
dai punti interni a un ingieme d'intervalli non sovrapponentisi avente
misura piccola ad arbitrio. Non conoscendosi una legge generale per
la formazione di questo insieme d'intervalli non si pud affermare
che ogni funzione misurabile sia quasicontinua nel senso del Tonelli.
La dimostrazione del teor. di Lusin si basa sopra. un altro teore-
ma di D. Th. Egoroff [2]. Il lettore potrh analizzare quella
dimostrazione e convincersi facilmente che essa fa uso del postulato
di Zermelo e che non pud essere regolarizzata col principio di
approssimszione [Cfr. 9, %, n. B].

Sulle funzioni d’insieme.

4. Prendiamo in esame alcune proposizioni fondamentali della
teoria delle funzioni d'insieme mnella dimostrazione delle quali si fa
uso d’infinite scelte arbitrarie 5).

Ogni funzione d'insieme finita e complelamente additiva & limitata.

Questa proposizione & vera in un ampliamento naturale del
domino deduttivo degli aggregati di numeri reali?). Consideriamo
infatti una funzione d'insieme ¥'(E) non limitata in un intervallo @b.
Si tratta di construire un aggregato E tale che | ¥ (E)| = co. Osser-

viamo percid che esiste allora almeno un punto di ab in cui T(E)
non & limitata. Supponiamo per semplicita che l'estremo b sia un
tale punto. Sia g, a;, a,,... una successione di valori crescenti ten-

dente a b. Il Lebesgue dimostra che la serie 2 N,, il cui termine
1

generale N, (eventualmente infinito) ¢ il limite superiore dei valori
|U(E)| per. gl'insiemi E formati di punti dell'intervallo semi-

chiuso aﬁ_1 a;, & divergente.
Assegnata una successione di numeri positivi sl,e, ... tali che J¢,
sia convergente, s suppone che si possa scegliere in ciascun inter-

5) H. Lebeague a, pp. 1456 e negg.

®) Non & tratta del dominio deduttivo dei numeri che & il pilt abituale nell’
analisi, né di quello delle fanzioni, pure frequente ma meno avvertito. Qui gl
enti che si concepiscono come individui intuitivi (e che non si potrebbe fare altri-
menti senza incappare davvero in un’ applicazione irreduttibile del postulato di
Zermelo) sono proprio gli aggregati, Ora questo & assai meno avvertito abitual-
mente che non sia anche il dominio delle funzioni. :
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vallo Z:;, un aggregato ¢, tale che T(e) sia compreso fra N,—¢g, e N,
(tale ipotesi essendo contenuta nel fatto che la funzione d'insieme &
¢ definita nel dominio deduttivo degli aggregati di numeri reali).
L'aggregato E=21' ¢, soddisfa allora alla |T(E)| = oo, ma la sua

definizione dipende da infinite scelte arbitrarie.
Indichiamo con S una generica succesione d'insiemi e, ciascuno
dei quali sia formato rispettivamente di punti dell’intervallo semi-

chiunso ;,_—171;. Se &, 8 sono due di tali successioni, definiamo la

nfunzione regolatrice* 7)

d(8', §") = limite superiore delle distanze |a’ — a”|, per tutte le
coppie di punti appartenenti nspettlvamente ad S ead 8"
ma non ad entrambe.

FE' chiaro che & (', 8”) =0 sempre e solo quando & §' = §".
Fissiamo una qualunque delle succesioni S. Assegnato ad arbitrio
un numero positivo J, sia x tale che b —a,<<d. Se §’, 8” sono
altre due di dette successioni aventi in comune.con S i primi
insiemi ¢, si ha d(S', 8”) < 4, perché S’ ed S possono non avere

in comune soltanto punti appdrtenenti ad :13. Dunque una qualun-
que delle successioni S appartiene all'ampliamento naturale del
detto domino deduttivo, definito dalla funzione d(S’,5”). Questa
regolarizzazione delle infinite scelte arbitrarie con cui s'immagina
costruita la S non ¢ che una generalizzazione, del resto assai evidente,
di quella che abbiamo data in [9, a, n. 2]

B. Una funzione d'insieme, finita ¢ completamente additiva,
¢ a variazione limitata.

Questa proposizione presuppone che una tale funzione sis limi-
mitata (n° 4). Introducendo esplicitamente questa condizione noi
enunciamo :

Una funzione d'insieme, limitata e completamente -additiva, & a va-
riazione limitata, 4

e ragioniamo in modo da eseguire soltanto un numero finito di
scelte arbitrarie,

Ci proponiamo precisamente di mostrare che una tale funzione
& la differenza di due funzioni completamente additive che assumono
soltanto valori positivi o nulli. Anche qui seguiremo il Lebesgue?),

") Levi b, p. 170,
8 Lebesgue a, pp. 146, 147.
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¢ daremo per esteso l'intera dimostrazione che & meno semplice di

quella del numero precedente. ‘ .
Sia @(E) una funzione dinsieme limitata e completamente addi-

tiva in ab. Indichiamo rispettivamente con P(E) e con — N(E)
il limite superiore e quello inferiore di U(e) per tutti gl’ insiem%
e (ivi compreso Iinsieme nullo per il quale & W(e)==0) contenuti
in E9). E' dunque, per ogni E, — N(E) <K 0 P(E). Le due fun-
yioni N(E) e P(E), evidentemente limitate, sono anche completa-

mente additive. Dimostriamolo per P(E). .
Sia E,, -E,,... una successione d'insiemi a due a due senza punti

comuni. Si dimostra subito che &
W P(E+ B+ ) <P(B) + P(E) +...

Basta infatti considerare un generico aggregato C contenuto

nell’ aggregato
B+ E+...
Indicando con ¢, il subaggregato di C (eventualmente nullo) con-
tenuto in E,, si ha
Uy +es+..0=T(e))+ Tle) +... < P(By) + P(E) ...
Draltra parte, poiché l'aggregato
E + E;+... ,

contiene Paggregato E; + E,+ ...+ E,, qualunque sia m, ne segue,
per la definizione stessa di P(Z), che &

P&+ E+..)>PE+E +...+E,)
Se dunque si dimostra che la funzione P(Z) gode deli’ additi-
vith ristretta, si ha pure
P(EAE+..)> P(E)+ P(E) +...

e, dal confronto con la (1), Padditivith completa,

‘Per dimostrare che la funzione P(Z) gode dell’ additivity ristretta,
osserviamo _che, preﬁssato ad arbitrio un indice m e un numero
positivo &, si pud scegliere ciascun ¢, per i<Cm, in modo che ¥(e)

%) de la Vallée Poussin, b, p. 58.
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. & .
superi P(E, —or 8 & P(E)>0 [se & P(E)=0, si tralascia

questo valore di i]. Allora si ha
Ulea+tea+...4en)= Ue,)+ T(e)+... 4+ Ten) >
> P(By) + P(E) ...+ P(E,) — ¢,
donde :
P(By+ By +...4 By) > P(B)) 4 P(E,) ...+ P(E,) —¢,
e, per l'arbitrarietd di e,
P(E,+E,+...+ E,) > P(E)+ P(E) +...+ P(E,)
Ma, analogamente alla (1), si ha pure ,
P(B+ By +...+ B, < P(E) + P(&)+...+ P(E,)

Segue l'additivith ristretta come si & affermato o quindi anche
quella completa.

Dimostreremo ora che W(E) ¢ a variazione limilata per essere
T(E) = P(E)— N(E).

Sia e, un subaggregato di K tale che T(e,) > %P(E). Sia ¢, un
subaggregato di ¢, tale che T'(g)<C -—-~12—N(el). Segue
Tl —a) > Tle), Nio—e)<yNie)
Sia ¢, un subaggregato di e, —e, tale che w(e,)g—-—%N(el-— &)
Segue
Do —e—a)> Tl —a) Na—a—6)< g N

Cosi si pud proseguire indefinitamente. Assegnato ad arbitrio un
numero 6 > 0, mediante un numero finito g di scelte arbitrarie si .
pud dunque construire un aggregato E,=¢ —e— 6 —...—¢,
tale che '

. 1
N(El)>‘39 PE—E)< ‘2'P(E)1 U(E)>P(E)—e

Analogamente si pud conatruire un subaggregato E, di £ — E,,
tale che :

N(E)<g, PE—E—E)<yPE), UE)>PE -5
F d

ta Math "

T. XXIIL. 6
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poi un’ subaggregato By di E— E; — E, tale che
1 £
N(&) <g5; PE—B—B—B) < g; PE), U(E)>P(Ey)—g
Cosi &i pud proseguire indefinitamente. Sia k un iatero tale che
1
2
in tal modo un aggregato EP=E, 4 Ey-}...-} E;, tale che
NE)<e+gtgt-+u<e

P<E—E’)<§1;P(E)<e, U(E")> P(Er)—2¢ (i —z,l;) >P(EF)—2e,

P(E) < e. Con un numero finito % di scelte arbitrarie si costruisce

Quindi, poiché P(E)== P(E— E*)+ P(E*), si ha anche
P(E?)> P(E)—¢, @(E")> P(E)—3e.
Analogaﬁxent-e, scelto h tale che %N(E) < g con un numero
fiuito h di scelte arbitrarie si costruisce un E” tale che
P(E"N<2¢, N(E—E")<e, N(E")>N(E)—e, T(E?)>—N(E)+3e.

Indichiamo ora con ¢ l'insieme dei punti comuni ad E” e ad £*,
con ¢ Vinsieme dei punti di Z estranei sia ad E” che ad £ Siha

— 2e<— N(E) < — N(9) < Ule) < Plo) < P(E" < 2¢,
—e<—NE—E)S—N(E)<S )< P) < P(E—E)<e.

Ponendo Ef = E* 4 ¢, Er=FE"—¢, s ha

N(B”) < 3¢, W(E")> P(E) — 4e, P(E") > P(E) — &,
P(E" < 2¢, U(E"<<— N(E)-+be, N(E")> N(E) — 3e.
Dunque, essendo £ = E* 4 E" e quindi
U(E)= U(E") + U(E"),
ne seguono le limitazioni '
P(E)— N(E) — 4¢ < U(E) < P(E)— N(E) - b¢,
e quindi, per Parbitrarieth di e,
U(E)= P(E)— N(E),

il che prova che ¥(X) & a variazione limitata,
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6. Abbiamo visto, al numero brecedente, che un qualuhqne
aggregato £ pud spezzarsi in due componenti che sbbiamo indicato
rispettivamente con E”, E* tali che

T(EP) > P(B)— 4¢, T(E")<— N(E)+ be,

ciod che la funzione W assuma rispettivamente su di essi de; valori
prossimi quanto si vuole a P(E), — N(E), Eseguendo un’ infinity
numerabile di scelte arbitrarie pud dimostrarsi la possibilita di spez-
zare E in due componenti tali che la funzione ¥ assuma rispetti-
vamente su di essi esaftamente i valori P(E) e —N(E). Ma la
generalith con cui le funzioni d’insieme sono definite e quella
delle ipotesi dalle quali siamo partiti al numero precedente, ¢'indu-
cono a ritenere che tale infinith numerabile di scelte arbitrarie non
possa regolarizzarsi col principio di approssimazione.

Sussiste invece, per le funzioni d’insieme limitate, con la dimo-
strazione data dal Lebesgue, la proposizione che g7 insiemi E
ridotti ad un punto che rendono U(E)==0 formano al piii un’ infi-
nitd numerabile.

1. Le funzioni P(E), N(E), dette rispettivamente la ,variazione
totale positiva di &'in E“ e la ,variazione totale negativa di & in ¥,
Jra tuite le funzioni completamente additive P,(E), N,(E) che non
s0mo negative e che verificano Uidentitd

T(E)= P, (E) — M (E),

sono le pits piccole. Basta infatti dimostrare che la funzione comple-
tamente additiva '

A(B) = P,(E) — P(E) = N,(E)— N(E),

& non negativa., All’uopo basta completare le conclusioni del n° b.
Si ha infatti, con le notazioni ivi indicate,

AEP) = N,(B") — N(E?) > — 3.
Dunque, poiché E* & contenuto in E, ‘

P,(E) = P,(") = P(E") + A(") > P(E")— 3¢ > P(E) — 4,

A(E) = P,(E)— P(E) > — 4,

e, per Varbitrarieth di & A(E)>0. c. d. d.
6*
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8. Si pud dare la definizione di una funzione dinsieme U(E)
assolutamente continua e completamente additiva a partire da una
funzione d'intervallo @(d) avente le due medesime proprieth, senza
eseguire scelte arbitrarie 1%). E’infatti dimostato che, assegnato
arbitrariamente un numero positivo & ne esiste un altro % tale che,
se 0;,8; sono due insiemi ciascuno costituito da una successione
d’intervalli non sovrapponentisi, rinchiudente E ed avente da E
distanza << 1) &

|@(d;) — D(d;)| <& ™).
Indichiamo allora con 7, (r=1,2,3...) il 'valore di % che

. £ I . .
corrisponde genericamente ad. g © con T, il limite superiore dei

valori assunti da @(d) per tutti gl'insiemi d che distano da E per
meno di 7,. Pud definirsi F(E)=lim T,.

Se ne deduce il teorema: ogni funzione d'insieme assolutamente
continua ¢ completamente additiva si annulla su ogni insieme avente
misura nulla.

' Ne segue pure lindipendenza dal postulato di Zermelo del
procedimento indeato dal De la Vallée Poussin per definire
(su una classe estesa d'insiemi) una funzione d'insieme completa-
mente additiva non assolutamente continua, a partire da una funzione
d'intervallo o direttamente da una funzione di variabile F'(z) a va-
riazione limitata 13). Infatti quel procedimento consiste nell’ eseguire
il cambiamento di variabile

d=z+ F(z)

(essendo V(x) la variazione totale della componente continua C(x)
di F(x)) e nell’applicare la definizione precedente alla funzione
assolutamente continua C(&) che si ottiene come transformata della C(x).

Qui & perd necessaria una riserva. La definizione dell’ ,insieme
delle singolarita® di una funzione .F(x), a variazione limitafa 14),

1) Lebesgue, a, p. 159. .
t1) §i dice che due insiemi E,, E, distano per meno di 5, se, indicate con
¢,, o, rispettivamente la parte di E, estranea ad X, e la parte di E, estranea

ad E, &
m(‘l) <’i,

13) Lebengue, a, p. 157,
%) Lebesgue, &, p. 167.
4) Lebesgue, a, p. 164.

m(s,) < 7.
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o, per essere esatti, di wx insieme delle singolarits, non & poseibile
senza ricorrere al postulato di Zermelo. Infatti tale insieme si
definisce: come linsieme (avente misura nulla) comune a una sucees-
sione d’insiemi d’intervalli 1,, I,,..., le cui ampiezze tendono a zero
e su cui le variazioni totali di F'(2) tendono verso il loro limite
superiore. Ma non si conosce una legge generale par la costruzione
di tali insiemi I,,I,,..., e non pare neanche che le infinite scelte
arbitrarie possano regolarizzarsi in maniera soddisfacente col prin-
cipio di approssimazione, perché, se la funzione F(x) da cui si parte
non & assolutemente continua in nessun intervallo parsiale (come
avviene ad es. per la funzione di Lebesgue

P@) =)+ 35 £20) + 1 6(02) + o £@0)+...

allora gl'insiemi I,, per r tendente ad oo, tendono ad addensarsi
ovunque sull’intervallo totale, e quindi non potrebbero seguirsii criteri
che ho esposti in [a, n. 5]

In particolare non si pud liberare dal postulato di Zermelo
e neanche regolarizzare col principio di approssimazione la propo-
sizione inversa di quella ricordata sopra: una funzione completamente
additiva d'insieme che si annulla su ogni insieme avents misura nulla
¢ assolutamente conlinua.

Sulla derivazione delle funzioni integrali.

9. Le pit importanti proposizioni relative alla derivazione delle
funzioni integrali sonmo dovute essenzialmente a G. Vitalilf)
e a H Lebesgue in [a, bl Pil recentemente ii De la Vallée
Poussin ha ottennto gli stessi risultati basandosi sopra la teoria
dei reticolati (,réseanx®), in particolare dei ,reticolati cémiugati“
e delle derivate su di essi 1”). Il metodo seguito dal De la Vallée
Poussin, pur raggiungendo un’alta perfezione di forma, ricorre
al postulato di Zermelo in modo da non poter essere regolarizzato
col principio di approssimazione. Ma dapprima esso vi ricorre indi-
rettamente, facendo uso del teorema fondamentale.della teoria della
misura che ho ricordato al n. 3. Questo teorema fondamentale
¢ sfruttato nella dimostrazione della proposizione seguente:

%) Lebesgue, a, p. 56 e p. 16b.
1) Cfr. [10]:
) [8, b, pp 61 e seg.].
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Sia F(¢) una funzione d'insieme assolutamente continua e additiva.
Se una delle sue derivate (su un reticolato R), per es. D F, & positiva
quasi dappertutto su un insieme E di misura non nulla, F(E)
& positivo 18). ,

Le prime applicazioni di questo metodo alle funzioni d’insieme %)
~ sono dunque regolarizzabili col principio di approssimazione poichd
il ricordato teorema fondamentale della teoria della misura lo & o),
Fra queste prime applicazioni vi & per es. il teorema seguente:

La densiia di un insieme misurabile E & eguale quasi dappertutto
a1 in E, a 0 sul complementare CE*).

Altri teoremi nella teoria della derivazione delle funzioni d’insieme,
gono dal De la Valleé Poussin dimostrati premettendo alcune
proposizioni fondamentali sugl’ insiemi normali. Una di queste, per-
fettamente analoga al ricordato teorema fondamentale della teoria
della misura (n. 3), dice che la somma di wn infinita numerabile
d’insiemi mormali & normale®?). La sua dimostrazione fa uso del
postulato di Zermelo e non pud essere regolarizzata eol prineipio
di approssimazione, perch® la definizione d’insieme normale (a dif-
ferenza di quella d'insieme misurabile) & troppo generale per dar
luogo & coneiderazioni metriche.

10. ‘Veniamo ora ai metodi seguiti dal Vitali e dal Lebesgue.
1l primo prende le mosse da un teorema fondamentale sui gruppi
di punti (un ,Uberdeckungssatz¥, dicono i tedeschi) che ha analogia
con un altro di Lindelsf #3), e studia preliminarmente la deriva-
zione delle funzioni d'insieme assolutamente continue. Il secondo
invece aviluppa direttamente la teoria della derivazione delle funzioni
integrali mediante un procedimento che egli chiama ,procedimento

18) (8, b, pp. 67, 68).

19) [8, b, fino alla p. 74].

*) 9, b}, :

31) Di questo teorema, nel caso che £ sia un insieme perfetto, & stata data
una dimostrazione diretta, senza eseguire scelte arbitrarie, da A. Denjoy [1]. Ma,
per risalire dalla dimostrazione data relativamente ad E perfetto all’enunciato rela-
tivamente ad E misurabile qualunqoe, dovrebbesi poter liberare dal postulato di
Zermelo (o per lo meno regolarizzars col principio di approssimazione) la dimo-
strazione della proposizione seguente:

Ogni insieme misurabile £ & la somma d'un’ infinitd numerabile d'insiemi
chiusi e di un insieme avente misura nulla.

3) [8, b, p. 87).

1) Cfr. [9, a; n. 6]
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delle catene®. Perd il metodo del Vitali fu ripreso dal Lebesgue
stesso in [b] e sviluppato in tutta la sua portata.

Non rientra nelle intenzioni del presente lavoro 'esame completo
dal punto di vista del postulato delle scelte arbitrarie, di tutto quantc;
¢ stato fatto dal Vitali e dal Lebesgue in questo campo. Noi
ci limiteremo ad analizzare il ,procedimento delle catenet per il
caso delle funzioni di una sola variabile, indicando fino a qual punto
esso sia regolarizzabile col principio di approssimazione, e a rego-
larizzare effettivamente il teorema fondamentale, ciod I',Uberde-
ckungssatz“ di Vitali. Questo teorema & stato enunciato sotto
varie forme %): per il caso degl insiemi lineari, nella sua forma
pit generale,.esso & il seguente.

Teor. Siano E un insieme lineare (limitato o no) avente misura
finita ed ¥ una famiglia dintervalli tale che ogni punto di E sia
interno (in senso siretto) a un' infinitd d'intervalli di F la cui lunghezza
sia piccola ad arbitrio. Allora esiste nells famiglia F un numero
finito o un'infinitd numerabile dintervallki, senza pundi comuni due a due,
ricoprenti quasi tutto E ed aventi lunghezza complessiva < m(E) -+ ¢,
essendo & un numero positivo assegnato arbitrariamente piccolo %),

Seguendo il Vitali, chiamiamo ,corpo® di una famiglia d'inter-
valli, 'aggregato (misurabile) dei punti che -appartengono (magari
come estremi) a qualche intervallo di 3. Comiciamo a dimostrare,
senza far uso del postulato di Zermelo, il seguente

Lemma. Se 3 ¢ una famiglia d'intervalli il cui corpo abbia una
misura u finita ¢ se € & un numero maggiore di zero, esiste um
numero finito d'intervalli di 3, semea punti comuni due a due,

le ‘cui lunghezze hanno una somma maggiore di g—‘—-e %),

) [10; 8, b, p. 391; 8, a, p. 110).

3) In (8, a, p. 110, n. 98] & data una dimostrasione di carattere elementsrs
di questo t a, Essa conti l'ipotesi restiittiva che gl intervalli della famiglia
F abbiano per punto medio un punto di E. Inoltre essa si basa sul teorema fon-
damentale della teoria dells misura. Per gquanto noi abbismo gik regolarissato
col principio di approssimasione tale teorema fondamentale, preferismo seguire un
ragionamento che ne sia del tutto indipendente. Per queste e per altre ragioni
ancora, ricorriamo sostansialmente alla dimostrazione originale del Vitali [10]). Ma
I'enunciato che riportismo & pidt completo di quello del Vitali.

26) Questo enunciato coincide con quello del Vitali, fatta eccesione per
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Dim. Indico con 3, Pinsieme (se esiste) di tutti gl’ intervalli
di 3 che hanno ampiezze)% e di tutti gli altri intervalli di 3 che

hanno punti in comune con essi; econ C; il corpo di 3,; con I,
l'insieme 3 — 3 ; con C, il corpo di 3. Se non esistono intervalli
di 3 che abbiano ampiezza > g—,
indico con 3, Pinsieme di tutti gl intervalli di 3,_; che

pongo 2, = 0. Per ogni indice
n=2,3,...

- banno ampiezza }% e di tutti gli altri intervalli di 3, , che hanno

punti in comune cou essi; con C, il corpo di 3,; con 3, linsieme
2,,—23,; con C, il corpo di 5. Ogni intervallo di 3 appartiene
& uno e un solo ben determinato 3,. Gli aggregati C, (n=1,2, 3,...)
sono tutti misurabili e contenuti ciascuno nel precedente. _

Per ogni n=1,2,3,... (indefinitamente: diremo in seguito fin
dove) per il quale sia 3, 3=0 eseguisco l'operazione seguente:
Sia I, il limite superiore delle lunghezze degl’ intervalli dir 3,

(é necessariamente ——’i->l

=t 2') Esiste in 3, un intervallo s, di

lunghezza > 1, — 2f+, Indichiamo con 3, l'insieme costituito dai
seguenti intervalli di 3,:
a) 8, e tutti gli altri intervalli di 3, aventi ampiezza > %, che

abbiano punti in comune. con s, ;
b) tutti gli altri mtervalh di 3, aventi ampiezza <L g che

abbiano punti in comune con qualche intervallo della classe a).
Se la classe 3, — 3, non & nulla, sia I, il limite superiore delle

L=k
Esiste in 3, — 3, un intervallo s,, necessariamente senza punti in

lunghezze degl’ intervalli di -3, (é necessariamente 7, >

Tespressione %—e che & sostituita all’ espressione %—e. Cid non ha importanza:
infatti I'unc o I'altro degli enunciati conduce, come il lettore potra vedere al n® 11,
ad affermare l'esistenza di un numero finito d'intervalli di 3, sensa punti comuni
due a2 due, le cui lunghesze hanno una somms < ap, emendo @ un numero - qua-

lunque < 1.
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. . 3 .
comune con $,, di ampiezza >lm"2Tw Indichiamo con 3, Vin-

sieme constituito dai seguenti intervalli di 3, —3:
8) 8, o tutti gli altri intervalli di 3,— 3 aventi ampiezza

__>=§, che abbiano punti in comune con Snat

b) tutti gli altri intervalli & 3,—3, sventi ampiems < J,

che abbiano punti in comune con qualche intervallo della classe a).

Sia 1, il limite superiore delle lunghezze degl' intervalli di
3, —3,—2,. ecc. ecc.

Evidentemente, dopo un numero finito p, di scelte arbitrarie, si
arriva & un 3, —3, — 33— | — 3 =,

Gl intervalli s,, s,,..., 8y, Non hanno punti in comune due
a due. Sia u, la somma delle loro lunghezze. E’

Pn P
Swzn>3 (- 5] >2‘z o
Pl r=1

Qualunque sia Pintero N, & Z'y,, 4, dunque

N Pn "N
330 3 ghn

=l reml R=]

2,‘21»'<l‘+2' 2,+1<1"+2

nml rel nml

D’altra parte abbiamo

P
m(C) <5 3
r=1

Ne segue che l'aggregato dei punti che sono comuni a infiniti
aggregati C, ha misura nulla %), Sia ora Pun punto comune a tuth

) Infatti si ha, per ogni N,

Emca<s(p+3)
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gli aggregati C, (se un tal punto esiste). Si vede subito che P
& anche comune a infiniti C,, perché se esistesse un indice v tale
che nessuno dei C,, eon n» > », contenesse P, allora P non potrebbe

appartenere a C,. Dunque I'aggregato comune a tutti i C, ha mi-
sura nulla e pereid estiste un intero N tale che m (Cy) < —6-2£'°).

Fissato in tal modo N, si vede che ogni punto del corpo di 3
appartiene ad almeno uno dei corpi C, G,..., Cy, 6,,,, e pereid,
] . 5 5 . 2.
posto gy =3, %) si ha u<5m+—;+§, e quindi uo>§-—e,

Rel
e d d

11, Vemamo ora alla dimostrazione del teorema di Vitali
(n. 10) %9),

Dico anzitutto ehe si pud scegliere in F un numero finito din-
tervalli senga punti comuni due a due e ricoprenti un subaggregato

di E avente misura >!‘6m(E). AlP uopo rinchiudiamo E in un

® quindi anche .
® e
Zm(Cr) <b (,u-l-—)
nel 2
Poniamo I, =‘§'° Cx. Gli aggregati I, sono centenuti ciascuno nel precedente.
R=my

I punti comuni a tatti gli I, sono tutti e soli i punti comuni a infiniti C,.

Ogni 1, & misurabile Infatti, per ogni valore dell’ indice #, C, & costituito
da tatti i punti che hppu’tengono & un sistema d'intervalli esterni 'uno all’ altro
(eventoalmente gli estremi esclusi). Dunque pud darsi uns legge, la stossa per
ogni #, per rinchindere Cy in un insieme numerabile d’intervalli non sovrapponen~
tisi e la cui misura superi m(C,) di quanto poco si voglia; parimenti pud darsi
uns legge, Ia stessa per ogmi m, per rinchindere il complementare di C, (rispetto
ad un intervallo contenente Cx, cosa possibile poiché C, & limitato) in un insieme
numerabile dintervalli non sovrapponentisi e la cui misura superi quella del detto
vl“rogno complementare di €, di quanto poco si voglia. Dunque la misurabilith
¢ la valutagione della misura di 7, non dipendono da infinite scelte arbitrarie,

B m(L) < Zm(Cy).
Rmy

Dunque

lim m(1,) =0,

. »~»00

_ece. .
%) Vedi nota 21),
) u, & dunque la somms delle lunghezse di tutti gl’ intervalli scelti.
¥) Cfr. [8, s, p. 111]. ‘
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insieme 4 d'intervalli non sovrapponentisi, in modo che ogai’ pusto
di E sia interno ad 4 in senso stretto e che si abbia m(A)< m(E)+1,

1 .
essendo 7 < g™ (Z). Escludiamo allora dalla famiglia F tatti gl'in-

tervalli che escono da A. Sia F’ la famiglia cosi ridotta: essa gode
ancora della stessa proprietd di F' relativamente ad E. Per il lemma
precedente si pud estrarre da F’ un numero finito d’intervalli, senza
punti comuni due a due, le cui lunghezze hanno una somma mag-

giora di g-— n, essendo x la misura del corpo di F". Poich¢
& uz=m(B), il subaggregato B, di E ricoperto dagl’ intervalli scelti
ha misura > 51— m(E) — 2n> 51 m (E).

Escludiamo ora da F' tutti gl'intervalli che hanno punti in
comune con quelli che hanno servito a coprire K, (cosa che mon
altera le proprieta della famiglia relativamente allinsieme rimanente
E—E,) e sia F) la famiglia cosi ridotta. Da F; estraggiamo un
numero finito d’intervalli, senza ‘punti comuni due a due, che rico-

prano un subaggregato E, di E—E, tale che m(E;) < %M(E — E,).

Escludiamo da F, tutti gli intervalli che hanno punti in comune
con quelli scelti e cosi continuiamo indefinitamente. Dopo I'h, ma

operazione si ha
A1

y 1 1
m(E) > 5 m(E)— gm(E,-) >0,
A1
m(E)> 3 m(B)>m(E)— 6in(Ey).
im]
Assegnato un numero positivo 4 arbitrariamente piccolo, pud tro-
varsi un indiee 4 tale che ‘
h—1
@) mE)> Y m(E)>m(E)— 4.
im]
Dunque, eseguendo infinite scelte arbitrarie, si viene a ricoprir?
quasi tutto K come si & affermato. Igoltre, se 81 ha avuto_ cura d}
scegliere 7 < ¢, si vede che la somma delle ampiezze degl' intervalli

scelti 8 <m(E)+ -
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Se 8’, S” sono due successioni d’intervalli ottenute con due
diverse infinith di scelte arbitrarie, poniamo

d(S’, §8") = somma delle lunghezze degl intervalli di S’ che

non appartengono a S” - somma delle lunghezze

degl’intervalli di S” che non appartengono a S’

E’ manifestamente d(S’, §”) =0 sempre e solo quando é §’ = §”,

Consideriamo la successione S, construita secondo la legge segu-

ente. Sia 4, (Km(E) -+ ¢) il limite superiore delle ampiezze di tutte

le succesioni S. Esiste certamente una successione S la cui am-

piezza & > 1, — 1. Se uy, uy,... sono gl'intervalli di questa succes-

ny.
sione, esiste certamente un indice s, tale che b mu) < A, — 1.
I=l

Sia 4, (< 4,) il limite superiore delle ampiezze di tutte le succes-
sioni S i cui primi n, intervalli siano u,, u,,..., u,. Allo stesso
modo si possono scegliere in F) altri n;—n, intervalli Uinb1y Ynpagonny Uy
senza punti in comune nd coi precedenti nd fra loro due a due,

tali che 3 m(u) > Ag —%. Cosl continuniamo indefinitamente, In
T=]

generale, dopo aver scelti i primi #, intervalli u,, Usyoony Uy, Bi
indichera con 4,y (<< 4,) il limite superiore delle ampiezze di tutte
le successioni § i cui primi #, intervalli siano u,, Ugy..oy . Poi
8i sceglieranno in F, altri n,,, —n, intervalli Yngt1y Ungpare Yn )
senza punti in comune nd coi precedenti nd fra loro due a due,
. 1 1
tali che Elm(u,) > Ay — m
Dico che la successione So=1u, Uy,... esiste nell ampliamento na-
turale del dominio deduttivo dei numeri reali definito dalla funzione
(8", 8”), Infatti la successione 4,, 4,,... & monotona non crescente:
sia 4> 0 il suo limite. Assegnato ad arbitrio un numero positivo g,

indichiamo con A un intero positivo >$ e tale che 1, <l—|—%
1

8e &, 8" sono altre due successioni S aventi in comune i primi n,
intervalli u,, u,,..., Uy, &

g . :

£
I+ 1> hZ 0z mE)> I mu>h—r>i-tsa-8,

=1
&

e analogamente 4 -} %> m(8") >4 — 1

. Dunque 2(8’, 8") < &.
e d. d : :
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12, Nel procedimento delle ncatene d’intervalli®, cioé insiemi 'in-
tervalli contigui ad aggregati chiusi ben ordinati, si considera col
Lebesgue [a, pp. 176—184] per es. la derivata superiore destra
D, f(x) della funzione f(z) assegnata e, sapendo che tale derivata
¢ misurabile, ci si propone d'integrarla. A tal uopo, prefissato ad
arbitrio un numero £>>0, si suddivide Vintervallo d'integrazione ab
pegli aggregati

E(le<D,f#<(+1)e]=E,

relativi al diversi valori di interi, positivi, negativi e nullo, e negli
aggregati
E(D, f(z)=+ oo] =E", E[D, f(x)=— oo] = E'.

Poi si ricopre ab con una catena d'intervalli a partire da a nel
verso di b. Questa catena d'intervalli deve soddisfare alla prima
condizione essenziale seguente:

Se z, & Vorigine d'un intervallo z, z,+ h della catena, si ha
=N e<r [ fl@), 2, 2 +R<S(I+1)e, se 2, appartiene a E, %),
M r[f(x), %, xo+h), se x, appartienec a E?,

r[ fl@), @, @ +h) < — M, se z, appartiene a E'%;

M essendo un numero positivo arbitrariamente grande.

E' chiaro che l'arbitrarieth della scelta dei singoli intervalli della
catena, per soddisfare a questa prima condizione, é tosto eliminata
se, come osserva il Lebesgue in nota alle pp. 67 e 176, per
ogni z, si prende per k il massimo valore soddisfacente alla condi-
zione enunciata.

Ci si propone in un primo tempo il caleolo della variazione
totale positiva P della f(z) in abd. La catena d'intervalli for‘nisoe
una variazione positiva 7z che ¢ <CP ma che tende a P, in un
modo che pud dirsi uniforme, al tendere a 0 dell' ampiezza del
massimo intervallo della catena®). Si mostra facilmente che un

) ¢ [f (@), @, a,+h] & il rapporto incrementale di f(x) su a:._a._—{»—h. .
#3) Questa proprieth che, com’d noto, & verificata per le funnolfx continue,
& sfruttata nei teoremi che seguomo guello che ci proponiamo di giustificare.
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valore approssimato di # a meno di &(a—25) & il numero

oo
p=2A,ls+M’A"’,

=0

ove A, & la lunghezza complessiva degl’ intervalli della catena
le cui origivi sono punti di E, A” & quella degl’intervalli le cui
origini sono punti di £%, ed M’ & un numero = M,

Ora si tratta di valutare le differenze

S Al _2‘ m(E) le, M’ AP — Mm(E"),
0 1]

poiché se, per £—0, il limite della serie 3 m(E;) le & finito, questo
0

limite &, per definizione, I’
Jew<d, rer<ton Dy flx) d .

F’ appunto in questa valutazione che il Lebesgue fa uso del
postulato di Zermelo, Ma se questo uso & facilmente ridueibile
al teorema fondamentale della teoria della misura e per mezzo di
esso quindi al principio di approssimazione (come fra poco dimostrerd)
quanto alla’ valutazione per difetto, non sembra che esso lo possa
essere quanto alla valutazione per eccesso,

Mi sia permesso, trattandosi di questione eritica, di precisare
opportunamente il procedimento anche in qualche particolare sorvo-
lato dal Lebesgue.

13. Per la difinizione degli £, deve essere necessariamente

+o0
m(B%) + m(E*) + 3 m(E)=b—a.

lomeoc

Siano allora h, k due numeri interi positivi tali che

+&
m(E*)+m(E") + 3 m(E)>b—a—n.

lm—k

Sard allora, per ogni 1> k, m(&,) <.

icm

Ricerche assiomatiche 95

Indico con E la somma di tutti gli aggregati X, per 1<< —4
e per [ > k. Per il teorema fondamentale della teoria della misura,
anche E ¢ misurabile ed ¢ anche m(E’)gq.

Prefissato ad arbitric un numero 0 =T
_7I>:P°ng°3' h+k+4
e rinchiudo gli h-k-{-4 aggregati £, E* EE B, E, E*
ciascuno in un insieme d'intervalli non sovrapponentisi. Tali insiemi
d'intervalli li indico rispettivamente con 4, 4 4 _,, A_yypndy Ay A7,
e li scelgo in modo che sia
MASmE)+ ¢, mA)<mE) ¢, m(4s) <mE)+ ¢,
m(4)<<Km(E)~+ ¢ (per ogni ! tale che — h<<I<R).
Pongo ora per la catena d'intervalli ancora la condizione seguente:
Ciascun intervallo della catena & rinchiuso interamente nell insieme
A che rinchiude Vaggregato E a cui appartiene la sua origine.
Allora ogni A, & almeno uguale al pit grande dei due numeri:
0,m(E) —n; per A’”” e per A'® si hanno dei limiti analoghi,
Segue che & '

P> 37 Im(E) —7)le+ Mim(E») — ] =

l=0
- =3 (B — rlle + Mm(E") — 1,
im0
essendo in 3” conservati soltanto i termini positivi.

I termini dellg serie E’[m(E,)-—q]le sono in numero finito
=0

(numero variabile con 1), sono inferiori a quelli della sefie 2:) m(Ep)le,
S

ma tendono rispettivamente a questi per 7— 0. Duunque

Pte(b—a) > 3 [m(E)—1) e+ Mlm (B”) — 1,

1=0 :

e, per l'arbitrariets di 7,

Pte(db— a)>2"m(E,) le+ Mm(E™).

=0
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Infine si pud far tendere ¢ a 0. Quindi &

" P> JEp<B, y<ton) 5+f (z)dz 4 Mm (E"),

qualunque sia M,

11 ragionamento si ripete per la variazione totale negativa N e per
ciasouno dei quattro numeri derivati. Si conclude col Lebesgue,
enunciando il

Teorema. Una funzione continua e a variazione limitata ha
i suoi numeri derivati finiti quasi dappertutio; i suoi numeri derivati
sono sommabili nell’ insteme dei punti in cui sono finiti; le sue tre
variazioni totali P, N, V verificano le relazioni

: 1
P2[  Dfeas— f 5 [Df(@)+|Df ()] ds,

¥>[  _Dfe@de= [ Z1Df@)|—DfE@)ds,

E[Ds<0] Y

7= (1D f@)| ds

D f(x) essendo uno qualunque dei quatiro mumeri derivati: i punti
in cui Df(z) ¢ infinita essendo esclusi dagli aggregati o intervalli
d'integrazione.

14, 1l Lebesgue valuta per eccesso le differenze

EA, le -2 m(E)le, M’ A* — Mm(E'"),
[] []

con un ragionamento facente uso del postulato di Zermelo e che
mon sembra potersi regolarizzare mediante il principio d’approssi-
mazione. Infatti, a tal uopo, egli suppone di poter rinchiudere cias-
cuno degli aggregati E'", E'», E, (per futti i valori di J, positivi,
negativi e nullo) in un insieme d'intervalli non sovrapponentisi, che
indichiamo rispettivamente con A", A””, 4, in modo che si abbis

w4 m(E™) + &7, m(47)<m(E”) + e, m(4) <m(E)+e
(per ogni 1), i numeri &, ¢*. ¢,
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essendo positivi e tali che le serie e‘”+g‘ﬁ++§,gh 4200“] ¢, siano

convergenti ed abbiano somme arbitrariamente piceole 1, §. Si ha
allora la valutazione per eccesso

® p < [m(E)+e]le+ M [m(E") + ) <

< Y mE)le+ et M [m(E) + &)

Qui la sommatoria del secondo membro contiene effettivamente infi-
niti termini, a differenza della sommatoria

oo

' m(E)—n]Le

1=0

che abbiamo trovato nella valatazione per difetto. Questo inconve-
niente, che non si saprebbe come evitare, & quello che non permette
la regolarizzazione. Infatti, nella valutazione per difetto, fu appunto
in vista del numero finito di termini che sarebbero stati conservati
nella ricordata sommatoria, che noi operammo, al n. 13, il raggrup-
pamento in un unico aggregato E di tutti gli E, con I<<—h e con
1>k Di modo che il postulato della scelta veniva adoperato sol-
tanto in via indiretta per provare la misurabilits di Z. Qui, invece,
il raggruppamento non serve e si & costretti a scegliere l'insieme 4,
effettivamente per ogni E, (! variando da —oo a —}~00). E questa
scelta non & regolarizzabile perché, non conoscendosi nulla intorno
alla distribuzione degli aggrregati FE, nellintervallo ad, potrebbe
benissimo darsi che fossero anche tutti densi in ab ).
Osservazione. Non volerdo respingere in blocco una dimo-
strazione che soddisfa il sentimento matematico comune, osserviamo
che, se non & possibile regolarizzarla mediante il principio di appros-
simazione, la si pud almeno far rientrare completamente nel quadro
della teoria dei domini deduttivi, Consideriamo infatti il dominio
deduttivo in cui & primo l'aggregato dei sistemi {47, 4™, 4}. A ogni

" elemento di questo dominio deduttivo corrisponde un valore per il

%) Viols, a, n. b.
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secondo membro della (3). Ora noi non abbiamo bisogno di utiliz-
zare questo valore nella nostra deduzione: noi consideriamo soltanto
il limite inferiore di quesi valori e affermiamo che p, essendo <
di tutti i detti valori, & << del loro limite inferiore. In altri termini
la conclusione risulta indipendente dalle scelte eseguite (Vedi I'articolo
precedente del prof. B. Levi).

15. Perd se si ammette qualche condizione restrittiva opportuna
& possibile regolarizzare completamente le dimostrazioni del Liebesgue.
Tale & ad es la condizione E‘*==E”=0 che permette di dimo-
strare, in un ampliamento naturale del dominio deduttivo dei numeri
reali, la proposizione seguente 3): _

La condizione necessaria ¢ sufficiente affinché il numero derivato
D, f(x), ovunque finito, di una funzione continua f(z) sia sommabile,
& che f(x) sia a variazione limitata. La funzione primitiva f(z) di
D, f(z) ¢ allora Uintegrale indefinito, funzione di una variabile, di
D, /() .

Infatti si tratta di regolarizzare la valutazione per eccesso di
cui al. n. 14. A tal uopo osserviamo che nell’ ipotesi fatta, per un
noto teor. di Denjoy [1, p. 149; 3, a, p. 220], se C & un qua-
_lunque aggregato chiuso contenuto in ab, esistono un numero
positivo M/ e un intervallo I, contenente nel suo interno punti di E,
tali che, per ogni intervallo @8 di cui l'origine & sia punto di E
edi I si ha |r[f(@),0,fl|<<M e quindi anche |D, f(e)|<<M.
Si pud percid costruire in ad un insieme ¢ d’intervalli non sovrap-
ponentisi, non denso in ab ed avente lunghezza piccola ad arbitrio,
a prescindere dal quale D, f(x) & limitata. Indichiamo infatti con C,
Pinsieme dei punti di ab in vicinanza dei quali D, f(%) non & limi-
tata; per ogni transfinito di prima specie ¢(>> 1), con C, Vinsieme
dei punti di C,; in vicinanza dei quali D, f(x) non & limitata
-8u C,,; per ogni transfinito di seconda specie @, con C, Vinsieme
comune a tutti i Gy, con § < @ Ogni C, & chiuso, contenuto e non
denso in tutti i precedenti: esiste percid un transfinito ben deter-
minato u tale ehe C,=0 e la successione dei C, & numerabile.
Anche l'insieme di tutti gl’ intervalli contigui a tutti i C, ¢ dunque
numerabile e percid i loro estremi costituiscono essi pure un insieme
numerabile e non denso in ab che pud essere completamente rin-

) Lebesgue, a, p. 183, .
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chiuso in un sistema o d’intervalli non sovrapponentisi, avente
lunghezza piccola ad arbitrio. A prescindere da o, D, f(z)  allora
limitata,

Dunque, assegnato ad arbitrio un intero positivo 7, 81 pud costruire
(con una legge ben precisabile) un insieme o, sia ¢,, tale che sia

1 . .
m(o,) < e Esiste allora un intero positivo 4, (sia il pil piccolo

possibile) tale che [D, f(x)| <C 4,2 per ogniz non appartenente a ¢,.
Imponendo la condizione che, per -ogni r(> 0), 6,4, sia contenuto
in o,, In successione {4,} & monotona non decrescente. Introduciamo
allora nella definizione di una generica successione {4} dinsiemi
d'intervalli, rinchiudenti i rispettivi X, come si & detto al n. 14,
le due condizioni supplementari seguenti:

1a) Per ogni I(20), I'insieme dei punti di ab che non sono
interni a nessun intervallo di A, non abbia misura nulls in nessuna
parte di ab ).

2a) Per r (> 0) e per ogni I($0) tale che |I| > 4, + 1, 4, sia
completamente contenuto in g,. '

Se {43}, {A/'} sono due di tali succesioni {4, indichiamo con ¢
insieme dei punti di ab che, per almeno un valore dell indice I,
appartengono. come interni o come estremi, ad 4; oppure ad 4} ma
non ad entrambe. L'aggregato =, se esiste, & misurabile %) e, per la
condizione 1a) non pud avere misura nulla in nessuna parte di ab.
Definiamo la funzione regolatrice d ({4}, {4;}) =m(») ed osserviamo
che la condizione d ({43}, {4;}) =0 & necessaria e sufficiente affinche
sia {4} =={4;}. Assegnato ad arbitrio un %> 0, sia r un intero

positivo tale che %<1]. Se {4)}, {4/} sono due successioni con-

struite come si & detto ed aventl in comune tutte le scelte corris-
pondenti ad ! tale che |I|<C4, + 1, per la condizione 2a) laggre-

\

gato = corrispondente & interamente contenuto in o, e percid &

d({4y, {4 <.

Dunque una qualunque successione {4} appartiene all’ amplia-
mento naturale del dominio deduttivo dei numeri reali definito

%) Cfr. Viola b, n. 1.
3, E cid anzi indipendetemente dal teorema fondamentale della misure Cfr.
loc. cit. alla nota 3),
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dalla funzione d({47), {4/} e l'applicazione del principi_o di appros-
simazione appare, in modo analogo a quanto gi & fatto in (9, b, n. 1]
o secondo lo esigenze di [9, a, n. 5], pienamente accettabile,

16. Per terminare le nostre osservazioni sul procedimento delle
catene osserviamo ancora che, ritornando -all’ ipotesi che Iinsieme
E'=E"" 4 E'" non sia nullo e volendo anche prescindere dalla
difficolta che s'incontra nella valutazione per eccesso e che abhiamo
presa in esame al 1. 14, i risultati del Lebesgue andrebbero an-
cora leggermente precisati ammettendo la possibilita di rinchiudere
linsieme E [E™™] in insiemi dintervalli I tali che m(I) sia piccolo
ad arbitric e P(I) [N(1)] finita. La prima parte della proposizione
della p. 181 andrebbe allora enunciata cosi:

Affinche f(x) sia a variazione limitata & necessarto e sufficiente

che D, f(z) sia sommabile nell insiems dei punti in cui @ finita
e positiva (negativa) e che linsieme E'7 [E'"] det punti in cui
D, f(#) =00 [— o] possa essere rinchiuso in un insieme d'inter-
valli I che abbla misura piccola ad arbitro®) e che fornisca wna
somma di variazioni positive P (1) [negative N(I)] che sia finita.
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