Une remarque sur les séries trigonométriques

par
M. KAC (Lwéw).

Dans cette Note nous démontrons le théoréme suivant?):
Théoréme. Si

o0
4
%
@ ar=w,
n==1
les polynomes de Fejér de la série irigonométrique
«0
: °, \
(2) ,2/1 a,cosn’x
n==

ne sont pas uniformément bornés dans aucun intervalle.
Démonstration. Remarquons que?)
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Soit maintenant ¢ (x) une fonction telle que:
1% @) =0 pour 0L x<Caet bLxL2m {a < b);
2°, 0<p(x) <1 pour a < x<b;

®) > )
39, j(p(x)cosnxdx <;_L—72 péur n=1,2,3...
0
Il existe évidemment un nombre N tel que:
% A? Q*
(4) N:’A‘L;%k<w (kz"‘l.;“)‘h< 144 ;‘

1) Ce théoréme peut &tre géneralisé. Voir la remarque 2.
%) Car le nombre des solutions de I'équation k% —it==n est <no
7%
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donc aussi
- Al Qr
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ou Q=fgo (x) dx. Supposons, que les polyndmes de Frjir

n—1 ‘
0, (%)= 2> (1 -‘-:-l;) a;cosi®x

i=1
sont uniformément bornés dans (a, b); les polyndmes

n—1 .
;,,q(x):zv(l—;%)aicosi”x (n—1>>N)

i=N
sont, comme on voit sans peine, aussi uniformément bornés dans
(a, 8). 1l existe donc un nombre M, tel que:

n—1 . 2
[2(1——%)@.0051’”3(} < MpouwraLxLb n= N-+2, N+3,...

i=N

et nous avons

27 n—1 . 72
fg)(x)[Z(l—%)aicosiﬁx dx<< M(b—a).
=N
g |
En posant
n—1 g 27
R = 2> alg( ) f(‘p(x)cost xdx,
i=N
VR
2
S = 2 aak(l———) (1—]—6—) ftp(x)cos(z +kHxdx,
N=i<k=n—1 ] J

T, = 3

AM=i<k=sn—1

k
a, ak(l—————) (1-—-) j p(x)cos (k2 — i xdx,
0
nous obtenons ‘aprés une transformation facile:

32wl = HIRI-1s I

n
z—N

G) M(b—a)>
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Mais en employant l'inégalité de Scuwarz et les rélations

(3), (4) et (4%) nous avons:
“"”’1 2\ I n~—1 a1 n—1
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done, en vertu de (5),

ne Ml ‘g -
(6) ,;_;V a,? (] -——; ) < - 4 !‘!_w%_mﬁ)w pour n>N—1.
Il existe (d'aprés (1)) un nombre r tel que

A‘;'a;%> 16M(Qb—a) ;
=N

en supposant maintenant n%> 2r® nous obtenons

n—1 vo\ 2 9 »

NV g8 .....l«i) >, ( ___.,._)‘ 1 2 _4M_(_£_’.:_g)_
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contrairement a (6).

Remarque 1. Les polynomes de Fejir de la série (2) ne

sont pas uniformément convergents dans aucun intervalle. Donc,

si la série (2) est la série de Fourmr d’une fonction f(x), cette

fonction est pantachiquement discontinue.

Remarque 2. Sans changer la démonstration nous pou-

@0

vons établir un théoréme analogue pour les séries X' a cos p, x

n==1
-] .
. 1
(“;‘J a,? =0 ) , s'il existe un nombre /, tel que 3 ——<®.
nams] 1<z<k<m(pk pz)
2% 4
(Nous demanderons seulement, que fq)(x) cosnxdx| < ___) .
nz

Nous pouvons poser par exemple pn==n , k naturel, k2= 2.

Remarque 3. Le théoréme dont nous avons parlé dans

la remarque 2. ne peut pas &tre généralisé aux ensembles férmés
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arbitraires. Nous construirons notamment une série trigonométrique

-]

X a cosp, x convergente presque partout (donc uniformément
n==]

convergente dans un ensemble fermé E, |E|> 0) telle que
< 1
dart=wet 2 ——g
i 1Si<k<w(pk—pi)2
thode, qui nous a été communiquée, relativement a une autre
question, par M. A. Zyamunp.

Posons

< . Nous emploierons une mé-

cosVx

N
LY
Pp() = 3 2
N P \/V
et considérons la série

L]

3
2 —-];1-{- lpzlﬂ (Qk x) .

k=1
3
Si k1, les polyndmes trigonométriques t//2k2(‘2k x) et

3 . .
1,0212 (2" x) ne contiennent pas des termes communs, Par conséquent,
nous pouvons considérer cette série comme une série trigono-

-]

métrique de la forme 3 a cosp x. Il est assez facile de dé-
n==1

montrer que cette série trigonométrique satisfait aux conditions
énoncées.

(Regu par la Rédaction le 17. 11. 1934),





